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ÏÐÎ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß ÄIÉÑÍÎÇÍÀ×ÍÈÕ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Âñòàíîâëþþòüñÿ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ìîæëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ îáìåæåíî¨ íåïå-
ðåðâíî¨ ôóíêöi¨ äî ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, à òàêîæ äîñëiäæó¹òüñÿ ìîæëèâiñòü ïðîäîâ-
æåííÿ ôóíêöié ç z -âêëàäåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ.

Necessary and su�cient conditions for the extendibility of bounded continuous function to the
Baire-one function are established. The extendibility of functions de�ned on z -embedded sets of
topological spaces is investigated.

1. Âñòóï. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñ-
òið. Ñèìâîëîì C(X) (C∗(X) ) ìè áóäåìî
ïîçíà÷àòè ñóêóïíiñòü óñiõ (îáìåæåíèõ) íå-
ïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà X .
×åðåç B1(X) (B∗

1(X) ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñóêó-
ïíiñòü óñiõ (îáìåæåíèõ) äiéñíîçíà÷íèõ ôóí-
êöié ïåðøîãî êëàñó Áåðà íà X , òîáòî ïîòî-
÷êîâèõ ãðàíèöü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ìíîæèíà A íàçèâà¹òüñÿ Cδ -ìíîæèíîþ
(Zσ -ìíîæèíîþ) â X , ÿêùî A =

∞⋂
n=1

Un

(A =
∞⋃

n=1

Fn ), äå Un (Fn ) � ôóíêöiîíàëüíî
âiäêðèòà (çàìêíåíà) ìíîæèíà â X äëÿ êîæ-
íîãî n ∈ N .

Î. Êàëåíäà òà Äæ. Ñïóðíèé [1] âñòàíîâè-
ëè íàñòóïíi íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ïðî-
äîâæåííÿ ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà äî
ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà íà òîïîëîãi÷íî-
ìó ïðîñòîði.

Òåîðåìà À ∗ [1, Proposition 7]. Íå-
õàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, E � äîâiëü-
íà ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X . Òîäi íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) êîæíó ôóíêöiþ f ∈ B∗
1(E) ìîæíà

ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) ;
(ii) äëÿ áóäü-ÿêèõ äèç'þíêòíèõ Cδ -

ìíîæèí A òà B â E iñíóþòü äèç'þíêòíi
Cδ -ìíîæèíè A1 òà B1 â X , òàêi, ùî

A = A1 ∩ E, B = B1 ∩ E.

Òåîðåìà À [1, Proposition 8]. Íåõàé
X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, E � äîâiëüíà
ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X . Òîäi íàñòóïíi
óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) êîæíó ôóíêöiþ f ∈ B1(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) ;

(ii)

(1) äëÿ áóäü-ÿêî¨ Cδ-ìíîæèíè A â E
iñíó¹ Cδ-ìíîæèíà A1 â X, òàêà,ùî

A = E ∩ A1;
(2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ Cδ-ìíîæèíè D â X,
äèç'þíêòíî¨ ç E, iñíó¹ Cδ-ìíîæèíà H
â X, òàêà, ùî E ⊆ H ⊆ X \D.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ç [1] ìiñòèòü äåÿêi
ïðèêëàäè òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ i ¨õ ïiä-
ïðîñòîðiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðå-
ìè À.

Òåîðåìà Á. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, E ⊆ X i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íà-
ñòóïíèõ óìîâ:

(i) E � ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà â X ;
(ii) X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé, E � ëiíäå-

ëåôîâèé Gδ -ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X ;
(iii) X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé, E � ëií-

äåëåôîâèé ñïàäêîâî áåðiâñüêèé ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó X ;

(iv) X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé, E �
ìíîæèíà òèïó Gδ â X .

Òîäi êîæíó ôóíêöiþ f ∈ B1(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) .
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Âiäïîâiäü íà íàñòóïíå ïèòàííÿ, ñôîðìó-
ëüîâàíå â [1], ïîêè ùî íåâiäîìà.

Ïèòàííÿ 1 [1, Question 3]. Íåõàé X
� íîðìàëüíèé ïðîñòið, E � Cδ -ìíîæèíà
â X i f ∈ B1(E) . ×è ìîæíà ôóíêöiþ f
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) ?

Çàóâàæèìî, ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ
íåâiäîìà, íàâiòü, ÿêùî f � íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ.

Ïèòàííÿ 2. Íåõàé X � íîðìàëüíèé
ïðîñòið, E � Cδ -ìíîæèíà â X i f ∈
C(E) . ×è ìîæíà ôóíêöiþ f ïðîäîâæèòè
äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) ?

Â öié ñòàòi ìè âñòàíîâëþ¹ìî íåîáõiäíi
i äîñòàòíi óìîâè ìîæëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ
îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ äî ôóíêöi¨
ïåðøîãî êëàñó Áåðà, à òàêîæ äîñëiäæó¹-
ìî ìîæëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ ôóíêöié ç z -
âêëàäåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòî-
ðiâ.

2. Ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié äî ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Áåðà.
Ñèñòåìà F äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà ìíî-
æèíi X íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì L -êîíóñîì
([2, c. 70]), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìî-
âè:

(i) f +g , αf , max{f, g} , min{f, g} íàëå-
æàòü äî F äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié f, g ∈ F
i ÷èñëà α > 0 ;

(ii) F ìiñòèòü âñi ñòàëi ôóíêöi¨;
(iii) F çàìêíåíà âiäíîñíî âçÿòòÿ ðiâíî-

ìiðíî¨ ãðàíèöi.
Ìè êàæåìî, ùî ìíîæèíà A ¹ F -âiäî-

êðåìíîþ âiä ìíîæèíè B , ÿêùî iñíó¹ f ∈
F , òàêå, ùî f(A) = 0 i f(B) = 1 .

Íàì áóäå ïîòðiáíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò
(äèâ. [2, Theorem 3.2]).

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, F � çàìêíåíèé L -êîíóñ, h1, h2 �
îáìåæåíi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ íà X , òà-
êi, ùî h1(x) ≤ h2(x) äëÿ âñiõ x ∈ X . Òîäi
íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) iñíó¹ g ∈ F , òàêå, ùî
h1(x) ≤ g(x) ≤ h2(x)

äëÿ âñiõ x ∈ X ;

(ii) ç òîãî, ùî a < b âèïëèâà¹, ùî ìíî-
æèíà h−1

2 ((−∞, a]) ¹ F -âiäîêðåìíîþ âiä
ìíîæèíè h−1

1 ([b, +∞)) äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë
a i b .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi
äîâåäåííþ òåîðåìè À ∗ , âñòàíîâèìî íàñòóï-
íèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, E ⊆ X . Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâ-
íîñèëüíi:

(i) êîæíó ôóíêöiþ f ∈ C∗(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) ;

(ii) äëÿ áóäü-ÿêèõ äèç'þíêòíèõ ôóíêöiî-
íàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí A òà B â E
iñíóþòü äèç'þíêòíi Cδ -ìíîæèíè A1 òà
B1 â X , òàêi, ùî A = A1∩E , B = B1∩E .

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii). Íåõàé A òà
B � äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi â
E ìíîæèíè. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X → [0, 1] , òàêà, ùî A = f−1(0) i
B = f−1(1) . Íåõàé g ∈ B1(X,R) � ïðîäîâ-
æåííÿ ôóíêöi¨ f . Ïîêëàäàþ÷è A1 = g−1(0)
i B1 = g−1(1) , ìè îòðèìà¹ìî äèç'þíêòi Cδ -
ìíîæèíè â X , òàêi, ùî A = A1 ∩ E i
B = B1 ∩ E .

(ii) =⇒ (i). Íåõàé f � íåïåðåðâíà îáìå-
æåíà ôóíêöiÿ íà E . Ïîêëàäåìî

h1(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ E,
inff(E), ÿêùî x ∈ X \ E,

h2(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ E,
supf(E), ÿêùî x ∈ X \ E,

Òîäi h1(x) ≤ h2(x) äëÿ âñiõ x ∈ X .
Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà a < b . Áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî
inff(E) ≤ a < b ≤ supf(E) .

Ïîçíà÷èìî
A = h−1

2 ((−∞, a]) , B = h−1
1 ([b, +∞)) .

Òîäi A = f−1((−∞, a]) , à B = f−1([b, +∞)) ,
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè A òà B ¹
äèç'þíêòíèìè ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèìè
â E . Çãiäíî ç óìîâîþ (ii) iñíóþòü äèç'þí-
êòíi Cδ -ìíîæèíè A1 òà B1 â X , òàêi, ùî
A = A1 ∩ E , B = B1 ∩ E . Ç [1, Proposition
2] âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ h ∈ B1(X) ,
òàêà, ùî A1 = h−1(0) , à B1 = h−1(1) , òîáòî,
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ìíîæèíà A1 ¹ F -âiäîêðåìíîþ âiä ìíîæè-
íè B1 , äå F � çàìêíåíèé L -êîíóñ ôóíêöié
ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Îñêiëüêè A ⊆ A1 , à
B ⊆ B1 , òî ìíîæèíà A ¹ F -âiäîêðåìíîþ
âiä ìíîæèíè B . Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.1, iñíó¹
ôóíêöiÿ g ∈ B1(X) , òàêà, ùî

h1(x) ≤ g(x) ≤ h2(x)
äëÿ âñiõ x ∈ X . Òîäi ôóíêöiÿ g ¹ øóêàíèì
ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f . ♦

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé X � äîñêîíàëî
íîðìàëüíèé ïðîñòið, E ⊆ X i f ∈ C(E) .
Òîäi iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ B1(X) , ÿêà ¹ ïðî-
äîâæåííÿì f .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ C(E) . Çãiäíî ç
[3, c. 405] iñíó¹ Gδ -ìíîæèíà Ẽ ⊇ E â X

i iñíó¹ ôóíêöiÿ f̃ ∈ C(Ẽ) , òàêà, ùî f̃ |E =
f . Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ Á(iv), iñíó¹ g ∈
B1(X) , òàêå, ùî g|E = f . ♦

Ïiäìíîæèíà E òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
X íàçèâà¹òüñÿ z -âêëàäåíîþ â X [4], ÿêùî
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíî¨ â E
ìíîæèíè F iñíó¹ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà
â X ìíîæèíà F1 , òàêà, ùî F = F1 ∩ E .

Íàâåäåìî äåÿêi ïðèêëàäè z -âêëàäåíèõ
ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 2.4. Íåõàé:
(1) X � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið,

E ⊆ X � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà;
(2) X � íîðìàëüíèé ïðîñòið, E � çà-

ìêíåíà â X ;
(3) X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé, E � ëiíäå-

ëåôîâà.
Òîäi E � z -âêëàäåíà â X .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, E ⊆ X i F � ôóíêöiîíàëüíî çà-
ìêíåíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè E .

(1) Iñíó¹ çàìêíåíà â X ìíîæèíà F1 , òà-
êà, ùî F = E ∩ F1 . Îñêiëüêè ïðîñòið X
äîñêîíàëî íîðìàëüíèé, òî ìíîæèíà F1 ¹
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíîþ â X .

(2) Îñêiëüêè ìíîæèíà F ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíà â E , òî iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ C(E) ,
òàêà, ùî F = f−1(0) . Çãiäíî ç òåîðåìîþ
Òiòöå-Óðèñîíà [3, c. 116] äëÿ ôóíêöi¨ f iñíó¹

ïðîäîâæåííÿ g ∈ C(X) . Òîäi F1 = g−1(0) ¹
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíîþ â X ìíîæèíîþ
i F = E ∩ F1 .

(3) Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòó
â E ìíîæèíó U = E \ F . Òîäi iñíó¹ âiä-
êðèòà â X ìíîæèíà G , òàêà, ùî U =
E ∩ G . Îñêiëüêè ïðîñòið X öiëêîì ðåãó-
ëÿðíèé, òî ìíîæèíó G ìîæíà çîáðàçèòè
ó âèãëÿäi G =

⋃
i∈I

Gi , äå Gi � ôóíêöiîíà-
ëüíî âiäêðèòi ìíîæèíè â X . Ìíîæèíà U
¹ òèïó Fσ â E , òîìó, çãiäíî ç [3, c. 292],
ìíîæèíà U ëiíäåëåôîâà. Òîäi ç ïîêðèòòÿ
G = (Gi : i ∈ I) ìíîæèíè U ìîæíà âèäiëè-
òè çëi÷åííå ïiäïîêðèòòÿ U . Òîäi ìíîæèíà
U1 = ∪U ¹ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ â X
ÿê çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòèõ ìíîæèí. Ïîêëàäåìî F1 = X \ U1 .
Òîäi ìíîæèíà F1 ¹ ôóíêöiîíàëüíî çàìêíå-
íîþ â X ìíîæèíîþ i F = E ∩ F1 . ♦

Òâåðäæåííÿ 2.5. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið i E � z -âêëàäåíà â X . Òîäi:

(i) êîæíó ôóíêöiþ f ∈ C∗(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî g ∈ B1(X) ;

(ii) ÿêùî E � ìíîæèíà òèïó Cδ , òî
êîæíó ôóíêöiþ f ∈ B1(E) ìîæíà ïðîäîâ-
æèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) .

Äîâåäåííÿ. (i). Ïåðåâiðèìî óìîâó (ii)
òåîðåìè 2.2. Íåõàé A òà B � äèç'þíêòíi
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi ìíîæèíè â E . Îñ-
êiëüêè ìíîæèíà E ¹ z -âêëàäåíîþ, òî iñíó-
þòü ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi â X ìíîæèíè
Ã òà B̃ , òàêi, ùî A = E ∩ Ã i B = E ∩ B̃ .
Ïîêëàäåìî C = Ã ∩ B̃ . Òîäi ìíîæèíà C ¹
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíîþ â X , à ìíîæèíè
A1 = A \ C òà B1 = B \ C áóäóòü äèç'þí-
êòíèìè òèïó Cδ â X , ïðè÷îìó A = E ∩A1

i B = E ∩B1 .
(ii). Ëåãêî áà÷èòè, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

(i) òà (ii) òåîðåìè À. ♦
Ôóíêöiÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ Cδ -

âèìiðíîþ, ÿêùî ïðîîáðàç äîâiëüíî¨ âiäêðè-
òî¨ (çàìêíåíî¨) â Y ìíîæèíè ¹ ìíîæèíîþ
òèïó Cδ (Fσ ) â X .

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà Cδ -âèìiðíà ôóí-
êöiÿ f : R → R áóäå ôóíêöi¹þ ïåðøîãî
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êëàñó Áåðà [5]. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, âçà-
ãàëi êàæó÷è, íå âiðíå, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé
ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 2.6. Íåõàé Q = {rn : n ∈ N} .
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : R→ R ,

f(x) =

{
0, x ∈ R \Q,
1
n
, x ∈ Q.

Âiäîìî, ùî f ∈ B1(R) . Àëå ïðîîáðàç çà-
ìêíåíî¨ ìíîæèíè {0} � öå ìíîæèíà iððàöiî-
íàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà íå ¹ ìíîæèíîþ òèïó Fσ .
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f íå ¹ Cδ -âèìiðíîþ.

Òâåðäæåííÿ 2.7. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, E � Cδ -ìíîæèíà â X , òà-
êi, ùî áóäü-ÿêó ôóíêöiþ f ∈ C(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî Cδ -âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ g íà
X . Òîäi êîæíó ôóíêöiþ f ∈ B1(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ B1(X) .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà E ¹ òè-
ïó Cδ â X , òî óìîâà (ii)(2) òåîðåìè A âè-
êîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî. Ïåðåâiðèìî óìîâó
(ii)(1) òåîðåìè À.

Íåõàé U � ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà â E
ìíîæèíà i f : E → R � íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ, òàêà, ùî U = f−1((0, 1]) . Òîäi iñíó¹
Cδ -âèìiðíà ôóíêöiÿ g : X → R , òàêà, ùî
g|E = f . Ïîêëàäåìî U1 = g−1((0, 1]) . Òîäi
ìíîæèíà U1 ¹ òèïó Cδ â X i U = U1 ∩ E .

Íåõàé òåïåð A � Cδ -ìíîæèíà â E . Òî-
äi A =

∞⋂
n=1

Un , äå Un � ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòà â E ìíîæèíà äëÿ êîæíîãî n ∈ N .
Äëÿ êîæíîãî n âèáåðåìî Cδ - ìíîæèíó Vn

â X , òàêó, ùî Un = E ∩ Vn . Ïîçíà÷èìî
A1 =

∞⋂
n=1

Vn . Òîäi ìíîæèíà A1 ¹ òèïó Cδ

â X i A = A1 ∩ E . ♦
Çàóâàæèìî, ùî íå êîæíó íåïåðåðâíó

ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà Cδ -ìíîæèíi, ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî Cδ -âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ íà âåñü
ïðîñòið X (íàâiòü, ÿêùî ïðîñòið X ìåòðè-
çîâíèé).

Ïðèêëàä 2.8. Íåõàé E = I = R \ Q i
X = R . Çàíóìåðó¹ìî äîâiëüíèì ÷èíîì ðà-
öiîíàëüíi ÷èñëà Q = {rn : n ∈ N} . Äëÿ äî-

âiëüíîãî x ∈ X ïîêëàäåìî h(x) =
∑
rn<x

1

2n
i

f = h|E . Òîäi f ∈ C(E) , àëå íå iñíó¹ Cδ -
âèìiðíîãî ïðîäîâæåííÿ ôóíêöi¨ f íà X .

Áóäü-ÿêå ïðîäîâæåííÿ g ôóíêöi¨ f íà
ïðîñòið X áóäå ðîçðèâíèì â êîæíié òî-
÷öi ìíîæèíè Q , à òîìó íå ìîæå áóòè
Cδ -âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ, àäæå ìíîæèíà òî-
÷îê ðîçðèâó êîæíî¨ Cδ -âèìiðíî¨ ôóíêöi¨
g : R→ R ¹ íiäå íå ùiëüíîþ â R .
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