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ВПЛИВИ ГАНСА ГАНА НА РОЗВИТОК МАТЕМАТИКИ У
ЧЕРНIВЕЦЬКОМУ УНIВЕРСИТЕТI

Прослiдковано впливи Ганса Гана на розвиток теорiї функцiй у Чернiвецькому унiвер-
ситетi за останнi 30 рокiв у таких напрямках: сукупна неперервiнсть нарiзно неперервних
вiдображень; наближення нарiзно неперервних функцiй; квазiнеперервнiсть та iншi аналоги
неперервностi; напiвнеперервнi функцiї та теорема Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова; дiагоналi
функцiй багатьох змiнних.

We follow the influence of Hans Hahn on the development of the function theory in Chernivtsi
university for the last 30 years in the following directions: joint continuity of separately continuous
mappings; approximation of separately continuous functions; quasicontinuity and others analogs
of the continuity; semi-continuous functions and the Hahn-Dieudonne-Tong-Katětov theorem; di-
agonals of functions of several variables.

1. Ганс Ган: загальна характери-
стика. Iм’я Ганса Гана (27.IX.1879 –
24.VII.1934), видатного австрiйського ма-
тематика, професора Чернiвецького (1909-
1916), Боннського (1916-1921) i Вiденсько-
го (1921-1934) унiверситетiв, добре вiдоме
у науковому свiтi передусiм у середовищi
математикiв та фiлософiв. Першi вiдомостi
про його життя i творчiсть вмiщенi в не-
крологах [1-5] та довiдниках [6-10]. Багато
дат, особливо тих, що стосуються першого
i другого вiденських перiодiв життя Г.Гана
уточнив у своїй дисертацiї Р.Айнгорн [11].
У моїй монографiї ”Знайомство з Гансом
Ганом”, що вийшла вже трьома виданнями
[12-14], детальнiше висвiтленi чернiвецький
i боннський перiоди i подано iсторiю розви-
тку двох теорем Гана-Банаха: принципу рiв-
номiрної обмеженостi та теореми про про-
довження лiнiйних функцiоналiв. Рiзна iн-
формацiя про Ганса Гана мiститься в моїх
працях [15-20]. На даний момент вийшли зi-
брання математичних i фiлософських тво-
рiв Ганса Гана [21,22], де його працi про-
коментованi великим колективом учених,
зокрема, у [21] помiщена стаття К.Менґера
"Вступ до Ганса Гана".

Ганс Ган залишив помiтний слiд у бага-
тьох роздiлах математики. Починав вiн у ва-
рiацiйному численнi пiд впливом свого нау-

кового керiвника Ґустава фон Ешерiха, фа-
хiвця саме в цiй областi, далi його основ-
нi науковi iнтереси змiстилися в бiк тео-
рiї дiйсних функцiй, саме в цiй галузi вiн
вважався одним з найбiльших авторитетiв,
зокрема, добре вiдомi його монографiї [23-
25]. Ганс Ган був одним iз засновникiв та-
ких нових математичних наук як функцiо-
нальний аналiз i топологiя, тут вiн отримав
ряд фундаментальних результатiв. Вiн до-
слiджував аналiтичнi функцiї багатьох ком-
плексних змiнних i нарiзно неперервнi фун-
кцiї, ряди та iнтеграли Фур’є, методи пiд-
сумовування i сингулярнi iнтеграли, iнтер-
поляцiю та iнтегральнi рiвняння, займався
аксiоматикою арифметики та iсторiєю мате-
матики.Крiм того, Ганс Ган вiдомий як один
з засновникiв знаменитого Вiденського ко-
ла, групи вчених-неопозитивiстiв, якi займа-
лися фiлософiєю науки (див., зокрема, пiд-
роздiл "Ган i Вiденське коло"[14, с.39] i вка-
зану там лiтературу).

В сучаснiй математицi ми маємо бага-
то iменних теорем, в яких фiгурує персона
Ганса Гана: двi вже згаданi теореми Гана-
Банаха з функцiонального аналiзу, теоре-
ма про розклад у розумiннi Гана i теоре-
ма Вiталi-Гана-Сакса в теорiї мiри, теоре-
ма Гана-Мазуркевича про неперервнi образи
вiдрiзка в топологiї, теорема вкладення Гана
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в теорiї частково впорядкованих систем, тео-
рема Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова про на-
пiвнеперервнi функцiї. Все це свiдчить, що
в особi Ганса Гана ми маємо неординарного
вченого, роботи якого в значнiй мiрi вплину-
ли на подальший розвиток науки. Саме то-
му великим успiхом користуються мiжнаро-
днi ганськi конференцiї, присвяченi пам’ятi
Ганса Гана, якi проводяться у Чернiвцях че-
рез кожнi 10 рокiв, починаючи з 1984 року.

2. Ганс Ган: штрихи бiографiї. Ганс
Ган народився у Вiднi 27 вересня 1879 року,
тут же вiн закiнчив гiмназiю у 1898 роцi i за
бажанням свого батька, надвiрного радни-
ка, записався на юридичний факультет Вi-
денського унiверситету, але вже у 1899 ро-
цi перейшов з юриспруденцiї на математи-
ку. Вiн вчився в унiверситетах Страсбурга,
Мюнхена i Вiдня, де у 1902 роцi здобув сту-
пiнь доктора фiлософiї. У 1902-1904 роках
Г.Ган поглиблює свою освiту в унiверситетах
Вiдня i Ґеттiнґена, а в 1905 роцi пройшов
габiлiтацiю у Вiденському унiверситетi. До
1909 року працював доцентом у Вiденсько-
му унiверситетi, замiнюючи у 1905/6 роцi
Отто Штольца в Iнсбруку. В 1909 роцi одру-
жився i переїхав у Чернiвцi, де працював в
унiверситетi як екстраординарний професор
до 1914 року (хоча числився до 1916 року).
Ганс Ган воював на фронтi проти Iталiї, був
поранений шрапнеллю в легеню 29.X.1915. З
1916 по 1921 працював у Боннському унiвер-
ситетi, де став ординарним професором, а в
1921 роцi перебрався до Вiдня, свого рiдного
мiста, де працював до своєї смертi, яка на-
стала 24.VII.1934 внаслiдок безуспiшної опе-
рацiї на рак.

Ганс Ган справедливо вважається одним
з найвiдомiших австрiйських математикiв,
вiн був членом-кореспондентом Австрiй-
ської Академiї наук.

3. Ганськi конференцiї i основнi на-
прямки впливiв Ганса Гана в Чернi-
вецькому унiверситетi. На ту обстави-
ну, що Ганс Ган, один з спiвавторiв знаме-
нитої теореми Гана-Банаха про продовжен-
ня лiнiйних функцiоналiв, працював у Чер-
нiвецькому унiверситетi, звернув мою ува-
гу А.Плiчко ще понад зо рокiв тому на-

зад, коли вiн працював у Львовi в Iнститутi
прикладних проблем механiки i математи-
ки, що нинi носить iм’я тодiшнього його ди-
ректора академiка Я.С.Пiдстригача. На той
час у Львовi у 1982 роцi успiшно пройшла
конференцiя пам’ятi Стефана Банаха, в ор-
ганiзацiї якої А.Плiчко взяв найактивнiшу
участь, вiн запропонував i менi органiзува-
ти щось подiбне, присвячене Гансу Гану, в
Чернiвцях. Так теорема Гана-Банаха об’єд-
нала Чернiвцi i Львiв.

Конференцiя була проведена з 27 червня
по 30 червня 1984 року i з того часу ста-
ла традицiйною, наступнi двi ганськi конфе-
ренцiї вiдбулися 10-15 жовтня 1994 року i 27
червня-3 липня 2004, а цьогорiчна – четвер-
та – 30 червня-5 липня 2014 року.

Четверта ганська конференцiя припала
на рiк 200-лiття Тараса Шевченка, який ви-
явився чи не найдраматичнiшим у новiтнiй
iсторiї України. Перемогла революцiя гiдно-
стi, маємо нового Президента i нову Верхов-
ну Раду, та на Сходi триває вiйна i агресор
не заспокоюється. Звичайно, цей час не най-
кращий для заняття наукою, та все ж кон-
ференцiя пройшла з великим успiхом, поча-
тковий тираж її тез виявися замалим, дове-
лося додруковувати.

На цiй конференцiї я робив доповiдь [20],
за матерiалами якої i написана дана стаття.
В нiй ми розглянемо як доробок Ганса Гана
вплинув на розвиток математики у Чернi-
вецькому унiверситетi за останнi 30 рокiв.
Цi впливи можна розподiлити по таких на-
прямках:

1. Сукупна неперервнiсть нарiзно непе-
рервних вiдображень;

2. Наближення нарiзно неперервних фун-
кцiй;

3. Квазiнеперервнiсть та iншi аналоги не-
перервностi;

4.Напiвнеперервнi функцiї та теорема
Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова;

5. Дiагоналi функцiй багатьох змiнних.
Подальший наш виклад буде йти за цим

планом.
4. Нарiзно неперервнi вiдображен-

ня у працях Ганса Гана. Зв’язки мiж
нарiзною i сукупною неперервнiстю вперше
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ґрунтовно став вивчати Рене Бер, дисерта-
цiя якого [26] лежить в основi всiх подаль-
ших дослiджень з цiєї тематики. В нiй Р.Бер
вивчав в основному нарiзно неперервнi фун-
кцiї двох дiйсних змiнних i лиш деякi ре-
зультати змiг перенести на функцiї трьох
змiнних. Перехiд до бiльшого числа змiнних
потребував нових iдей, пов’язаних з квазi-
неперервнiстю, i його здiйснив саме Г.Ган
[27] через 20 рокiв пiсля виходу дисерта-
цiї Бера. Вiн встановив, що точки сукупної
неперервностi нарiзно неперервних функцiй
f : Rn → R лежать щiльно на кожнiй гiпер-
плошинi xn = const. Доведення вiн прово-
дить у два етапи, з’ясувавши спочатку, що
нарiзно неперервнi функцiї f : Rn → R є
квазiнеперервними (це Г.Ган виводить з тео-
реми Лебеґа про належнiсть таких функцiй
до (n − 1)-го класу Бера [28] i результатiв
Бера про точкову розривнiсть функцiй бе-
рiвських класiв з точнiстю до множини пер-
шої категорiї [29]), а далi, здiйснюючи iн-
дуктивний перехiд, де методом вiд супро-
тивного фактично доводить, що у функцiї
f : Rn × R → R, яка квазiнеперервна i
точково розривна вiдносно першої сукупної
змiнної i неперервна вiдносно другої змiн-
ної, для кожного y ∈ R множина Cy(f) =
{x ∈ Rn : (x, y) ∈ C(f)} всюди щiльна в Rn

(тут i далi C(f) – множина точок неперерв-
ностi функцiї f , а D(f) – множина її точок
розриву). Оскiльки квазiнеперервнi функцiї
на берiвському просторi автоматично точко-
во розривнi, то методом Гана насправдi мо-
жна довести набагато загальнiше тверджен-
ня: якщо простiр X берiвський, Y задоволь-
няє першу аксiому злiченностi, Z метризов-
ний i f : X × Y → Z – KC-функцiя, тоб-
то вiдображення, яке квазiнеперервне вiд-
носно першої змiнної i неперервне вiдносно
другої, то для кожного y ∈ Y множина
Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} буде зали-
шковою в X. Цей результат був встановле-
ний iншим способом значно пiзнiше [30, 31].
Доведення Гана можна модифiкувати так,
щоб воно проходило i для KC-функцiй, якi
квазiнеперервнi вiдносно першої змiнної ли-
ше для значень другої, якi пробiгають деяку
всюди щiльну в Y пiдмножину i неперерв-

нi вiдносно другої змiнної. Якщо при цьому
ще скористатися теоремою Банаха про ка-
тегорiю [32, с.87], то i припущення беровостi
простору X можна зняти. Таким чином, мо-
жна отримати такий результат: якщо X –
топологiчний простiр, Y задовольняє першу
аксiому злiченностi, Z – метризовний про-
стiр i f : X × Y → Z – KC-функцiя, то для
кожного y ∈ Y множина Cy(f) залишкова в
X. Ця теорема iншим прямим способом бу-
ла доведена в [65]. Весь цей матерiал увi-
йшов до докторської дисертацiї автора [34,
пiдроздiл 3.2]. Про подальший розвиток цих
результатiв ми розповiмо пiзнiше.

Доведення в дисертацiї Бера бувають до-
сить довгими i часто займають велике чи-
сло сторiнок. Ця обставина заставляла ма-
тематикiв шукати iншi пiдходи, перший з
яких вiдкрив Е. ван Влек [35], вiн викори-
стовує рiвномiрну непереревнiсть. Цей ме-
тод розвинув Г.Ган [23, с.390], показавши,
що для кожної нарiзно неперервної функцiї
f : X × Y → R, де X – пiдпростiр ти-
пу Gδ деякого повного метричного просто-
ру (Г.Ган називає такi простори простора-
ми Юнґа), а Y – метризовний компакт, про-
екцiя множини Dε(f) = {p ∈ X × Y :
ωf (p) ≥ ε} на вiсь X є нiде не щiльною,
а значить, prX(D(f)) – це множина першої
категорiї, а множина CY (f) = {x ∈ X :
{x}×Y ⊆ C(f)} = X\prX(D(f)) залишко-
ва в X. Це перший результат про сукупну
неперервнiсть нарiзно неперервних вiдобра-
жень в абстрактних просторах. Вiн дiстав
значний розвиток у працях [33, 36].

У своїй пiдсумковiй монографiї [24] нарi-
зно неперервним вiдображенням присвяче-
но цiлий параграф у кiнцi четвертого роз-
дiлу. Тут Г.Ган отримав значнi пiдсилен-
ня i узагальнення своїх попереднiх резуль-
татiв, зокрема, довiв таку теорему: якщо
X1, ..., Xn – простори Юнґа, Xn+1 – метри-
зовний компакт i f : X1 × · · · × Xn+1 → R
– нарiзно неперервна функцiя, то множина
CXn+1(f) = {x ∈ X = X1 × · · · × Xn :
{x}×Xn+1 ⊆ C(f)} є залишковою в добутку
X. Виклад Гана в монографiї [24] позначе-
ний впливом статтi К.Беґеля [37], про яку
мова пiде далi.
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5. Нарiзно неперервнi вiдображен-
ня у Чернiвецькому унiверситетi. Ви-
вчення нарiзно неперервних вiдображень у
Чернiвецькому унiверситетi почалося при-
близно з 1980-го року з моєї iнiцiативи без
впливу Г.Гана. У збiрнику [38] я виявив за-
дачу: довести, що кожна нарiзно неперервна
функцiя f : [0, 1]2 → R має принаймнi одну
точку неперервностi. Я розв’язав її, вико-
риставши теорему Кантора про рiвномiрну
неперервнiсть неперервної на вiдрiзку фун-
кцiї, при цьому довiв бiльше, а саме, що у
такої функцiї є всюди щiльна множина то-
чок x на [0, 1], таких, що f сукупно непе-
рервна у всiх точках вiдрiзка {x} × [0, 1]. Я
почав розмiрковувати як перенести цей ре-
зультат на функцiї вiд трьох дiйсних змiн-
них, але ця задача виявилась значно труднi-
шою. З монографiї Ф.Мєдвєдєва [39, с.148] я
дiзнався, що задача про сукупну неперерв-
нiсть нарiзно неперервних функцiй була ви-
хiдною у дослiдженнях Рене Бера, той ре-
зультат, що там формулювався (про точки
неперервностi нарiзно неперервних функцiй
на неперервних кривих) легко виводився з
доведеної мною теореми i це викликало ще
бiльший iнтерес до цiєї тематики.

Коли я готував доповiдь на першу
ганську конференцiю, то у некролозi
К.Майєргофера [1] виявив, що саме Ганс
Ган зробив першi iстотнi кроки у дослi-
дженнi на сукупну неперервнiсть нарiзно
неперервних функцiй f : Rn → R вiд
багатьох змiнних, але там не згадувалась
теорема про проекцiю, яка була вже у
Р.Бера, але Ф. Мєдвєдєв у [39] теж про
неї не згадав, була вона i у Г.Гана, про що
ми писали вище, але i К.Майєргофер цей
результат не привiв. Це було щасливою
обставиною для мене, тодi молодого ма-
тематика, i послужило добрим стимулом.
Я за тижнiв два встановив, використав-
ши теорему Александрова-Гаусдорфа i
вiдкриту мною властивiсть продовження
нерiвностей для нарiзно неперервних фун-
кцiй, що у нарiзно неперервних функцiй
f : Rn → R множина тих точок x ∈ Rn−1,
для яких {x} × R ⊆ C(f) велика, i уза-
гальнив цей результат на вiдображення

f : X1 × · · · ×Xn → Z.
Свiй результат я доповiдав на першiй ган-

ськiй конференцiї, а його розвиток на Челя-
бiнськiй школi [40]. М.Й.Кадець, який слу-
хав мою доповiдь у Чернiвцях вiдреагував
на неї так: "Ну, можливо, Меньшов це знає".
Але невдовзi вийшла стаття О. Архангель-
ського [41], з якої я дiзнався про теоре-
му Намiоки i про те, що задача про суку-
пну неперервнiсть нарiзно неперервних вiд-
ображень цiкавить i сучасних математикiв,
зокрема, з цими дослiдженнями тiсно пов’я-
зана i теорема про перенормування Троян-
ського, учня М.Й.Кадеця, отже, не тiльки
Д.Меньшов це мiг би знати.

Пiсля захисту своєї кандидатської дисер-
тацiї [129] у 1985 роцi я цiлком захопився но-
вою темою про нарiзно неперервнi функцiї,
зiбрав усю доступну менi лiтературу, намi-
тив програму майбутнiх дослiджень i взяв-
ся за їх реалiзацiю. Разом з тим я працював
над iсторичною монографiєю про Ганса Га-
на [12] i ця дiяльнiсть теж допомога менi в
опануваннi нової теми.

На початку 90-х рокiв до мене пiд’єдна-
лися В.Михайлюк i О.Собчук, якi пiзнiше
захистили кандидатськi дисертацiї [42, 43].
Надалi наша група розширилась i на даний
момент з цiєї тематики в Чернiвецькому унi-
верситетi захищено три докторських дисер-
тацiї [34, 44, 45], десять кандидатських ди-
сертацiй [42, 43, 46-53] та виконуються двi
докторських (В.Нестеренко i О.Карлова) i
три кандидатських дисертацiї (О.Мироник,
В.Косован, Д.Онипа).

Щоб висвiтлити всi досягнення з даної те-
матики, якi отриманi в Чернiвецькому унi-
верситетi за останнi 25 рокiв, потребувався
би грубезний том, тому ми обмежелися тут
розглядом лише тих, що пов’язанi з Гансом
Ганом.

6. Горизонтально квазiнеперервнi
вiдображення. Горизонтально квазiнепе-
рервнi вiдображення були введенi мною i
В.Нестеренком [54, 55] як розвиток умови
(А) з працi К.Беґеля [37] i вперше фiгуру-
вали в оглядi [56]. Вiдображення f : X ×
Y → Z називається горизонтально квазiне-
перервним у точцi p0 = (x0, y0), якщо для
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кожного околу W точки z0 = f(p0) у просто-
рi Z i для довiльних околiв U i V точок x0 i
y0 у просторах X i Y вiдповiдно iснує вiдкри-
та непорожня множина G в X i точка b ∈ Y ,
такi, що G ⊆ U , b ∈ V i f(G × {b}) ⊆ W ,
i просто горизонтально квазiнеперервним,
якщо воно є таким у кожнiй точцi з добутку
X×Y . Сукупнiсть усiх горизонтально квазi-
неперервних вiдображень f : X×Y → Z, якi
неперервнi вiдносно другої змiнної познача-
ється символом KhC(X × Y, Z), а елементи
з цього класу називаються KhC-функцiями.

У працях [54-56] були отриманi першi ре-
зультати про сукупну неперервнiсть KhC-
функцiй, якi були розвиненi у працi [57], де
була встановлена

Теорема 1. Нехай X i Y – топологi-
чнi простори, Z – метризовний простiр i
f ∈ KhC(X × Y, Z). Тодi:

а) якщо простiр Y задовольняє першу
аксiому злiченностi, то для кожного y ∈ Y
множина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
залишкова в X;

б) якщо простiр Y задовольняє дру-
гу аксiому злiченностi, то множина
CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}
залишкова в X.

7. Теорема Калбрi-Троаллiка та її
розвиток. У 1979 роцi французькi матема-
тики Ж.Калбрi i Ж.-П.Троаллiк [58] ввели
таке поняття: пiдмножина B топологiчного
простору Y називається множиною злiчен-
ного типу, якщо iснує така не бiльш, нiж
злiченна система V вiдкритих множин в Y ,
що для кожного y ∈ B система V(y) = {V ∈
V : y ∈ V } утворює базу околiв точки y у
просторi Y . Ними була доведена

Теорема 2. Нехай X i Y – тополо-
гiчнi простори, Z – метризовний простiр,
f : X × Y → Z – нарiзно неперервне
вiдображення i B – множина злiченного ти-
пу в Y . Тодi множина CB(f) = {x ∈ X :
{x} × B ⊆ C(f)} є залишковою в X.

Звiдси негайно випливає
Наслiдок. Нехай X, Y , Z i f – такi ж як

в теоремi 2. Тодi:
а) якщо простiр Y задовольняє першу

аксiому злiченностi, то для кожного y ∈ Y
множина Cy(f) залишкова в X;

б) якщо простiр Y задовольняє другу
аксiому злiченностi, то множина CY (f) є за-
лишковою в X.

Теорема 1 – це узагальнення цього наслiд-
ку, яке було отримано iншим методом, нiж
теорема Калбрi-Троаллiка. Постало приро-
дне питання про узагальнення самої теоре-
ми 2 на випадок KhC-функцiй.

У працi [36] теорема Калбрi-Троаллiка
узагальнюється не тiльки на KhC-функцiї,
але й на функцiї з ширшого класу N =
N (X × Y, Z), який складається з вiдобра-
жень f : X × Y → Z зi значеннями в метри-
чному просторi Z, що задовольняють умови:

(i) для довiльних вiдкритих непорожнiх
множин U i V вiдповiдно в X i Y та довiль-
ної множини A в X, для якої U ⊆ A, iснує
вiдкрита непорожня множина G в X, така,
що G ⊆ U i f(G× V ) ⊆ f((G ∩ A)× V );

(ii) для кожного ε > 0 множина
Qε(f) = {(x, y) ∈ X × Y : ωfy(x) < ε}
всюди щiльна в просторi X × Y ;

(iii) множина XC(f) = {x ∈ X : fx −
−неперервне} є залишковою в X.

Теорема 3. Нехай X i Y – тополо-
гiчнi простори, Z – метричний простiр,
B – множина злiченного типу в Y i
f ∈ N (X × Y, Z). Тодi множина CB(f)
є залишковою в X.

Метод доведення цiєї теореми використо-
вував категорнi мiркування i не спирався,
як у [58], на теорему Бера про напiвнепе-
рервнi функцiї. З теореми 3 випливає як те-
орема 2 i її наслiдок, так i теорема 1, бо
KhC(X × Y, Z) ⊆ N (X × Y, Z) для метри-
чного простору Z.

До речi, у цiй же працi було узагальнено
теорему про великi коливання, що йде вiд
Г.Гана. Тут метод Гана був перенесений на
KhC-функцiї, а потiм новим прямим мето-
дом була доведена

Теорема 4. Нехай X – берiвський про-
стiр, Y – метризовний компакт, Z – метри-
чний простiр, f ∈ N (X × Y, Z), ε > 0 i
Dε(f) = {p ∈ X × Y : ωf (p) ≥ ε}. Тодi
проекцiя prX(Dε(f)) є замкненою i нiде не
щiльною в X множиною.

Подiбну теорему для CU -функцiй, якi
неперервнi вiдносно першої змiнної i рiв-

14 Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 2–3.



номiрно неперервнi вiдносно другої, довели
Дж.Бреккенрiдж i Т.Нiшiура [30], а узагаль-
нення їх результату на CU -функцiї було да-
не в працi [33].

Iнше узагальнення теореми Калбрi-
Троаллiка запропонували А.Бузiад i Ж.-
П.Троаллiк [59], використавши поняття
квазiнеперервностi знизу для многозначних
вiдображень. Многозначне вiдображення
F : X → Y називається квазiнеперервним
знизу в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного
околу U точки x0 в X i довiльної вiдкритої
множини V в Y , такої, що V ∩ F (x0) 6= ∅,
iснує вiдкрита непорожня множина G в X,
така, що G ⊆ U i F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх
x ∈ G, i просто квазiнеперервним знизу,
якщо воно є таким у кожнiй точцi з просто-
ру X. У працi [59] було встановлено такий
результат.

Теорема 5. Для топологiчних просторiв
X i Y , метричного простору Z, вiдображен-
ня f : X × Y → Z, не бiльш, нiж злiченної
системи B непорожнiх пiдмножин Y , такої,
що для кожного V ∈ B многозначне вiдобра-
ження FV : X → Z, FV (x) = f({x} × V ),
квазiнеперервне знизу, iснує залишкова мно-
жина R в X, така, що для кожного x ∈ R
i довiльного y ∈ Y з того, що вiдображення
fx : Y → Z неперервне у точцi y i система
B(y) = {V ∈ B : V – окiл точки y в Y } –
це база околiв точки y в Y , випливає, що f
сукупно неперервне в точцi (x, y).

З появою цих узагальнень теореми
Калбрi-Троаллiка, що були опублiкованi у
2010 роцi i отриманi пiд впливом працi [57],
постало природне питання порiвняти їх мiж
собою. У працi [60] було з’ясовано, що цi ре-
зультати не порiвняннi, i разом з тим, розви-
ваючи метод з [36] i узагальнюючи поняття з
[60], була доведена загальна теорема, з якої
випливають результати праць [36] i [59].

По-перше, в [60] було зауважено, що мно-
гозначне вiдображення F : X → Y буде ква-
зiнеперервним знизу тодi i тiльки тодi, коли
для довiльної вiдкритої в X множини U i
довiльної множини A ⊆ X, такої, що U ⊆ A,
виконується включення F (U) ⊆ F (A). На
основi цього було введено поняття псевдо-
квазiнеперервного знизу вiдображення, як

такого, що для кожної непорожньої вiдкри-
тої в X множини U i множини A ⊆ X, такої,
що U ⊆ A, iснує непорожня вiдкрита в X
множина G, така, що G ⊆ U i F (G) ⊆ F (A).

З другого боку, в працях [61, 62] були вве-
денi певнi узагальнення клiковостi, спираю-
чись на якi в [60] було введено одне нове по-
няття. Многозначне вiдображення F : X →
Y називається покриттєво категорно клi-
ковим знизу, якщо для кожного вiдкритого
покриття V простору Y i довiльної множини
E другої категорiї в X iснують десь щiльна
в X множина A i множина V ∈ V , такi, що
A ⊆ E i F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх x ∈ A.

Щоб сформулювати загальну теорему з
[60], введемо такi позначення. Для системи
V множин у просторi Y i точки y ∈ Y
покладемо
V(y) = {V ∈ V : V − окiл точки y в Y }
i
B(V) = {y ∈ Y : V(y) −
база околiв точки y в Y }.

Теорема 6. Нехай X i Y – тополо-
гiчнi простори, Z – метризовний простiр,
V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злi-
ченна система множин в Y , f : X×Y → Z –
таке вiдображення, шо для кожної множини
V ∈ V , для якої V ∩B(V) 6= ∅, многозначне
вiдображення FV : X → Z, FV (x) = fx(V ),
псевдоквазiнеперервне знизу та покриттєво
категорно клiкове знизу. Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}
є залишковою в X.

Недавно В.Нестеренко [63] покращив те-
орему 6 i отримав характеризацiю власти-
востi Гана, яка означає для вiдображення
f : X×Y → Z, що множина CY (f) залишко-
ва в X. Цi результати, що знаходяться на
передньому краю науки про сукупну непе-
рервнiсть нарiзно неперервних вiдображень,
згодом безумовно стануть окрасою доктор-
ської дисертацiї В.Нестеренка.

8. Берiвська класифiкацiя: Рене
Бер. Свою класифiкацiю розривних фун-
кцiй Р.Бер запропонував у працi [64], а роз-
горнутий виклад дав у дисертацiї [26].

Нагадаємо, що вiдображення f : X →
Y нульового класу Бера – це неперервнi
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вiдображення , їхня сукупнiсть позначає-
ться B0(X, Y ). Кажуть, що f : X → Y –
це вiдображення першого класу Бера, якщо
iснує така послiдовнiсть неперервних вiд-
ображень fn : X → Y , яка поточково на
X збiгається до вiдображення f , їхня су-
купнiсть позначається B1(X,Y ). Подальшi
класи Bα(X, Y ), де α – скiнченне або злi-
ченне порядкове число, вводяться iндуктив-
но: f ∈ Bα(X,Y ), якщо iснують послiдовно-
стi порядкових чисел ξn < α i вiдображень
fn ∈ Bξn(X, Y ), такi, що fn(x) → f(x) в Y
для кожного x ∈ X.

Сукупнiсть усiх нарiзно неперервних вiд-
ображень f : X × Y → Z ми позначаємо
символом CC(X × Y, Z). Для вiдображення
f : X2 → Z вiдображення g : X → Y , що
визначається формулою g(x) = f(x, x), на-
зивається його дiагоналлю.

Ми позначаємо для скорочення запи-
су Bα(X) = Bα(X,R), CC(X × Y ) =
CC(X × Y,R), Bα[a, b] = Bα([a, b]) i
CC[a, b]2 = CC([a, b]2). У своїй дисертацiї
[26] Р.Бер встановив такий результат.

Теорема 7. g ∈ B1[a, b] ⇔
∃f ∈ CC[a, b]2 | g(x) = f(x, x) на
[a, b].

Таким чином, дiагоналями нарiзно непе-
рервних функцiй f : [a, b]2 → R будуть фун-
кцiї g : [a, b] → R першого класу Бера i тiль-
ки вони.

Цей результат вiн отримав не прямим, а
обхiдним шляхом з допомогою своєї хара-
ктеризацiї функцiй першого класу як точко-
во розривних на кожнiй досконалiй множи-
нi функцiй, яка виявилася iдентичною з вiд-
критою ним же такою ж характеризацiєю дi-
агоналей нарiзно неперервних функцiй двох
дiйсних змiнних. При цьому побудова для
даної точково розривної на кожнiй доскона-
лiй множинi функцiї g нарiзно неперервної
функцiї f з дiагоналлю g i послiдовностi не-
перервних функцiй gn, яка поточково збiга-
ється до g, розтягнулося на багато сторiнок
[26, с.31-63], займаючи чверть усiєї працi.

9. Берiвська i лебеґiвська класифi-
кацiї: Анрi Лебеґ. Про класифiкацiю Бе-
ра i результати його дисертацiї [26] сповiща-
лося в його попереднiх повiдомленнях [64,

66, 67], що вийшли у 1897-98 роках. I вже
в 1898 роцi А.Лебеґ у своїй першiй друкова-
нiй працi [68], окрiм нового доведення теоре-
ми Вейєрштрасса про рiвномiрне наближен-
ня неперервної функцiї многочленами, вста-
новлює такий результат.

Теорема 8. CC([a, b] × [c, d]) ⊆
B1([a, b] × [c, d]).

З цiєї теореми негайно випливає, що
дiагоналi нарiзно неперервних функцiй
f : [a, b]2 → R належать до B1[a, b].

В доведеннi теореми 8 А.Лебеґ застосовує
метод лiнiйної iнтерполяцiї. Його пiдхiд до-
пускає розвиток, який приводить до такого
результату [56, теорема 5.4.1, с.239], [69,70]:

Теорема 9. Для довiльного топологi-
чного простору Y i топологiчного вектор-
ного простору Z справедливе включення
CC(Rm × Y, Z) ⊆ B1(Rm × Y, Z).

При цьому для функцiї
f ∈ CC(Rm × Y, Z) дограничнi су-
купно неперервнi функцiї fn на смузi
∆n,k × Y (тут k = (k1, ..., km) ∈ Zm i
∆n,k = [k1

n
, k1+1

n
] × · · · × [km

n
, km+1

n
] – комiрка

стандартного розбиття простору Rm на
куби) записуються у явному виглядi

fn(x, y) =
∑

α∈{0,1}m

ϕk
n,α(x)f

(
k+α

n
, y

)
,

де ϕk
n,α(x) = nm

∏
i∈Iα,0

(ki+1
n
−ξi)×

∏
i∈Iα,1

(ξi− ki

n
),

x = (ξ1, ..., ξm), α = (α1, ..., αm) i Iα,j = {i :
αi = j} при j = 0, 1.

Iнтерполяцiйнi функцiї ϕk
n,α виникли в

результатi послiдовного лiнiйного iнтерпо-
лювання вiдносно кожної змiнної ξi i при
m = 1 приводять до таких функцiй, що їх
використовував ще А.Лебеґ у [68], правда,
там вiн розглядав довiльнi розбиття a =
x0 < x1 < ... < xn = b вiдрiзка [a, b].

У своїй фундаментальнiй працi "Про ана-
лiтично зображуванi функцiї"[28] А.Лебеґ
розвиває ранiше отриманi результати, вво-
дить класифiкацiю борелiвських множин i
вiдповiдну класифiкацiю функцiй, яка за-
раз називається лебеґiвською. Кажуть, що
вiдображення f : X → Y належить до α-
го класу Лебеґа, якщо прообраз f−1(B) ко-
жної вiдкритої в Y множини B є множиною
з адитивного класу α. Сукупнiсть усiх та-
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ких вiдображень ми позначаємо символом
Hα(X,Y ).

10. Результати Ганса Гана про
берiвську класифiкацiю нарiзно непе-
рервних функцiй. Г.Ган [24, §39, п.п.1,
2], узагальнюючи результати А.Лебеґа, на
довiльному метричному просторi X, вiд-
стань мiж точками x i y якого вiн позначає
просто xy, вводить для кожної послi-
довностi a1, ..., an рiзних точок з X функцiї
ψ(x) = min{xa1, ..., xan}, ψk(x) = max{2ψ(x),

0} i h(x; a1, ..., an; λ1, ..., λn) =

n∑
k=1

λkψk(x)

n∑
k=1

ψk(x)
при

x 6= ak i h(x; a1, ..., an; λ1, ..., λn) = λk при
x = ak, де k = 1, ..., n i λ1, ..., λn ∈ R.
При цьому вiн з’ясовує, що для будь-якої
неперервної функцiї g : X → R i довiльної
всюди щiльної в X послiдовностi рiзних
точок an на X має мiсце зображення
g(x) = lim

n→∞
h(x; a1, ..., an; g(a1), ..., g(an)).

Звiдси негайно випливає, що коли
f : X × Y → R – нарiзно неперервна фун-
кцiя, {an : n ∈ N} – всюди щiльна множина
у метричному просторi X, що складається
з рiзних точок an, Y – топологiчний простiр
i fn(x, y) = h(x; a1, ..., an; f(a1, y), ..., f(an, y))
на X × Y , то функцiї fn : X × Y → R
неперервнi i fn(x, y) → f(x, y) на X × Y .
Зокрема, CC(X × Y ) ⊆ B1(X × Y ) для
сепарабельного метризовного простору X i
топологiчного простору Y . Далi вiн отримує
загальнiший результат про те, що нарiзно
неперервна функцiя f : X1 × · · · ×Xn → R,
що визначена на добутку n метризовних
просторiв, n − 1 з яких сепарабельнi,
належить до (n− 1)-го класу Бера.

11. Узагальнення теорем Гана про
берiвську класифiкацiю нарiзно непе-
рервних функцiй. Розвиток результатiв
Р.Бера, А.Лебеґа i Г.Гана був здiйснений у
працях багатьох математикiв XX столiття
(К.Куратовський, Д.Монтґомерi, В.Моран,
Б.Джонсон, Ж.Сан-Ремо, В.Рудiн, Ґ.Вера,
Р.Генселл, В.Маслюченко, В.Михайлюк,
О.Собчук, О.Карлова, Т.Банах та iн.). Ми
не маємо можливостi тут висвiтлити весь
внесок чернiвецьких математикiв у цю

тематику, торкнемся лиш деяких аспектiв,
пов’язаних з Г.Ганом.

У працi [72] результати Гана були уза-
гальненi. Там для множини рiзних точок
a1, ..., an в метричному просторi X окрiм
функцiй ψ i ψk з п.10 були введенi ще фун-
кцiї ϕn,k(x) = ψk(x)

n∑
k=1

ψk(x)
при x 6= aj, ϕn,k(ak) =

1, ϕn,k(aj) = 0 при j 6= k, якi є неперерв-
ними i утворюють розбиття одиницi. Да-
лi для довiльного топологiчного векторного
простору Z були визначенi оператори Гана
Hn : C(X, Z) → C(X,Z), якi кожнiй непе-
рервнiй функцiї g : X → Z ставлять у
вiдповiднiсть неперервну функцiю

gn(x) = (Hng)(x) =
n∑

k=1

ϕn,k(x)g(ak).

В роботi [72] був доведений такий результат.
Теорема 10. Нехай X – сепарабельний

метричний простiр, Z – локально опуклий
простiр над полем K = R або C i A = {ak :
k ∈ N} – всюди щiльна в X злiченна мно-
жина, що складається з рiзних точок ak. За
кожним набором a1, ..., an побудуємо функцiї
ϕn,k i вiдповiдний оператор Гана Hn. Тодi

а). Якщо g ∈ C(X, Z) i gn = Hng , то
gn ∈ C(X, Z) i gn(x) → g(x) у Z для кожного
x ∈ X.

б). Якщо Y – топологiчний простiр,
f ∈ CC(X × Y, Z) i fn(x, y) = (Hnfy)(x) для
довiльних (x, y) ∈ X×Y , то fn ∈ C(X× Y, Z)
i fn(p) → f(p) у просторi Z для кожної то-
чки p ∈ X × Y . Зокрема, f ∈ B1(X × Y, Z) i
CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Цей результат можна перенести i
на нарiзно неперервнi вiдображення
f : X1 × · · · × Xn → Z.

12. Нова редакцiя теореми Рудiна.
У своїй працi [73] В.Рудiн, використавши те-
орему Майкла про розбиття одиницi, уза-
гальнив результати А.Лебеґа i Г.Гана, прав-
да, про останнього вiн у своїй роботi не зга-
дує. Виходячи з викладу Гана, результат Ру-
дiна можна подати в кращiй редакцiї, ввiв-
ши оператори Рудiна, що було зроблено в
[72].

Нехай X – метричний простiр. Для ко-
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жного номера n розглянемо покриття Bn

вiдкритими кулями B(x, 1
n
) = {u ∈ X :

ux < 1
n
}, де x ∈ X. Згiдно з теоремою

Стоуна про паракомпактнiсть метричного
простору у кожне покриття Bn можна впи-
сати вiдкрите локально скiнченне покрит-
тя Un. За теоремою Майкла для кожного n
iснує локально скiнченне розбиття одиницi
(ϕn,i)i∈In , яке пiдпорядковане покриттю Un i
складається з ненульових неперервних фун-
кцiй ϕn,i : X → [0, 1]. Виберемо в кожному з
носiїв suppϕn,i деяку точку xn,i.

Для довiльного топологiчного векторно-
го простору Z визначимо оператор Рудiна
Rn : C(X, Z) → C(X,Z), спiвставивши ко-
жнiй неперервнiй функцiї g : X → Z фун-
кцiю

gn(x) = (Rng)(x) =
∑
i∈In

ϕn,i(x)g(xn,i),

яка теж буде неперервною.
Теорема 11. Нехай X – метричний про-

стiр, Z – локально опуклий простiр i Rn –
оператори Рудiна. Тодi:

а). Якщо g ∈ C(X,Z) i gn = Rng , то
gn(x) → g(x) на X.

б). Якщо Y – топологiчний простiр,
f ∈ CC(X × Y, Z) i fn(x, y) = (Rnfy)(x),
то fn ∈ C(X×Y, Z) i fn(p) → f(p) на X×Y .
Зокрема, f ∈ B1(X×Y, Z) i CC(X×Y, Z) ⊆
B1(X × Y, Z).

Оператори Рудiна можна пристосувати
i до доведення загальнiшого включення
CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z), з якого
виводиться, що нарiзно неперервне вiдобра-
ження f : X1 × · · · × Xn+1 → Z, де
простори X1, ..., Xn – метризовнi, Xn+1 – до-
вiльний топологiчний простiр, а Z – локаль-
но опуклий простiр, належить до n-го класу
Бера.

У самого В.Рудiна насправдi було дове-
дено включення CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X ×
Y, Z). Рисочка над Bα у позначеннi CBα(X×
Y, Z) означає, що для функцiй f ∈ CBα(X×
Y, Z) множина XBα(f) = {x ∈ X : fx ∈
Bα(Y, Z)} всюди щiльна в X.

У зв’язку з цiєю теоремою Рудiна
у оглядi [69] була поставлена пробле-
ма: чи справджується включення CC(X ×

Y, Z) ⊆ B1(X×Y, Z), якщо X – метричний,
Y – топологiчний i Z – топологiчний вектор-
ний простори? Незважаючи на велике число
результатiв на цю тему, ця проблема зали-
шається досi не розв’язаною.

13. Розвиток теореми Рудiна та
берiвська класифiкацiя iнтегралiв, за-
лежних вiд параметра. Починаючи з
працi [74], з’явилося чимало робiт, де роз-
вивається теорема Рудiна, у зв’язку з цим
згадаймо лише працi [75-77]. Подамо тут для
прикладу один результат з працi [77].

Символом CBα(X×Y, Z), де α – скiнчен-
не або злiченне порядкове число, познача-
ється клас вiдображень f : X × Y → Z,
для яких fy ∈ C(X, Z) для кожного y ∈ Y
i fx ∈ Bα(Y, Z) для кожного x ∈ X. Якщо
належнiсть fx ∈ Bα(Y, Z) виконується ли-
ше для x ∈ XBα(f), де XBα(f) = X, то вiд-
повiдний клас функцiй позначається через
CBα(X × Y, Z).

Трiйка (X, Y, Z) називається α-трiйкою
Лебеґа, якщо CBα(X × Y, Z) ⊆ Bα+1(X ×
Y, Z) i α-трiйкою Рудiна, якщо CBα(X ×
Y, Z) ⊆ Bα+1(X × Y, Z).

Топологiчний простiр Z називається рiв-
номiрно зв’язним, якщо на ньому задано не-
перервне вiдображення λ : Z×Z×[0, 1] → Z,
для якого (i) λ(x, y, 0) = x; (ii) λ(x, y, 1) = y;
(iii)λ(x, x, t) = x для всiх x, y ∈ Z i t ∈ [0, 1].
Топологiчний векторний простiр буде рiвно-
мiрно зв’язним з функцiєю λ(x, y, t) = (1 −
t)x + ty.

У працi [77] доведено таке узагальнення
теореми Рудiна.

Теорема 12. Нехай X – метризовний
простiр, Y – топологiчний простiр, Z – рiв-
номiрно зв’язний простiр i 0 ≤ α < ω1. Тодi
(X,Y, Z) – це α-трiйка Рудiна.

У працi [78] дослiджується питання про
берiвську класифiкацiю iнтегралiв, зале-
жних вiд параметра.

Для нарiзно неперервної функцiї f :
[0, 1]2 → R розглянемо iнтеграл, залежний
вiд параметра, тобто функцiю

g(y) =

1∫

0

f(x, y)dx,
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визначену на вiдрiзку [0, 1]. З теореми Ле-
беґа про граничний перехiд пiд знаком iн-
теграла випливає, що g неперервна, якщо f
обмежена. В загальному випадку функцiя g
може виявитися розривною, але обов’язково
належить до першого класу Бера. Напри-
клад, для нарiзно неперервної функцiї f :

[0, 1]2 → R, для якої f(x, y) = 2xy2

(x4+y4)arctgy−2

при 0 ≤ x ≤ 1 i 0 < y ≤ 1 i f(x, 0) = 0
при 0 ≤ x ≤ 1, g(y) = 1 при 0 < y ≤ 1 i
g(0) = 0. В [34, 79] було поставлене питання:
якi функцiї першого класу Бера на [0, 1] мо-
жуть бути поданi у виглядi iнтеграла, зале-
жного вiд параметра з нарiзно неперервною
пiдiнтегральною функцiєю?

Виявляється, що не всi функцiї першо-
го класу Бера подаються у такому виглядi,
зокрема, такою буде вiдома функцiя Рiма-
на. Воно й не дивно, бо для нарiзно непе-
рервної функцiї f функцiя g = If буде σ-
неперервною, тобто для неї iснує така послi-

довнiсть замкнених множин Fn, що
∞⋃

n=1

Fn =

[0, 1] i всi звуження g|Fn неперервнi. Але у
σ-неперервної функцiї множина точок роз-
риву нiде не щiльна, в той час як у функцiї
Рiмана вона всюди щiльна. Множина всiх
σ-неперервних функцiй g : [0, 1] → R iден-
тична з множиною усiх поточкових границь
так званих стабiльно збiжних послiдовно-
стей неперервних функцiй gn : [0, 1] → R,
у яких для кожного y ∈ [0, 1] iснує такий
номер n, що gn+l(y) = gn(y) для кожного но-
мера l, або, як кажуть, з стабiльно першим
класом Бера, який є власною частиною пер-
шого класу Бера. В [78] встановлено такий
результат.

Теорема 13. Для функцiї g : [0, 1] → R
наступнi умови рiвносильнi:

(i) iснує така функцiя f ∈ CC[0, 1]2, що
g = If ;

(ii) функцiя g σ-неперервна;
(iii) функцiя g належить до стабiльного

першого класу Бера.
Там же отримано i загальнiшi результати,

що стосуються iнтегралiв

g(y) = (If)(y) =

∫

X

f(x, y)dµ(x).

14. Пошарово рiвномiрна апрокси-
мацiя нарiзно неперервних функцiй.
Розглянутi вище результати стосувалися по-
точкової апроксимацiї нарiзно неперервних
функцiй та їх аналогiв. В останнi роки на ка-
федрi математичного аналiзу ЧНУ активно
почала розроблятися тематика, в якiй дослi-
джується пошарово рiвномiрне наближення
нарiзно неперервних функцiй, новий роздiл
теорiї апроксимацiї.

Вихiдною тут була проблема, яку поста-
вили В.Михайлюк i О.Собчук [80, 81]: чи
для кожної функцiї f ∈ CB1[0, 1]2 iснує така
послiдовнiсть нарiзно неперервних функцiй
fn : [0, 1]2 → R, що fn(p) → f(p) для ко-
жного p ∈ [0, 1]2? Незважаючи на багаторi-
чнi зусилля математикiв Чернiвцiв, Львова
i навiть Парижа, ця проблема до цього часу
не розв’язана.

Позначимо символом CP [0, 1]2 множину
функцiй f : [0, 1]2 → R, для яких усi вер-
тикальнi x-розрiзи fx : [0, 1] → R полiно-
мiальнi i всi горизонтальнi y-розрiзи fy :
[0, 1] → R неперервнi. Аналогiчно до про-
блеми Михайлюка-Собчука я поставив таку
задачу: чи для кожної функцiї f ∈ CC[0, 1]2

iснує така послiдовнiсть функцiй з CP [0, 1]2,
що fx

n ⇒ fx на [0, 1] для кожного x ∈ [0, 1]?
Ця задача невдовзi була розв’язана у пра-
цi [82] з допомогою класичних многочленiв
Бернштейна

(Bng)(y) =
n∑

k=0

Ck
ng(

k

n
)yk(1− y)n−k.

Теорема 14. Нехай f ∈ CC[0, 1]2 i
fn(x, y) = (Bnfx)(y) на [0, 1]2. Тодi fn ∈
C[0, 1]2 ∩ CP [0, 1]2 i fx

n ⇒ fx на [0, 1] для
кожного x ∈ [0, 1].

Ця теорема пiдсилює теорему Лебеґа про
включення CC ⊆ B1 i з її допомогою мо-
жна дати елегантне коротке доведення те-
ореми Бера про те, що для кожної нарiзно
неперервної функцiї f : [0, 1]2 → R проекцiя
prX(D(f)) її множини точок розриву D(f)
на вiсь абсцис є множиною першої категорiї.
Подiбний пiдхiд, але з допомогою апрокси-
мацiї ламаними (як у А.Лебеґа), застосував
Т.Цудзi [83].
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У зв’язку з теоремою 14 у роботi [82] бу-
ло введено два означення. Компакт Y нази-
вається компактом Бера, якщо для кожно-
го топологiчного простору X виконується
включення C(X, Cp(Y )) ⊆ B1(X, Cu(Y )) i
компактом Бернштейна, якщо тотожний
оператор I : Cp(Y ) → Cu(Y ) належить до
першого класу Бера B1(Cp(Y ), Cu(Y )). Тут
Cp(Y ) – локально опуклий простiр неперерв-
них функцiй g : Y → R з топологiєю пото-
чкової збiжностi, а Cu(Y ) – банаховий про-
стiр неперервних функцiй g : Y → R з нор-
мою ||g||∞ = max

y∈Y
|g(y)|. Наступний резуль-

тат з [82] дає цiкаву характеризацiю метри-
зовних компактiв.

Теорема 15. Для топологiчного просто-
ру Y наступнi умови еквiвалентнi:

(i) Y – метризовний компакт;
(ii) Y – компакт Бернштейна;
(iii) Y – компакт Бера.
Тематика працi [82] була значно розвину-

та в серiї подальших праць [84-86], їй була
присвячена кандидатська дисертацiя [52].

У зв’язку з цим виникла природна то-
пологiзацiя простору нарiзно неперервних
функцiй f : X × Y → R на добутку двох
компактiв X i Y з допомогою сукупностi пе-
реднорм

||f ||x = ||fx||∞, x ∈ X, i ||f ||y = ||fy||∞, y ∈ Y.

Встановлено, що вiдповiдний локально
опуклий простiр S(X×Y ) буде завжди пов-
ним i бочковим, але не берiвським, якщо X
i Y не мають iзольованих точок, побудова-
но iзоморфне вкладення J : S(X × Y ) →
Cu(Y )X×Cu(X)Y простору S(X×Y ) у добу-
ток сiм’ї банахових просторiв, з допомогою
якого встановлено, що простiр S(X×Y ) при
X = Y = [0, 1] не є суперповним. З’ясова-
но, що простiр P = P [0, 1]2 усiх многочленiв
вiд двох змiнних всюди щiльний у просторi
S = S[0, 1]2, а простiр C(X×Y ) всюди щiль-
ний в S(X×Y ). Поставленi проблеми про се-
квенцiальне замикання P

s простору P в S i
секвенцiальне замикання простору C(X×Y )
в S(X×Y ).Багато результатiв щодо цих про-
блем отримано в працi [88], але так i не з’я-
совано донинi: чи для кожної нарiзно непе-

рервної функцiї f : [0, 1]2 → R iснує така
послiдовнiсть многочленiв fn : [0, 1]2 → R,
що fx

n ⇒ fx на [0, 1] для кожного x ∈ [0, 1] i
(fn)y ⇒ fy на [0, 1] для кожного y ∈ [0, 1]?
Цим питанням присвяченi працi [89-93] i
[71].

15. Квазiнеперервнi вiдображення
та iншi аналоги неперервностi. Квазi-
неперервнiсть нарiзно неперервних функцiй
вiд двох дiйсних змiнних вперше вiдкрив
В.Вольтерра. Про це свiдчить у своїй дисер-
тацiї Рене Бер [26,с.94], який вивiв цю вла-
стивiсть з того, що нарiзно неперервна фун-
кцiя має на кожнiй горизонталi y = const
всюди щiльну множину точок неперервно-
стi. Квазiнеперервнiсть нарiзно неперервних
функцiй f : Rn → R встановив Г.Ган, про
це йшла мова ранiше. Сам термiн квазiнепе-
рервнiсть увiв С.Кемпiстий [94], який вста-
новив квазiнеперервнiсть нарiзно квазiнепе-
рервних функцiй f : Rn → R та багато iн-
ших властивостей.

Математиками XX столiття було вве-
дено багато iнших ослаблень неперервно-
стi: майже неперервнiсть, ледь неперерв-
нiсть, майже ледь неперервнiсть, майже
квазiнеперервнiсть, тощо. Їх нараховується
зараз понад 100. Деякi з них розгляда-
ються в оглядах [95-97]. Рiзним типам
квазiнеперервностi присвячена дисертацiя
В.Нестеренка [46]. В працях [97-102] пода-
но розв’язання деяких проблем, поставле-
них З.Пьотровським [95]. Найзагальнiшi ре-
зультати, що стосуються проблеми Пьотров-
ського щодо зв’язкiв мiж нарiзною ледь не-
перервнiстю i майже ледь неперервнiстю,
якi розвивають результати праць [97-102],
поданi в статтi В.Маслюченка i Н.Ровенко,
що публiкується у цьому спареному номерi
"Буковинського математичного журналу".
Рiзним аналогам неперервностi буде присвя-
чена докторська дисертацiя В.Нестеренка,
який отримав багато цiкавих i важливих ре-
зультатiв на цю тему.

16. Перехiднiсть i декомпозицiя
неперервностi. Пiд декомпозицiєю непе-
рервностi розумiють теореми, якi гаранту-
ють неперервiнсть вiдображення при вико-
наннi кiлькох iнших умов. Можливо, пер-
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шою з таких теорем була теорема Банаха
про замкнений графiк, яка твердить, що лi-
нiйне вiдображення f : X → Y , що має за-
мкнений графiк i дiє з банахового простору
X у банаховий простiр Y , буде неперервним.
Таких теорем, зокрема, тих, в яких фiгурує
умова замкненостi графiка зараз досить ба-
гато (див., наприклад, [103] i вказану там
лiтературу).

В [104] було з’ясовано, що кожне непе-
рервне за Стеллiнґзом вiдображення f :
R → R iз замкненим графiком буде непе-
рервним. Для цього було введено слабше по-
няття перехiдностi функцiї f : R → R i з’я-
совано, що перехiдне i неперервне за Стел-
лiнґзом вiдображення f : R → R буде непе-
рервним. У працi [103] було введено понят-
тя перехiдного вiдображення f : X → Y , що
дiє мiж топологiчними просторами, i вста-
новлена загальна теорема про декомпози-
цiю неперервностi з участю перехiдностi i
слабкої властивостi Дарбу, яка охоплює всi
попереднi результати на цю тему. В працi
[105] було з’ясовано, що лiнiйне вiдображе-
ння f : X → Y , що дiє мiж топологiчними
векторними просторами, завжди має слабку
властивiсть Дарбу, а тому перехiднiсть у цiй
ситуацiї рiвносильна неперервностi. З цього
результату випливає, що скiнченновимiрне
лiнiйне вiдображення f : X → Y iз замкне-
ним графiком буде неперервним для довiль-
них топологiчних векторних просторiв X i
Y , що є розвитком вiдомої теореми про те,
що лiнiйний функцiонал f : X → K iз за-
мкненим ядром обов’язково неперервний.

Зауважимо, що в [103] було побудовано
приклад перехiдної i скрiзь розривної фун-
кцiї f : R→ R. Питання про опис точок роз-
риву перехiдних функцiй поки що вiдкрите.

17. Теорема Гана про напiвнепе-
рервнi функцiї та її розвиток. Нага-
даємо, що функцiя f : X → R, що задана
на топологiчному просторi X, називається
напiвнеперервною зверху чи знизу в точцi
x0, якщо для кожного ε > 0 iснує такий
окiл U точки x0 в X, що для всiх x ∈ U
виконується нерiвнiсть f(x) < f(x0) + ε чи
f(x) > f(x0) − ε вiдповiдно, i просто напiв-
неперервною зверху чи знизу, якщо вона є

такою у кожнiй точцi x ∈ X.
Ганс Ган у працi [106] довiв таку теоре-

му: для метричного простору X i довiльних
функцiй g : X → R i h : X → R, якi на-
пiвнеперервнi вiдповiдно зверху i знизу i за-
довольняють умову g(x) ≤ h(x) на X, iснує
неперервна функцiя f : X → R, така, що
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X. Ж.Д’єдонне [107]
перенiс цей результат на паракомпактнi про-
стори, а Т.Тонґ [108, 109] i М.Катетов [110,
111] встановили такий результат.

Теорема 16 (Гана-Д’єдонне-Тонґа-
Катетова). T1-простiр буде нормальним
тодi i тiльки тодi, коли для довiльних
функцiй g : X → R i h : X → R, таких,
що g(x) ≤ h(x) на X, g – напiвнеперервна
зверху i h – напiвнеперервна знизу, iснує
така неперервна функцiя f : X → R, що
g(x) ≤ f(x) ≤ h(x) на X.

Схема доведення цiєї теореми подана в
монографiї Р.Енгелькiнга [112, с.105]. Вi-
домi також її аналоги: теорема Даукера-
Катетова [110, 111, 113] i теорема Майкла
[114]. Детальну iнформацiю на цю тему мо-
жна отримати з праць [115, 116].

18. Рiвномiрна вiдстань до просто-
ру неперервних функцiй. Нехай X – до-
вiльний топологiчний простiр i f : X → R
– деяка функцiя i ∅ 6= E ⊆ RX . Число
||f || = sup

x∈X
|f(x)| ми будемо називати рiвно-

мiрною нормою функцiї f , а число d(f, E) =
inf
g∈E

||f − g|| – рiвномiрною вiдстанню вiд f

до функцiонального класу E. При цьому ми
трохи розширюємо звичну термiнологiю, бо
i ||f ||, i d(f, E) можуть набувати значення
+∞.

У працi Й.Бен’ямiнi та Й.Лiнденштраусса
[117, с.23] було доведено, що d(f, Cb(X)) =
1
2
||ωf ||, де X – паракомпактний простiр, f :

X → R – обмежена функцiя, ωf – колива-
ння функцiї f i Cb(X) – простiр неперерв-
них обмежених функцiй g : X → R. Дове-
дення базувалося на теоремi Гана-Д’єдонне-
Тонґа-Катетова, яку автори довели для па-
ракомпактного простору з допомогою тео-
реми Майкла про селекцiю. Мiж тим, як
ми бачили вище, ця теорема справджується
для нормальних просторiв i є для них хара-
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ктеристичною. Крiм того, в [118], незалежно
вiд [117], було знайдено рiвномiрну вiдстань
d(f, C(R)) до простору C(R) всiх неперерв-
них функцiй g : R → R для деяких фун-
кцiй f : R → R, зокрема, i для необмеже-
ної функцiї f(x) = [x]. Тому постало пита-
ння про розширення результату Бен’ямiнi-
Лiнденштраусса. Це було здiйснено в недав-
нiй працi [119], де з допомогою тiєї ж теоре-
ми Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова був отри-
маний такий результат.

Теорема 17. Нехай X – нормальний про-
стiр i f : X → R – довiльна функцiя. То-
дi d(f, C(X)) = 1

2
||ωf ||, причому iснує та-

ка неперервна функцiя g : X → R, що
d(f, C(X)) = ||f − g||.

Зауважимо, що Г.Ган [106] застосував
свою теорему про напiвнеперервнi функцiї
до доведення того, що для метричного про-
стору X функцiя f : X → R, у якої ωf (x) ≤
k, може бути подана у виглядi суми f = g+h
неперервної функцiї g i функцiї h, у якої
|h(x)| ≤ k

2
на X. Звiдси легко виводиться,

що d(f, C(X)) ≤ 1
2
||ωf ||. Оскiльки оберне-

ну нерiвнiсть пояснити нескладно, то факти-
чно вже у Г.Гана доведено, що d(f, C(X)) =
1
2
||ωf || для метризовного простору X.
Теорема Гана-Д’єдонне-Тонґа-Катетова

застосовувалася i в працi [87]. Можна
довести, що для зростаючих напiвнепе-
рервних вiдповiдно зверху i знизу функцiй
g, h : [a, b] → R, для яких g(x) ≤ h(x) на
[a, b] iснує зростаюча неперервна функцiя
f : [a, b] → R, для якої g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)
на [a, b]. З допомогою цього можна встано-
вити, що для кожної зростаючої функцiї
f : [a, b] → R iснує послiдовнiсть зростаючих
неперервних функцiй fn : [a, b] → R, така,
що fn(x) → f(x) на [a, b]. Цими питаннями
пiд моїм керiвництвом займається С.Петей,
студент III курсу.

19. Дiагоналi нарiзно неперервних
функцiй. Ми вже зазначали, що Р.Бер у
своїй дисертацiї [26] для дiйсних змiнних
з’ясував, що функцiї першого класу i тiль-
ки вони є дiагоналями нарiзно неперерв-
них функцiй двох змiнних. Ознайомившись
з результатами Бера, В.Вольтерра запропо-

нував пряму побудову нарiзно неперервної
функцiї f двох дiйсних змiнних з наперед
заданою дiагоналлю g першого класу. Як
сповiстив менi Ф.Мєдвєдєв, В.Вольтерра ви-
клав свої мiркування на цей рахунок у листi
до П.Аппеля вiд 31.XII.1897, вони тепер опу-
блiкованi у працi П.Дюґака [120, с.359-361].

А.Лебеґ [28] продовжив дослiдження
Р.Бера i В.Вольтерри, розглянувши загаль-
нiшу задачу: як побудувати нарiзно непе-
рервну функцiю f : Rn → R, дiагональ
g(x) = f(x, ..., x) якої збiгається з заданою
функцiєю (n − 1)-го класу Бера. Цю побу-
дову А.Лебеґ здiйснює iндуктивно: споча-
тку при n = 2, помiщаючи неперервнi фун-
кцiї gk, якi апроксимують дану функцiю g
з першого класу, на паралельних прямих
|x− y| = ηk, де (ηk)

∞
k=1 – спецiальним чином

пiдiбрана спадна послiдовнiсть додатних чи-
сел, що прямує до нуля, i застосовуючи далi
лiнiйне iнтерполювання, а потiм для довiль-
ного n, розбираючи при доведеннi iндуктив-
ного кроку лише перехiд вiд n = 2 до n = 3.
При цьому А.Лебеґ зауважує [71, с.203], що
у 1899 роцi Р.Бер сповiстив йому одну побу-
дову, що йшла вiд В.Вольтерри i проходила
у випадку n = 2, а не для довiльного n, як
про це помилково твердиться в [121, с.150].

Побудова Лебеґа використовує мову ев-
клiдової геометрiї (прямi, площини, кути),
яка на перший погляд видається для йо-
го конструкцiї дуже iстотною. Принаймнi
Г.Ган, маючи вже досить великий досвiд у
роботi з абстрактними просторами, у своїй
монографiї [24, с.328] розглядає це питання
лише для функцiї дiйсних змiнних, правда,
подає його у значно детальнiшому i повнi-
шому виглядi, реалiзувавши при цьому вка-
зiвки А.Лебеґа.

У той час, коли питання берiвської кла-
сифiкацiї нарiзно неперервних вiдображень
добуткiв топологiчних просторiв досить гли-
боко розроблялося потiм багатьма матема-
тиками XX столiття, задача про побудову
нарiзно неперервної функцiї з даною дiаго-
наллю впродовж тривалого часу залишала-
ся поза увагою i ми не знайшли в iнших
авторiв будь-яких спроб розв’язати її в аб-
страктному випадку хоча б для метризов-
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них просторiв.
Лише порiвняно недавно дослiдження цi-

єї задачi були вiдновленi у Чернiвцях з мо-
єї iнiцiативи. Спочатку було показано [122,
43, 56], що кожна функцiя g : X → R пер-
шого класу Бера на топологiчному просторi
X з нормальним квадратом X2, дiагональ
∆2 = {(x, x) : x ∈ X} якого має тип Gδ, є
дiагоналлю деякої нарiзно неперервної фун-
кцiї f : X2 → R. При цьому метод доведен-
ня, на вiдмiну вiд застосованих А.Лебеґом i
Г.Ганом мiркувань, не був прив’язаний без-
посередньо до геометрiї площини, а викори-
стовував лему Урисона i технiку функцiо-
нальної iнтерполяцiї, яка ранiше успiшно за-
стосовувалась для розвитку теореми Рудiна
в [74]. Пiзнiше у [80, 81, 43] цей результат
було узагальнено: за таких же умов на X
для кожної функцiї g : X → R скiнченного
класу n Бера iснує функцiя f : X2 → R з дi-
агоналлю g, яка неперервна вiдносно першої
змiнної i є берiвського класу n − 1 вiдносно
другої. Нарештi, в [123] була доведена

Теорема 18. При n ≥ 2 для кожної фун-
кцiї g : X → R, яка належить до берiвсько-
го класу n − 1 на топологiчному просторi
X з нормальним n-им степенем Xn i Gδ-
дiагоналлю ∆n = {(x, ..., x) : x ∈ X}, iснує
нарiзно неперервна функцiя f : Xn → R з
дiагоналлю g.

Тут же було дано iншу побудову для n =
2, яка використовує замiсть функцiональ-
ної iнтерполяцiї спецiальнi розбиття одини-
цi. Таким чином, первiсна iдея Лебеґа дiста-
ла свою природну топологiчну форму, звiль-
нившись вiд чужої їй евклiдової одежi. Пi-
знiше В.Михайлюк [124, 125] розвинув цю
технiку, розглянувши побудову нарiзно не-
перервних функцiй з даним звуженням.

20. Дiагоналi функцiй рiзних кла-
сiв. Недавно О.Карлова, В.Михайлюк i
О.Собчук [126-128] отримали ряд чудових
результатiв щодо опису дiагоналей нарiзно
точково лiпшицевих, нарiзно абсолютно не-
перервних та функцiй iнших класiв. Наведу
для прикладу результат з [128].

Нехай X – топологiчний простiр i Z –
метричний простiр. Вiдображення g : X →
Z називається вiдображенням абсолютного

першого класу Бера, якщо iснує така послi-
довнiсть неперервних функцiй gn : X → Z,

що gn(x) → g(x) i
∞∑

n=1

|gn+1(x) − gn(x)|Z <

+∞ на X.
Теорема 19. Нехай X – промiжок в R, Z

– нормований простiр i g : X → Z – вiдобра-
ження. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) iснує нарiзно абсолютно неперервне
вiдображення f : X2 → Z з дiагоналлю g;

(ii) вiдображення g належить до абсолю-
тного першого класу Бера.

21. Прикiнцевi зауваги. Як ми поба-
чили у цiй порiвняно короткiй статтi, вплив
Ганса Гана на розвиток дослiджень з теорiї
функцiй i функцiонального аналiзу у Чернi-
вецькому унiверситетi досить значний. При
цьому чернiвецьким математикам вдалося
створити новi потужнi методи, якi дозволи-
ли розвинути результати Ганса Гана та iн-
ших математикiв, а часом отримати i цiл-
ком новi результати i поставити оригiнальнi
проблеми. Щоб написати повний огляд ро-
бiт з цiєї таматики, що були опублiкованi
на кафедрi математичного аналiзу ЧНУ, по-
требувалося би значно бiльшого об’єму, мо-
жливо, колись такий огляд буде написаний.
Але i цей неповний аналiз показує, що тра-
дицiї Ганса Гана, традицiї сумлiнної матема-
тичної працi у Чернiвецькому унiверситетi
живуть i розвиваються.
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