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Ïîáóäîâàíî áàçèñ iíòåðïîëÿöi¨ â àíòèïðèçìi ç ïîäàëüøèì äîñëiäæåííÿì ñòàöiîíàðíîãî

ôiçè÷íîãî ïîëÿ.

The base of interpolation in antiprism with further exploration of stationary physical �eld is
constructed.

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Iíòåðåñ äî ïðî-
ñòîðîâèõ ôiãóð ëþäèíà âèÿâëÿ¹ ïðîòÿãîì
âñüîãî ñâîãî æèòòÿ. Â äèòèíñòâi âåëèêà óâà-
ãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ êóáèêàì, ùî âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ÿê iãðàøêè, â çðiëîìó âiöi � ðiçíî-
ìàíiòòþ ìíîãîãðàííèõ ôîðì, ùî çíàõîäÿòü
øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ÿê â íàóöi, òàê i â
ïðèðîäi. Ñåðåä íèõ îñîáëèâå ìiñöå ïîñiäà-
þòü àíòèïðèçìè, ùî óòâîðþþòü âàæëèâèé
êëàñ íàïiâïðàâèëüíèõ ìíîãîãðàííèêiâ. Âi-
äîìî, ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ âîíè ¹ íàéåôå-
êòèâíiøèìè ñåðåä ïðîñòîðîâèõ òië. Ïiäòâåð-
äæåííÿì öüîìó ìîæå ñëóæèòè, íàïðèêëàä,
çàäà÷à Òîìñîíà. Òîìó ¨õ âèâ÷åííÿ ¹ àêòó-
àëüíèì.

Àíàëiç ïîïåðåäíiõ ïóáëiêàöié, ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷i. Â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði
R3 iñíó¹ 13 íàïiâïðàâèëüíèõ ìíîãîãðàííè-
êiâ i äâi íåñêií÷åííi ñåði¨ � ïðèçìè i àíòè-
ïðèçìè, âiäêðèòòÿ ÿêèõ íàëåæèòü Àðõiìå-
äó i âíàñëiäîê ÷îãî âîíè íîñÿòü íàçâó àðõi-
ìåäîâèõ òië. Ïðàöÿ Àðõiìåäà, íà æàëü, íå
çáåðåãëàñü äî íàøèõ äíiâ. Âèíîþ öüîìó, ÿê
ââàæà¹òüñÿ, áóëà ïîæåæà Àëåêñàíäðiéñüêî¨
áiáëiîòåêè. Ïðîòå iñíóâàííÿ ðóêîïèñó Àðõi-
ìåäà ïiäòâåðäæó¹òüñÿ ïîñèëàííÿì íà íüîãî
â ðîáîòàõ iíøèõ â÷åíèõ, çîêðåìà, ìàòåìà-
òèêà Ïàïïà, ùî æèâ â III ñò. í.å. Âåëèêà çà-
ñëóãà â ðîçâèòêó òåîði¨ ìíîãîãðàííèêiâ íà-
ëåæèòü Éîãàííó Êåïëåðó (1571-1630), ÿêèé
ïåðøèì îïóáëiêóâàâ ïîâíèé ñïèñîê 13 àðõi-
ìåäîâèõ òië i äàâ ¨ì òi íàçâè, ïiä ÿêèìè âîíè
âiäîìi i ïîíèíi. Öié òåîði¨ ïðèñâÿ÷åíî áàãà-
òî ðîáiò i iíøèõ â÷åíèõ, ñåðåä ÿêèõ òðåáà
çãàäàòè Ïëàòîíà, Åâêëiäà, Ëåîíàðäî äà Âií-

÷i, Åéëåðà, Ãàóññà, Êîøi, Ôåäîðîâà, Êîêñòå-
ðà, Áiëiíñüêi òà áàãàòî iíøèõ. Àëå, íà æàëü,
àíòèïðèçìè çàëèøèëèñÿ ïîçà óâàãîþ. Òàê,
íàïðèêëàä, â ðîáîòi [1], â ÿêié íàâåäåíî 75
ìîäåëåé ìíîãîãðàííèêiâ, àíòèïðèçìè, çà çi-
çíàííÿì àâòîðà, íå ðîçãëÿäàþòüñÿ. Â ðîáîòi
[2] "ñêðó÷åíi" ïðèçìè ââîäÿòüñÿ ÿê ïðèêëàä,
à â [3] äà¹òüñÿ òiëüêè ¨õí¹ âèçíà÷åííÿ òà çîá-
ðàæåííÿ.

Ìåòà ñòàòòi. Ðîçðîáèòè ìåòîä ïîáóäîâè
áàçèñó iíòåðïîëÿöi¨ â àíòèïðèçìi ç âóçëàìè
iíòåðïîëÿöi¨ â ¨¨ âåðøèíàõ ç ïîäàëüøèì äî-
ñëiäæåííÿì ñòàöiîíàðíîãî ïîëÿ.

Îñíîâíà ÷àñòèíà. ßê âiäîìî, àíòèïðè-
çìà � íàïiâïðàâèëüíèé ìíîãîãðàííèê, ó ÿêî-
ãî äâi ïàðàëåëüíi ãðàíi � ðiâíi ìiæ ñîáîþ
ïðàâèëüíi n -êóòíèêè, à ðåøòà 2n ãðàíåé
� ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè (ðèñ. 1) [3]. Ïîáó-
äó¹ìî áàçèñ â àíòèïðèçìi ç n -êóòíîþ îñíî-
âîþ. Íàñàìïåðåä âèçíà÷èìî êîîðäèíàòè ¨¨
âåðøèí (xk, yk, zk) , k = 1, 2n . Ââåäåìî äå-
êàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò ìiñòèâñÿ â öåíòði àíòèïðè-
çìè, à âiñü Oz ïðîõîäèëà ïåðïåíäèêóëÿðíî
äî ¨¨ îñíîâ. Íàïðÿì îñåé Ox òà Oy âèáèðà-
¹òüñÿ ç ìiðêóâàíü çðó÷íîñòi.

Àïëiêàòè âåðøèí íèæíüî¨ îñíîâè:

zk = −H

2
, k = 1, n,

äå H � âèñîòà àíòèïðèçìè.
Êîîðäèíàòè xk òà yk ìîæíà çíàéòè, âè-

êîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à
ñàìå äîáóâàííÿ êîðåíÿ n -ãî ñòåïåíÿ iç êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà.
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Ðèñ. 1. Çîáðàæåííÿ àíòèïðèçìè.

Äëÿ âåðõíüî¨ îñíîâè zk = H
2
, k =

n + 1, 2n à êîîðäèíàòè xk , yk îòðèìóþòüñÿ
ç ïîïåðåäíiõ ïîâîðîòîì ñèñòåìè êîîðäèíàò
íàâêîëî îñi Oz íà êóò ϕ =

π

n
.

Çíàéäåìî âèñîòó àíòèïðèçìè H â çàëå-
æíîñòi âiä ñòîðîíè îñíîâè a . Âèêîðèñòîâó-
þ÷è òåîðåìó Ïiôàãîðà, ìà¹ìî:

H =
√

l2 − (r − r)2,

äå l � äîâæèíà àïîôåìè áîêîâî¨ ãðàíi, r ,
R � ðàäióñè êië âïèñàíîãî â n -êóòíèê òà
îïèñàíîãî íàâêîëî íüîãî.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

l = a

√
3

2
, à R− r = a

1− cos ϕ

2 sin ϕ
,

çàïèøåìî:

H = a

√
2 + 2 cos ϕ− 4 cos2 ϕ

2 sin ϕ
. (1)

Çðîçóìiëî, ùî âèñîòà àíòèïðèçìè çàëå-
æèòü âiä òîãî, ÿêèé n-êóòíèê ëåæèòü â ¨¨
îñíîâi òà ÿêà äîâæèíà éîãî ñòîðîíè a . Ïðî-
òå iñíóþòü çàäà÷i, çîêðåìà çàäà÷à Òîìñîíà
[4], êîëè àíòèïðèçìà ðîçãëÿäà¹òüñÿ âïèñà-
íîþ â ñôåðó. Òîäi íàêëàäà¹òüñÿ äîäàòêîâà
óìîâà:

1

4
H2 + R2 = R2

ñô, (2)

äå Rñô � ðàäióñ ñôåðè.
Ïðè âïèñóâàííi â îäíó i òó æ ñôåðó ñòà-

ëîãî ðàäióñà Rñô àíòèïðèçì ç ðiçíèìè îñíî-
âàìè âèñîòà H → 0 ïðè n →∞ . Äiéñíî, îñ-
êiëüêè lim

n→∞
ϕ = lim

n→∞
π
n

= 0 òà âðàõîâóþ÷è,
ùî a = 2R sin ϕ , îòðèìà¹ìî:

lim
n→∞
(ϕ→0)

H = lim
n→∞
(ϕ→0)

a

√
2 + 2 cos ϕ− 4 cos2 ϕ

2 sin ϕ
= 0.

Êîëè H ñòà¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ âåëè÷è-
íîþ, ÿêîþ ìîæíà çíåõòóâàòè, çàìiñòü ïðî-
ñòîðîâîãî òiëà äîöiëüíî ðîçãëÿäàòè ïëîñêó
ôiãóðó ó ôîðìi ïðàâèëüíîãî n -êóòíèêà.

Ìàþ÷è âñi íåîáõiäíi âåëè÷èíè, ïåðåéäå-
ìî äî ïîáóäîâè áàçèñó â àíòèïðèçìi. Ìè
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ãåîìåòðè÷íèé òà
éìîâiðíiñíî-ãåîìåòðè÷íèé ïiäõîäè êîíñòðó-
þâàííÿ ôóíêöié ôîðìè, ùî çàðåêîìåíäóâà-
ëè ñåáå ÿê ïðîñòi òà åôåêòèâíi ñïîñîáè ïî-
áóäîâè áàçèñó â n -êóòíèêàõ òà n -êóòíèõ
ïðèçìàõ. Ñóòü ãåîìåòðè÷íîãî ïiäõîäó ïîëÿ-
ãà¹ ó âèáîði êîìïîçèöi¨ ç ïîâåðõîíü â ðàì-
êàõ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ãiïîòåçè òèïó Ëàãðàí-
æà. Çàçíà÷èìî, ùî çàâäÿêè öüîìó ïiäõîäó
âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè áàçèñ íà áóäü-ÿêîìó n -
êóòíèêó, çîêðåìà íà ãåêñàãîíi òà îêòàãîíi
[5, 6], â òîé ÷àñ ÿê òðàäèöiéíèì ñïîñîáîì
öå çðîáèòè íåìîæëèâî â ñèëó âèðîäæåíîñòi
ÑËÀÐ. Ïðè éìîâiðíiñíî-ãåîìåòðè÷íîìó ìî-
äåëþâàííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ãåîìå-
òðè÷íî¨ éìîâiðíîñòi, ÿê âiäíîøåííÿ âiäïî-
âiäíèõ ìið [7].

Ôóíêöiÿ ôîðìè Nk(x, y, z) äëÿ âóçëà k
(âåðøèíè àíòèïðèçìè) ìàòèìå âèãëÿä:

Nk(x, y, z) = Fk(x, y) · S(z), (3)

äå Fk(x, y) � ôóíêöiÿ ôîðìè äëÿ âóçëà k â
n -êóòíié îñíîâi àíòèïðèçìè, ÿê ó äâîâèìið-
íîìó åëåìåíòi,

S(z) =





1
H

(
H
2
− z

)
, (k = 1, n)

1
H

(
H
2

+ z
)
, (k = n + 1, 2n).

Ïðè öüîìó âàæëèâî çáåðiãàòè âàãîâèé áà-
ëàíñ ó àíòèïðèçìi:

2n∑

k=1

Nk(x, y, z) = 1.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ
Fk(x, y) ¹ ãàðìîíi÷íîþ çà äèôåðåíöiàëüíèì
êðèòåði¹ì Ëàïëàñà â äâîâèìiðíîìó ïðîñòî-
ði, òî ôóíêöiÿ Nk(x, y, z) ¹ ãàðìîíi÷íîþ â
ïðîñòîði òðèâèìiðíîìó.

Iñíóâàííÿ áàçèñó â àíòèïðèçìi äà¹ ìî-
æëèâiñòü ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíi ãðàíè÷íi çàäà-
÷i. Çîêðåìà, â ðàìêàõ òåìïåðàòóðíî¨ çàäà÷i
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ìîæíà çíàéòè òåìïåðàòóðíå ïîëå àíòèïðè-
çìè. Ïðè öüîìó ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíèé àíà-
ëîã çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà,
êîëè çàäàíi ïîñòiéíi çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè
Tk , (k = 1, 2n) â óñiõ ¨¨ âåðøèíàõ. Ðîçâ'ÿçîê
T (x, y, z) çíàõîäèìî, ÿê ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-
âàííÿ âiäîìèõ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü:

T (x, y, z) =
2n∑

k=1

Nk(x, y, z) · Tk. (4)

Ïðîiëþñòðó¹ìî äàíèé ìåòîä íà ïðèêëà-
äàõ.

Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî àíòèïðèçìó ç
òðèêóòíîþ îñíîâîþ. Ïðèéìåìî âèñîòó àí-
òèïðèçìè H = 2 , òîäi çãiäíî (1) a =

√
6

(ðèñ. 2). Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ¨¨ ìîæíà âïè-
ñàòè â ñôåðó ç ðàäióñîì Rñô =

√
3 .

Ðèñ. 2. Àíòèïðèçìà ç òðèêóòíîþ îñíîâîþ.

Ç âèêîðèñòàííÿì éìîâiðíiñíî-
ãåîìåòðè÷íîãî ïiäõîäó íà äâîâèìiðíèõ
ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ òðèêóòíî¨ ôîðìè [7]
òà ôîðìóëè (3), áàçèñíà ôóíêöiÿ äëÿ âóçëà
1 ìàòèìå âèãëÿä:

N1(x, y, z) =
mes D1

mes D
· 1

2
(1− z),

äå

mesD=1
2

∣∣∣∣∣∣

1 x1 y1

1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣
� ïëîùà îñíîâè 1-2-3,

mes D1 = 1
2

∣∣∣∣∣∣

1 x y
1 x2 y2

1 x3 y3

∣∣∣∣∣∣
� ïëîùà îáëàñòi,

ñïðèÿòëèâî¨ äëÿ âóçëà 1 â îñíîâi 1-2-3.

Äàíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ iíòåðïîëÿöié-
íó ãiïîòåçó òèïó Ëàãðàíæà òà ¹ ãàðìîíi÷íîþ
çà äèôåðåíöiàëüíèì êðèòåði¹ì Ëàïëàñà.

Ðåøòà ôóíêöié îòðèìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì
÷èíîì. Ïðè öüîìó â àíòèïðèçìi çáåðiãà¹òüñÿ
âàãîâèé áàëàíñ:

6∑

k=1

Nk(x, y, z) = 1.

Ïðè âiäîìèõ ïîñòiéíèõ çíà÷åííÿõ òåìïå-
ðàòóðè ó âóçëàõ àíòèïðèçìè T1−T6 çíà÷åí-
íÿ òåìïåðàòóðè â áóäü-ÿêié äîâiëüíî âèáðà-
íié òî÷öi A(x, y, z) çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ
(4):

T (x, y, z) =
6∑

k=1

Nk(x, y, z) · Tk.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî àíòèïðèçìó ç ÷î-
òèðèêóòíîþ îñíîâîþ (ðèñ. 3). Çíàéäåìî, ÿêi
ïîâèííi áóòè âèñîòà àíòèïðèçìè H òà ñòî-
ðîíà îñíîâè a , ùîá äàíó àíòèïðèçìó ìîæ-
íà áóëî âïèñàòè â òó ñàìó ñôåðó ç ðàäióñîì
Rñô =

√
3 . Â ðåçóëüòàòi íåñêëàäíèõ ïåðåòâî-

ðåíü ôîðìóë (1), (2) çàïèøåìî ñïiââiäíîøå-
ííÿ ìiæ a òà Rñô :

a =
4 sin ϕ√

6 + 2 cos ϕ− 4 cos2 ϕ
Rñô.

Ðèñ. 3. Àíòèïðèçìà ç ÷îòèðèêóòíîþ
îñíîâîþ.
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Ïðè Rñô =
√

3 , a = 2
√

3
7
(4−√2) . Òîäi

çãiäíî ç (1) H = 2
√

3
7
(2
√

2− 1) .
Çãiäíî ç ââåäåíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò

(ðèñ. 3), çàïèøåìî êîîðäèíàòè õàðàêòåðíèõ
âåðøèí àíòèïðèçìè:

1

(
−

√
3

7
(4−

√
2);−

√
3

7
(4−

√
2);

−
√

3

7
(2
√

2− 1)

)
,

5

(
0;−

√
6

7
(4−

√
2);−

√
3

7
(2
√

2− 1)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è áàçèñíi ôóíêöi¨ íà
ìóëüòèïëåêñi òà ôîðìóëó (3), ôóíêöiÿ
ôîðìè äëÿ âóçëà 1 ìàòèìå âèãëÿä:

N1(x, y, z) =

7

(√
3
7
(4−√2)− x

)

24(4−√2)
√

3
7
(2
√

2− 1)
×

×
(√

3

7
(4−

√
2)− y

)(√
3

7
(2
√

2− 1)− z

)
.

Çàçíà÷èìî, ùî äàíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹
iíòåðïîëÿöiéíó ãiïîòåçó òèïó Ëàãðàíæà òà ¹
ãàðìîíi÷íîþ çà äèôåðåíöiàëüíèì êðèòåði¹ì
Ëàïëàñà.

Ðåøòà ôóíêöié îòðèìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì
÷èíîì.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi â àíòèïðè-
çìi çáåðiãà¹òüñÿ âàãîâèé áàëàíñ.

Ïðè âiäîìèõ âóçëîâèõ òåìïåðàòóðàõ T1−
T8 çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè â áóäü-ÿêié äî-
âiëüíî âèáðàíié òî÷öi A(x, y, z) çíàéäåìî çà
ôîðìóëîþ (4):

T (A) =
8∑

k=1

Nk(x, y, z) · Tk.

Çàóâàæèìî, ùî ïðåäñòàâëåíèé ìåòîä ëåã-
êî ïîøèðþ¹òüñÿ i íà àíòèïðèçìè ç iíøèìè
îñíîâàìè.

Âèñíîâêè i ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ
äîñëiäæåíü. Â äàíié ðîáîòi âïåðøå ðîçðî-
áëåíî ìåòîä ïîáóäîâè áàçèñó â àíòèïðèçìi

ç n -êóòíîþ îñíîâîþ. Çàâäÿêè öüîìó âäà¹-
òüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè ðiçíi êðàéîâi çàäà÷i â äà-
íîìó òiëi. Çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä íå ïîòðå-
áó¹ íàíåñåííÿ ñiòêè â îáëàñòi àíòèïðèçìè òà
äîçâîëÿ¹ çíàéòè çíà÷åííÿ äîñëiäæóâàíî¨ íå-
ïåðåðâíî¨ âåëè÷èíè, çîêðåìà òåìïåðàòóðè, â
äîâiëüíî âèáðàíié òî÷öi.
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