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Äîâåäåíî íîâi òåîðåìè îáãðóíòóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ çà âñiìà øâèäêèìè çìiííèìè
iíòåãðàëüíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç ïàðàìåòðàìè äëÿ áàãàòî÷àñòîòíî¨ íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè ç ïåðå-
òâîðåíèì àðãóìåíòîì. Âñòàíîâëåíî ÿêiñíi îöiíêè âiäõèëåíü ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨ òà óñåðåäíåíî¨
çàäà÷.

We prove some new theorems concerning veri�cation of the averaging method with respect to
all fast variables for an integral boundary value problem with parameters for a multi-frequenting
nonlinear system with a transformed variable. Besides, qualitative estimates for the di�erence
between solutions of the given and the averaging systems are obtained.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi ïðè-
ïóùåííÿ. Ðîçãëÿíåìî áàãàòî÷àñòîòíó íå-
ëiíiéíó êîëèâíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü iç çàãàþâàííÿìè

dx

dτ
= a(τ, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ε), (1)

dϕ

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b(τ, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ε) (2)

òà iíòåãðàëüíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè
ν1∫

0

ξ(1)(τ, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ε) dτ = γ1 , . . . ,

νq∫

0

ξ(q)(τ, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ε) dτ = γq,

(3)

L∫

0

[A1 (τ) ϕ + A2 (τ) ϕθ+

+ η (τ, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ν, ε)] dτ = g.

(4)

Òóò x = (x1, . . . , xn) ∈ D ⊂ Rn , ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕm) ⊂ Rm , xλ(τ) = x(λτ) , ϕθ(τ) =
ϕ(θτ) , λ , θ � ñòàëi ç iíòåðâàëà (0, 1) , τ =
εt ∈ [0, L] , L = const > 0 , (0, ε0] 3 ε � ìà-
ëèé ïàðàìåòð; µ = (µ1, . . . , µs) ∈ B1 ⊂ Rs i
ν = (ν1, . . . , νq) ∈ B2 ⊂ Rq � íåâiäîìi ïà-
ðàìåòðè; D , B1 , B2 � îáìåæåíi îáëàñòi.
Ñóìàðíèé ðîçìið âåêòîð-ôóíêöié ξ(j), j =
1, q , äîðiâíþ¹ n + s + q . a, b, ξ(1), ..., ξ(q), η

íàëåæàòü ïåâíèì êëàñàì ãëàäêèõ i 2π �
ïåðiîäè÷íèõ ïî ϕ, ϕ∆ ôóíêöié íà ìíîæè-
íàõ G1 = [0, L] × D × D × B1 × (0, ε0] i
G2 = [0, L] × D × D × B1 × B2 × (0, ε0] ;
γ1, ..., γq, g � ñòàëi âåêòîðè âiäïîâiäíèõ ðîç-
ìiðiâ. Ââàæàòèìåìî òàêîæ, ùî A1(τ) , A2(τ)
� íåïåðåðâíi íà [0, L] m × m ìàòðèöi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

det A 6= 0, (5)

äå A =
L∫
0

(A1(τ) + A2(τ)) dτ.

Äëÿ ñèñòåìè (1), (2) õàðàêòåðíi ðåçîíàí-
ñíi ÿâèùà, ÿêi çíà÷íî óñêëàäíþþòü ¨¨ äî-
ñëiäæåííÿ [1,2]. Íà âiäìiíó âiä ðåçîíàíñíèõ
ñèñòåì áåç çàïiçíåííÿ [1], äëÿ (1), (2) óìî-
âà ðåçîíàíñó â òî÷öi τ ∈ [0, L] âðàõîâó¹
çàïiçíåííÿ â øâèäêèõ çìiííèõ [3] i íàáóâà¹
âèãëÿäó [4]

γkl(τ) = (k, ω(τ)) + (l, ω(θτ)) θ = 0,

äå (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â Rn , ‖k‖ +
‖l‖ 6= 0 , ‖k‖ = |k1|+ |k2|+ . . . + |km| , k , l �
âåêòîðè ç öiëî÷èñåëüíèìè êîîðäèíàòàìè.

Iíòåãðàëüíi êðàéîâi çàäà÷i áåç ïàðàìåòðiâ
äëÿ (1), (2) ðîçãëÿäàëèñÿ â [4, 5]. Â [6] äîñëi-
äæóâàëàñü iíòåãðàëüíà êðàéîâà çàäà÷à ç ïà-
ðàìåòðàìè äëÿ iìïóëüñíî¨ áàãàòî÷àñòîòíî¨
íåëiíiéíî¨ êîëèâíî¨ ñèñòåìè.

Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i (1) � (4), òîáòî
äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ âåêòîðiâ µ, ν i
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ðîçâ'ÿçêó x, ϕ ñèñòåìè (1), (2), ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (3), (4), âèêîðè-
ñòà¹ìî ìåòîä óñåðåäíåííÿ çà âñiìà øâèäêè-
ìè çìiííèìè.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
óìîâè.

1) Iñíó¹ òàêå öiëå p ≥ 2m , ùî ωj(τ) ∈
Cp−1([0, L]) , j = 1,m , i äëÿ τ ∈ [0, L]

det(V T (τ)V (τ)) ≥ c = const > 0,

äå V (τ) � ìàòðèöÿ ïîðÿäêó p × 2m

ç åëåìåíòàìè Vij(τ) =
di−1

dτ i−1
ωj(τ) ,

Vi m+j(τ) =
di−1

dτ i−1
(θωj(θτ)) , j = 1,m ,

i = 1, p . Ó âèïàäêó p = 2m óìîâà ïîëÿ-
ãà¹ ó âiäìiííîñòi âiä íóëÿ íà [0, L] âè-
çíà÷íèêà Âðîíñüêîãî ïîðÿäêó 2m äëÿ
ñèñòåìè ôóíêöié

{
ω(τ), θ ω(θτ)

}
.

2) Âåêòîð-ôóíêöi¨ F (τ, x, z, u, v, µ, ε) ={
a(τ, x, z, u, v, µ, ε), b(τ, x, z, u, v, µ, ε),

ξ(1)(τ,x,z,u,v,µ,ε), . . . , ξ(q)(τ,x,z,u,v,µ,ε)
}

òà η(τ, x, z, u, v, µ, ν, ε) 2π -ïåðiîäè÷íi
çà êîæíîþ çìiííîþ uν , vν ,
ν = 1,m , i F ∈ C2

τ,x,z,µ,ε(G1, σ1) ,
η∈C1

τ,x,z,µ,ε,ν(G2, σ1) .

3) Äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ Fkl(τ,x,z,µ,ε) i
ηkl(τ,x,z,µ,ν,ε) ôóíêöié
F(τ,x,z,u,v,µ,ε)
òà η(τ,x,z,u,v,µ,ν,ε) âiäïîâiäíî âèêî-
íóþòüñÿ íåðiâíîñòi

∑

‖k‖+‖l‖6=0

(‖k‖+ ‖l‖) sup
G1

‖Fkl‖+

+
∑

‖k‖+‖l‖6=0

(‖k‖+ ‖l‖)−1

[
sup
G1

∥∥∥∥
∂Fkl

∂τ

∥∥∥∥ +

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂Fkl

∂x

∥∥∥∥ + sup
G1

∥∥∥∥
∂Fkl

∂z

∥∥∥∥ +

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂τ∂µ

∥∥∥∥ + sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂τ∂x

∥∥∥∥ +

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂τ∂z

∥∥∥∥ +
n∑

i=1

(
sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂x∂zi

∥∥∥∥ +

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂z∂xi

∥∥∥∥ + sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂x∂xi

∥∥∥∥ +

+ sup
G1

∥∥∥∥
∂2Fkl

∂z∂zi

∥∥∥∥
)]

≤ σ1,

∑

‖k‖+‖l‖6=0

[
(‖k‖+ ‖l‖) sup

G2

‖ηkl‖+

+ (‖k‖+ ‖l‖)−1

(
sup
G2

∥∥∥∥
∂ηkl

∂τ

∥∥∥∥ +

+ sup
G2

∥∥∥∥
∂ηkl

∂x

∥∥∥∥ + sup
G2

∥∥∥∥
∂ηkl

∂z

∥∥∥∥ +

+ sup
G2

∥∥∥∥
∂ηkl

∂µ

∥∥∥∥
)]

≤ σ1.

2. Óñåðåäíåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i. Ðîç-
ãëÿíåìî âiäïîâiäíó (1) � (4) óñåðåäíåíó çà
øâèäêèìè çìiííèìè çàäà÷ó

dx̄

dτ
= ā(τ, x̄, x̄λ, µ), (6)

dϕ̄

dτ
=

ω(τ)

ε
+ b̄(τ, x̄, x̄λ, µ), (7)

ν1∫

0

ξ̄(1)(τ, x̄, x̄λ, µ) dτ = γ1 , . . . ,

νq∫

0

ξ̄(q)(τ, x̄, x̄λ, µ) dτ = γq,

(8)

L∫

0

[A1 (τ) ϕ̄ + A2 (τ) ϕ̄θ+

+η̄ (τ, x̄, x̄λ, µ, ν)]dτ = g,

(9)

äå
F̄ (τ, x̄, x̄λ, µ) = F0(τ, x̄, x̄λ, µ, 0) =

=(2π)−2m

2π∫

0

. . .

2π∫

0

F(τ, x̄, x̄λ,u,v,µ, 0)du1 . . .dvm,

η̄(τ, x̄, x̄λ, µ, ν) = η0(τ, x̄, x̄λ, µ, ν, 0) =

=(2π)−2m

2π∫

0

. . .

2π∫

0

F(τ, x̄, x̄λ,u,v,µ,ν, 0)du1 . . .dvm.

Çàäà÷à (6) � (9) çíà÷íî ïðîñòiøà íiæ (1) �
(4), îñêiëüêè íå ìiñòèòü ó âåêòîð-ôóíêöiÿõ
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ā , b̄ , ξ̄(1) , . . . , ξ̄(q) , η̄ øâèäêèõ çìiííèõ.
Êðiì òîãî, (6), (8) òà (7), (9) � äâi îêðåìi
çàäà÷i. Ïåðøà � äëÿ çíàõîäæåííÿ x̄ , äðóãà
� ϕ̄ .

Âèêîíàííÿ óìîâ 1) � 3) äà¹ çìîãó äëÿ
îñöèëÿöiéíîãî iíòåãðàëà

Ikl(τ, s̄,ε)=

τ∫

0

fkl(s,ε) exp
{ i

ε

s∫

s̄

γkl(z)dz
}

ds

îäåðæàòè îöiíêó [1,4]

‖Ikl(τ, s̄, ε)‖ ≤ σ0ε
β
(
sup
G3

‖fkl(τ, ε)‖+

+ (‖k‖+ ‖l‖)−1 sup
G3

∥∥∥dfkl

dτ
(τ, ε)

∥∥∥
) (10)

äëÿ âñiõ τ ∈ [0, L] , s̄ ∈ [0, L] i ε ∈ (0, ε1] , äå
ε1 ≤ ε0 , G3 = [0, L]× (0, ε1] , β = 1

2p
.

Íà ïiäñòàâi îöiíêè (10) â [4] îäåðæàíî
îöiíêó ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ ïî-
÷àòêîâî¨ çàäà÷i áåç ïàðàìåòðiâ. ßê i â [4]
ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ïðè çðîáëåíèõ ïðèïó-
ùåííÿõ ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü ïðè äîñèòü
ìàëîìó ε0

‖U(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)‖+
∥∥∥∥
∂U(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)

∂ x◦

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∂U(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)

∂ ϕ◦

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∂U(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)

∂ µ◦

∥∥∥∥≤σ2ε
β,

(11)

äå U(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε) = (x(τ, x◦,ϕ◦,µ◦,ε) −
x̄(τ,x◦,µ◦)) +(ϕ(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)−ϕ̄(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)) ,
à

(
x(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε) , ϕ(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)

)
i(

x̄(τ,x◦,µ◦), ϕ(τ,x◦,ϕ◦,µ◦,ε)
)

� ðîçâ'ÿçêè âiäïî-
âiäíî ñèñòåì (1), (2) i (6), (7), ÿêi ïðè τ = 0
íàáóâàþòü çíà÷åíü (x◦, ϕ◦) , σ2=const>0 .

Äîñëiäèìî äàëi âiäõèëåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ âè-
õiäíî¨ òà óñåðåäíåíî¨ êðàéîâèõ çàäà÷.

Ëåìà 1. Íåõàé:
à) âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ (5);
á) äëÿ äåÿêèõ ρ1 > 0, ρ2 > 0, ρ3 > 0 iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê x◦, µ◦, ν◦ ñèñòåìè ðiâíÿíü
(6), â ÿêié x̄ = x̄(τ, x◦, µ◦) ;

â) êðèâà x̄ = x̄ (τ, x◦, µ◦) äëÿ âñiõ τ ∈
[0, L] ëåæèòü â D ⊂ Rn , D 6= ∅ , ðà-
çîì çi ñâî¨ì ρ1 � îêîëîì, Bρ2 (µ◦) ⊂ B1 ,

Bρ3 (ν◦) ⊂ B2 , Bρ2 (µ◦) òà Bρ3 (ν◦) � âiä-
êðèòi êóëi â Rs òà Rq ðàäióñiâ ρ2 òà ρ3

ç öåíòðàìè â òî÷êàõ µ◦ i ν◦ âiäïîâiäíî.
Òîäi çàäà÷à (6) � (9) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

{x̄ (τ, x◦, µ◦) , ϕ̄ (τ, x◦, ϕ◦, µ◦) , µ◦, ν◦} .
Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,

x̄(τ, x◦, µ◦) = x◦+

+

τ∫

0

ā (t, x̄(t,x◦,µ◦), x̄(λt,x◦,µ◦),µ◦) dt,
(12)

ϕ̄(τ, x◦, ϕ◦, µ◦, ε) = ϕ◦ +

τ∫

0

(ω(t)

ε
+

+b̄ (t, x̄(t, x◦, µ◦), x̄(λt, x◦, µ◦), µ◦)
)
dt,

(13)

à ϕ◦ îá÷èñëþ¹ìî iç êðàéîâî¨ óìîâè (9)

ϕ◦=
( L∫

0

(A1(τ) + A2(τ)) dτ
)−1[

g−

−
L∫

0

(
A1(τ)ϕ̄(τ, x◦, 0, µ◦, ε)+

+A2(τ)ϕ̄(θτ, x◦, 0, µ◦, ε)+

+η̄
(
τ, x̄(τ,x◦,µ◦), x̄(λτ,x◦,µ◦),µ◦,ν◦

))
dτ

]
.

Iç iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (12), (13) äëÿ
ðîçâ'ÿçêó óñåðåäíåíî¨ çàäà÷i (6) � (9) òà
ëåìè Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà îäåðæó¹ìî ïðà-
âèëüíiñòü íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùå-
ííÿ 2). Òîäi ïðè äîñèòü ìàëîìó ε0 > 0
äëÿ âñiõ τ ∈ [0, L] , x◦ ∈ D , ϕ◦ ∈ Rm i
ε ∈ (0, ε0] ñïðàâåäëèâi îöiíêè

∥∥∥∥
∂x̄

∂x◦

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
∂x̄λ

∂x◦

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
∂x̄

∂µ◦

∥∥∥∥ +

∥∥∥∥
∂x̄λ

∂µ◦

∥∥∥∥ +

+

∥∥∥∥
∂2x̄

∂x◦∂τ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∂2x̄λ

∂x◦∂τ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∂2x̄

∂µ◦∂τ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∂2x̄λ

∂µ◦∂τ

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∂ϕ̄

∂x◦

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∂ϕ̄θ

∂x◦

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∂ϕ̄

∂µ◦

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∂ϕ̄θ

∂µ◦

∥∥∥∥+

+

∥∥∥∥
∂2ϕ̄

∂x◦∂τ

∥∥∥∥+
∥∥∥∥

∂2ϕ̄θ

∂x◦∂τ

∥∥∥∥+
∥∥∥∥

∂2ϕ̄

∂µ◦∂τ

∥∥∥∥+
∥∥∥∥

∂2ϕ̄θ

∂x◦∂τ

∥∥∥∥≤σ3,

∥∥∥∥
∂ϕ̄

∂ϕ◦

∥∥∥∥=

∥∥∥∥
∂ϕ̄θ

∂ϕ◦

∥∥∥∥=1,

∥∥∥∥
∂2ϕ̄

∂ϕ◦∂τ

∥∥∥∥=

∥∥∥∥
∂2ϕ̄θ

∂ϕ◦∂τ

∥∥∥∥=0
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çi ñòàëîþ σ3 = (1 + λ)σ1 + 2 exp{Lσ1(1 +
λ−1)}(1 + σ1(5 + λ + L(1 + θ + σ1 + θσ1))) .

3. Îöiíêà ïîõèáêè ìåòîäó óñåðåäíå-
ííÿ.

Ïîçíà÷èìî

P j
1 ≡

( νj∫

0

[∂ξ̄(j) (K◦)
∂x̄

· ∂x̄ (M◦
τ )

∂x◦
+

+
∂ξ̄(j) (K◦)

∂x̄λ

· ∂x̄ (M◦
λτ )

∂x◦

]
dτ ;

νj∫

0

[∂ξ̄(j) (K◦)
∂x̄

· ∂x̄ (M◦
τ )

∂µ◦
+

+
∂ξ̄(j) (K◦)

∂x̄λ

· ∂x̄ (M◦
λτ )

∂µ◦
+

∂ξ̄(j) (K◦)
∂µ◦

]
dτ

)
,

P j
2≡

(
ξ̄(j)

(
ν◦j , x̄(ν◦j , x

◦, µ◦), x̄(λν◦j , x
◦, µ◦), µ◦

))
,

Q ≡




P 1
1 P 1

2 0 . . . 0
P 2

1 0 P 2
2 . . . 0

... ... ... . . . ...
P q

1 0 0 . . . P q
2


 ,

ξ̃(j)≡ξ(j)(νj,x(νj,ε),x(λνj,ε),ϕ(νj,ε),ϕ(θνj,ε), µ,ε)−
−ξ̄(j)(νj,x(νj,ε),x(λνj,ε),µ,ε) .

Òóò j=1, q , M◦
τ≡(τ,x◦,µ◦) , M◦

λτ≡(λτ,x◦,µ◦) ,
K◦≡(τ, x̄(M◦

τ ), x̄(M
◦
λτ),µ

◦) .
Òåîðåìà 1. Íåõàé:
à) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1) � 3) òà óìîâè

ëåì 1 i 2;
á) det Q 6= 0 ;
â) sup

u, v∈Rm

ε∈(0,ε0]

∥∥Q−1Λ
∥∥=c◦<1 ,

äå Λ ≡
(
ξ̃

(1)
◦ ξ̃

(2)
◦ . . . ξ̃

(q)
◦

)T

, ξ̃
(j)
◦ ≡ ξ̃(j)

(
ν◦j ,

x(ν◦j , ε), x(λν◦j , ε), u, v, µ, ε
)
, j = 1, q .

Òîäi ìîæíà âèáðàòè òàêi ñòàëi ε̃◦ >
0 , c̃ > 0 , ùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε◦] ,
ε◦ < ε̃◦ çàäà÷à (1) � (4) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-
çîê {x(τ, ε), ϕ(τ, ε), µ(ε), ν(ε)} , ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖x(τ,ε)−x̄(τ,x◦,µ◦)‖+
+‖ϕ(τ,ε)− ϕ̄(τ,x◦,ε◦,µ◦,ε)‖+

+ ‖µ(ε)− µ◦‖+ ‖ν(ε)− ν◦‖ ≤ c̃εβ
(14)

äëÿ âñiõ (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε◦] .
Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (4)

øóêà¹ìî ó âèãëÿäi
{
x(τ, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h, ε),

ϕ(τ, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h, ε),
µ◦ + h, ν◦ + d

}
,

äå y ∈ Rn, ψ ∈ Rm, h ∈ B1, d ∈ B2 . Äëÿ çíà-
õîäæåííÿ y, ψ, h, d ñêîðèñòà¹ìîñü êðàéîâè-
ìè óìîâàìè.

Ç j -ãî ðiâíÿííÿ, j = 1, q , êðàéîâî¨ óìîâè
(3), îäåðæèìî ðiâíiñòü

P j
1 ·

(
y
h

)
+ P j

2 dj = P j,

â ÿêié

P j≡−
[ νj∫

0

(
ξ(j)(τ,x,xλ,ϕ,ϕθ,µ,ε)−ξ̄(j)(τ,x,xλ,µ)

)
dτ+

+

νj∫

0

(
ξ̄(j)(τ,x,xλ,µ)−ξ̄(j)(τ,x̄,x̄λ,µ)

)
dτ+

+

νj∫

0

X
(j)
1 (τ, y, h) dτ+

+y

ν◦j +dj∫

ν◦j

(
∂ξ̄(j)(K◦)

∂x
· ∂x̄(M◦

τ )

∂x◦
+

+
∂ξ̄(j)(K◦)

∂xλ

· ∂x̄(M◦
λτ )

∂x◦

)
dτ+

+h

ν◦j +dj∫

ν◦j

(
∂ξ̄(j)(K◦)

∂x
· ∂x̄(M◦

τ )

∂µ◦
+

+
∂ξ̄(j)(K◦)

∂xλ

· ∂x̄(M◦
λτ )

∂µ◦
+

∂ξ̄(j)(K◦)
∂µ◦

)
dτ+

+

ν◦j +dj∫

ν◦j

ξ̄(j)(K◦) dτ−

−dj ξ̄
(j)(ν◦j , x̄(ν◦j,x

◦,µ◦),x̄(λν◦j ,x
◦,µ◦),µ◦)

]
, (15)
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X
(j)
1 (τ, y, h) ≡

≡ξ̄(j)
(
τ,x̄(τ,x◦+y,µ◦+h),x̄(λτ,x◦+y,µ◦+h),µ◦+h

)−
−ξ̄(j) (K◦)−

(∂ξ̄(j) (K◦)
∂x

· ∂x̄ (M◦
τ )

∂x◦
+

+
∂ξ̄(j) (K◦)

∂xλ

· ∂x̄ (M◦
λτ )

∂x◦

)
y−

−
(
∂ξ̄(j)(K◦)

∂x

∂x̄(M◦
τ)

∂µ◦
+

∂ξ̄(j)(K◦)
∂xλ

∂x̄(M◦
λτ)

∂µ◦
+

+
∂ξ̄(j) (K◦)

∂µ◦

)
h− ∂ξ̄(j) (K◦)

∂x
X2(τ, y, h)−

−∂ξ̄(j) (K◦)
∂xλ

X2(λτ, y, h),

X2(τ, y, h) ≡ x̄(τ, x◦ + y, µ◦ + h)−
−x̄ (M◦

τ )− ∂x̄ (M◦
τ )

∂x◦
y − ∂x̄ (M◦

τ )

∂µ◦
h.

Ïîçíà÷èìî

z ≡ (
y h d

)T
, P ≡ col

(
P 1, P 2, . . . , P q

)
.

Òîäi äëÿ çíàõîäæåííÿ z îäåðæèìî âiäî-
áðàæåííÿ

z = Q−1P = M(z, ψ, ε). (16)

Äîñëiäèìî âiäîáðàæåííÿ M(z, ψ, ε)
íà ñòèñê. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó îöiíèìî
‖M(z, ψ, ε)‖ . Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè (10),
(11) òà ëåìó 2, îäåðæèìî îöiíêó

∥∥P j
∥∥ ≤ σj

6ε
β + σj

5‖z‖+ σj
7 ‖z‖2 , (17)

â ÿêié σj
5 = Lσ4 , σ4 = σ1(3 + 4σ3(1 + 2σ1)) ,

σj
6 = 2σ0σ1 +2Lσ1σ2 +Lσ1 + c1 , σj

7 = 4σ3σ1 +
σ1. Ñêîðèñòà¹ìîñü îçíà÷åííÿì âiäîáðàæåí-
íÿ M(z, ψ, ε) (16) òà îöiíêîþ (17). Ìà¹ìî

‖M(z, ψ, ε)‖ ≤ σ6ε
β + σ5‖z‖+ σ7 ‖z‖2 , (18)

äå σ5=Lqσ5 , σ6=
∥∥Q−1

∥∥ qσj
6 , σ7=‖Q−1‖ qσj

7.

Ç (18) âèïëèâà¹, ùî M âiäîáðàæà¹ ìíî-
æèíó

K1 =
{
z|z ∈ Rn+s × (0, L)q , ‖z‖ ≤ 2σ6ε

β
}

â ñåáå ïðè ε ∈ (0, ε◦], ε◦ < ε
(1)
◦ ≤

min
{

(4σ6σ5)
−p , (σ6)

−p, (8σ2
6σ7)

−2p
}

.

Âèâ÷èìî äàëi ïîâåäiíêó ïîõiäíî¨ âiäîáðà-
æåííÿ ∂M(z, ψ, ε)/∂z . Çîáðàçèìî ¨¨ ó âèãëÿ-
äi

∂M(z,ψ,ε)

∂z
=Q−1∂P

∂z
=Q−1




∂P 1

∂z...
∂P q

∂z




, (19)

ïðè÷îìó ∂P j/∂z îá÷èñëþþòüñÿ ç ðiâíîñòi
(15).

Äëÿ ïîõiäíî¨ ∂P j

∂z
ç ðiâíîñòi (15) îäåð-

æèìî îöiíêó
∥∥∥∥
∂P j

∂z

∥∥∥∥ ≤ σj
8ε

β + σj
9 · ‖z‖+

+
∥∥∥ξ̃(j)(τ, x|τ=ν0

j
, xλ|τ=ν0

j
, ϕ, ϕθ, µ, ε)

∥∥∥
(20)

çi ñòàëèìè σj
8 = 4Lσ1σ3(1 + σ2(1 + σ1)) +

2σ0σ1σ3(1+σ1)(4+2λ+L+σ1+Lσ1)+σ0σ1(σ1+
σ3)(1 + λ) + σ0σ

2
1σ3(1 + θ) + 2Lσ1σ2 + Lσ1 +

σ0σ1(1 + σ1) + σ1(1 + 2σ2) + 8Lσ2σ1 , σj
9 =

4σ2
1 + 2σ1 + 2σ1σ3 + Lσ1(1 + 2σ1) + 2σ1σ3(1 +

σ1)(2σ3(1 + σ1) + 1) + σ4 .
Iç çîáðàæåííÿ (19), âèêîðèñòîâóþ÷è íå-

ðiâíiñòü (20), ìà¹ìî
∥∥∥∥
∂M(z, ψ, ε)

∂z

∥∥∥∥ ≤ σ8ε
β + σ9 · ‖z‖+ c0,

äå σ8 =
∥∥Q−1

∥∥ qσj
8, σ9 =

∥∥Q−1
∥∥ qσj

9.

Îñêiëüêè ‖z‖ ≤ 2σ6ε
β , òî

∥∥∥∥
∂M(z,ψ,ε)

∂z

∥∥∥∥≤σ8ε
β+2σ9σ6ε

β+c0≤σ10ε
β +c0<1

ïðè z ∈ K1, ε ∈ (0; ε0], ψ ∈ Rm , äå
σ10 = σ8 + 2σ6σ9, ε0 = min

{
ε
(1)
0 ; ε

(2)
0

}
,

ε
(2)
0 <

(
1− c0

σ10

)p

.
Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ`ÿçîê z =

z(ψ, ε) ∈ K1 ðiâíÿííÿ (16), ÿêèé ìîæíà âèç-
íà÷èòè ÿê ãðàíèöþ ïðè i →∞ ïîñëiäîâíèõ
íàáëèæåíü

zi+1(ψ,ε)=M(zi+1(ψ,ε),ψ,ε), z0 = 0, i ≥ 0. (21)
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Îöiíèìî äàëi íîðìó ïîõiäíî¨
∥∥∥∥
∂zi+1(ψ,ε)

∂ψ

∥∥∥∥
âåëè÷èíîþ
∥∥∥∥
∂zi+1(ψ,ε)

∂ψ

∥∥∥∥≤
∥∥∥∥
∂M (zi(ψ,ε),ψ,ε)

∂z

∥∥∥∥·
∥∥∥∥
∂zi(ψ,ε)

∂ψ

∥∥∥∥+

+
∥∥Q−1

∥∥
q∑

j=1

∥∥∥∥
νj∫

0

(
∂ξ(j)

∂ϕ

∂ϕ

∂ψ
+

∂ξ(j)

∂ϕθ

∂ϕθ

∂ψ

)
dτ

∥∥∥∥ .

Îñêiëüêè
∥∥∥∥

νj∫

0

∂ξ(j)

∂ϕ
· ∂ϕ

∂ψ
dτ

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥
νj∫

0

∂ξ(j)

∂ϕ
·
(

∂(ϕ− ϕ̄)

∂ψ
+

∂ϕ̄

∂ψ

)
dτ

∥∥∥∥ ≤

≤ Lσ1σ2ε
β + 2σ1σ0ε

β,

òî ç íåðiâíîñòi
∥∥∥∥
∂zi+1(ψ,ε)

∂ψ

∥∥∥∥≤
(
σ10ε

β +c0

) ∥∥∥∥
∂zi(ψ,ε)

∂ψ

∥∥∥∥+σ11ε
β

îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü îöiíêè
∥∥∥∥
∂zi(ψ,ε)

∂ψ

∥∥∥∥≤2σ11ε
β, (ϕ,ε)∈Rm×(0,ε0], i≥0

(22)
çi ñòàëîþ σ11 =

∥∥Q−1
∥∥ · (4σ1qσ0 + Lσ1σ2) .

Íåðiâíiñòü (22) âåäå äî âèêîíàííÿ óìîâè
Ëiïøèöÿ äëÿ ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ z(ψ, ε)

∥∥z(ψ(1),ε
)−z

(
ψ(2),ε

)∥∥≤2σ11ε
β
∥∥ψ(1)−ψ(2)

∥∥ ,
(23)

äå ψ(1) ∈ Rm, ψ(2) ∈ Rm .
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ψ ñêîðèñòà¹ìîñü êðà-

éîâèìè óìîâàìè (4), (9). Ìà¹ìî

ψ = −



L∫

0

(A1(τ) + A2(τ)) dτ



−1

×

×
( L∫

0

(A1(t)∆ϕ + A2(t)∆ϕθ) dt+

+

L∫

0

(
(A1(τ) + A2(τ))

τ∫

0

(
b− b̄

)
dt

)
dτ+

+

L∫

0

(η − η̄◦) dt

)
≡ N

(
z(ψ, ε), ψ, ε

)
. (24)

Òóò ∆ϕ = ϕ(t,x◦,ϕ◦,µ◦) − ϕ̄(t, x◦,ϕ◦,µ◦) ,
∆ϕθ = ϕ(θt,x◦,ϕ◦,µ◦) − ϕ̄(θt,x◦,ϕ◦,µ◦) ,
b = b(t, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ε) , b̄◦ = b̄(t, x̄◦, x̄◦λ, µ

◦) ,
η = η(t, x, xλ, ϕ, ϕθ, µ, ν, ε) , η̄◦ =
η̄(t, x̄◦, x̄◦λ, µ

◦, ν◦) , ϕ = ϕ(t, x◦ + y, ϕ◦ +
ψ, µ◦ + h) , ϕθ = ϕ(θt, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h) ,
x = x(t, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h) ,
xλ = x(λt, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h) ,
µ = µ◦ + h , ν = ν◦ + d , x̄◦ = x̄(t, x◦, ϕ◦, µ◦) ,
x̄◦λ = x̄(λt, x◦, ϕ◦, µ◦) .

Âðàõîâóþ÷è, ùî ‖z‖ ≤ 2σ6ε
β , äëÿ

‖N (z(ψ, ε), ψ, ε)‖ îäåðæèìî îöiíêó

‖N(z(ψ, ε), ψ, ε)‖ ≤ σ12ε
β (25)

äëÿ âñiõ ψ ∈ Rm, ε ∈ (0, ε0] , äå ε0 � äîñèòü

ìàëå, σ12 =

∥∥∥∥∥
(

L∫
0

(A1(τ) + A2(τ)) dτ

)−1
∥∥∥∥∥ ·

(σ1 + 2Lσ2σ1 + 4L2σ2
1(1 + 2σ3(1 + σ1))σ6 +

σ0σ1(1 + 2σ1) + σ1(1 + 2σ2 + 4σ6)).
Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî ε ∈

(0, ε0] N âiäîáðàæà¹ ìíîæèíó K2 ={
ψ|ψ ∈ Rm, ‖ψ‖ ≤ c9ε

β
}

â ñåáå.
Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ñòèñêó âiäîáðàæåííÿ

N îöiíèìî ðiçíèöþ
∥∥N(z(ψ(1),ε),ψ(1),ε)−N(z(ψ(2),ε),ψ(2),ε)

∥∥ ≤

≤
∥∥∥
( L∫

0

(A1(τ) + A2(τ)) dτ
)−1∥∥∥×

×
(∥∥∥

L∫

0

(A1(τ) + A2(τ))

τ∫

0

(
b(1) − b(2)

)
dt dτ

∥∥∥+

+
∥∥∥

L∫

0

(
η(1) − η(2)

)
dt

∥∥∥
)
, (26)

äå b(i) = b(t, x(i), x
(i)
λ , ϕ(i), ϕ

(i)
θ , µ(i), ε) , η(i) =

η(t, x(i), x
(i)
λ , ϕ(i), ϕ

(i)
θ , µ(i), ν(i), ε) ,

x(i) = x(τ, x◦+y(i), ϕ◦+ψ(i), µ◦+h(i), ε), ϕ(i) =
ϕ(τ, x◦ + y(i), ϕ◦ + ψ(i), µ◦ + h(i), ε), y(i) =
y(ψ(i), ε), h(i) = h(ψ(i), ε), µ(i) = µ◦ + h(i),

24 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2009. Âèïóñê 454. Ìàòåìàòèêà.



ν(i)=ν◦ + d(ψ(i), ε), i={1, 2}, ψ(1)∈Rm, ψ(2) ∈
Rm.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (23), âñòàíî-
âèìî äîïîìiæíi îöiíêè

∥∥x(1) − x(2)
∥∥ ≤

≤
(
2 sup

∥∥∥∥
∂ (x−x̄)

∂x0

∥∥∥∥+sup

∥∥∥∥
∂x̄

∂x0

∥∥∥∥
)∥∥y(1)−y(2)

∥∥+

+2 sup

∥∥∥∥
∂ (x− x̄)

∂ψ

∥∥∥∥ ·
∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥+

+

(
2 sup

∥∥∥∥
∂ (x−x̄)

∂µ0

∥∥∥∥+sup

∥∥∥∥
∂x̄

∂µ0

∥∥∥∥
)∥∥h(1)−h(2)

∥∥≤

≤ σ
(1)
13 εβ ·

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥ , (27)

∥∥ϕ(1) − ϕ(2)
∥∥ ≤

≤
(
2 sup

∥∥∥∥
∂ (ϕ−ϕ̄)

∂x0

∥∥∥∥+sup

∥∥∥∥
∂ϕ̄

∂x0

∥∥∥∥
)∥∥y(1)−y(2)

∥∥+

+

(
2 sup

∥∥∥∥
∂ (ϕ−ϕ̄)

∂ψ

∥∥∥∥+sup

∥∥∥∥
∂ϕ̄

∂ψ

∥∥∥∥
)∥∥ψ(1)−ψ(2)

∥∥+

+

(
2 sup

∥∥∥∥
∂ (ϕ−ϕ̄)

∂µ0

∥∥∥∥+sup

∥∥∥∥
∂ϕ̄

∂µ0

∥∥∥∥
)∥∥h(1)−h(2)

∥∥≤

≤ σ
(2)
13 ·

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥ , (28)

â ÿêèõ σ
(1)
13 = 2σ6 (4σ2 + (1 + σ1)σ3) + 2σ2 ,

σ
(2)
13 = 2σ2 + 2σ6(4σ2 + (1 + σ1)Lσ3) + 1 .
Ñêîðèñòàâøèñü îöiíêàìè (27), (28), (10),

íåðiâíiñòü (26) íàáóäå âèãëÿäó
∥∥N(z(ψ(1),ε),ψ(1),ε)−N(z(ψ(2),ε),ψ(2),ε)

∥∥≤
≤ σ14ε

β
∥∥ψ(1) − ψ(2)

∥∥

çi ñòàëîþ σ14 = σ1(1+σ1)(σ1σ0(σ
(2)
13 (2+5σ1)+

2σ1σ
(1)
13 + 4σ1σ11) + 2Lσ1(σ

(1)
13 + σ11)) .

Îñòàííÿ îöiíêà äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè íåðiâ-
íiñòü

∥∥N(z(ψ(1),ε),ψ(1),ε)−N(z(ψ(2),ε),ψ(2),ε)
∥∥≤

≤ 1

2

∥∥ψ(1) − ψ(2)
∥∥ (29)

ïðè ε0 ≤ (2σ14)
−p .

Iç íåðiâíîñòåé (25), (29) çãiäíî ïðèíöèïó
ñòèñëèõ âiäîáðàæåíü âèïëèâà¹ iñíóâà-
ííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó ψ = ψ◦(ε) ∈ K2

ðiâíÿííÿ (24), òîáòî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

ðîçâ'ÿçêó
{
x(τ, ε), ϕ(τ, ε), µ(ε), ν(ε)

}
={

x
(
τ, x◦ + y(ψ◦(ε), ε), ϕ◦ + ψ◦(ε), µ◦ +

h(ψ◦(ε), ε), ε
)
, ϕ

(
τ, x◦ + y(ψ◦(ε), ε), ϕ◦ +

ψ◦(ε), µ◦+h(ψ◦(ε), ε), ε
)
, µ◦+h(ψ◦(ε), ε), ν◦+

d(ψ◦(ε), ε)
}

êðàéîâî¨ çàäà÷i (1) � (4), äëÿ
ÿêîãî

‖z (ψ◦(ε), ε)‖ ≤ 2σ6ε
β, ‖ψ◦(ε)‖ ≤ σ12ε

β (30)

ïðè ε ∈ (0, ε0].
Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(14). Ñêîðèñòà¹ìîñü iíòåãðàëüíèìè çîáðà-
æåííÿìè ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ çàäà÷ òà
îäåðæàíèìè íåðiâíîñòÿìè (30). Áóäåìî ìà-
òè

‖x(τ, ε)− x̄(τ, x◦, µ◦)‖ ≤
≤ ‖x(τ, ε)− x̄(τ, x◦ + y, µ◦ + h)‖+

+ ‖x̄(τ, x◦ + y, µ◦ + h)− x̄(τ, x◦, µ◦)‖ ≤
≤(σ2 + 2σ6(1 + Lσ1(1 + 2c6(1 + σ1))) εβ,

‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, x◦, ε◦, µ◦, ε)‖ ≤
≤ (σ2 + σ3 + 2Lσ1σ6(1 + 2σ3(1 + σ1))) εβ,

‖µ(ε)− µ◦‖ = ‖h‖ ≤ 2σ6ε
β ,

‖ν(ε)− ν◦‖ = ‖d‖ ≤ 2σ6ε
β.

Î÷åâèäíî, ùî iç íàâåäåíèõ âèùå îöiíîê
âèïëèâà¹ ñïðàâåäëèâiñòü (14) çi ñòàëîþ c̃ =
2σ2 + 6σ6 + σ3 + 4Lσ1σ6(1 + 2σ3(1 + σ1)).

Íàðåøòi, îáìåæåííÿ 2c̃ ≤ min{ρ1, ρ2, L}
çàáåçïå÷ó¹ íàëåæíiñòü êðèâî¨ x = x(τ, ε) i
òî÷îê µ(ε) òà ν(ε) âiäïîâiäíî ìíîæèíàì
D,B1, B2 äëÿ âñiõ (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε0] .

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ. Óìîâà 2) íà-

êëàäà¹ çàíàäòî æîðñòêi âèìî-
ãè íà ôóíêöi¨ a(τ, x, z, u, v, µ, ε) ,
b(τ, x, z, u, v, µ, ε) , ξ(1)(τ, x, z, u, v, µ, ε) ,
. . . , ξ(q)(τ, x, z, u, v, µ, ε) . Äëÿ âèêîíàííÿ
òåîðåìè 1 äîñèòü âèìàãàòè iñíóâàííÿ òà
íåïåðåðâíîñòi ëèøå ïåðøèõ ïîõiäíèõ âiä
öèõ ôóíêöié, òîáòî âèêîíàííÿ óìîâè 4):

4) Âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2), êðiì ïðè-
ïóùåííÿ F ∈ C2

τ,x,z,µ,ε(G1,σ1) . Ôóíêöiÿ

F ∈ C1
τ,x,z,µ,ε(G1,σ1) , à ∂ξ(j)(τ,x,z,u,v,µ,ε)

∂x
,

∂ξ(j)(τ,x,z,u,v,µ,ε)

∂z
, ∂ξ(j)(τ,x,z,u,v,µ,ε)

∂µ
, j =
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1, q , îäíîñòàéíî ïî ε ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi
ïî τ, x, z, u, v, µ íà ìíîæèíi G1 i çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ ïî ε çi ñòàëîþ B .

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ âñi óìî-
âè òåîðåìè 1, êðiì ïðèïóùåííÿ 2), i ïðè-
ïóùåííÿ 4).

Òîäi ìîæíà âèáðàòè òàêi ñòàëi ε̃∗ >
0 , c̃∗ > 0 , ùî äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, ε◦] ,
ε◦ < ε̃∗ çàäà÷à (1) � (4) ìà¹ ¹äèíèíé ðîçâ'ÿ-
çîê {x(τ, ε), ϕ(τ, ε), µ(ε), ν(ε)} , ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖x(τ, ε)− x̄(τ, x◦, µ◦)‖+
+ ‖ϕ(τ, ε)− ϕ̄(τ, x◦, ε◦, µ◦, ε)‖+

+ ‖µ(ε)− µ◦‖+ ‖ν(ε)− ν◦‖ ≤ c̃∗εβ
(31)

äëÿ âñiõ (τ, ε) ∈ [0, L]× (0, ε◦] .
Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêî-

ðèñòà¹ìîñü ìåòîäèêîþ, ÿêà áóëà âèêîðèñòà-
íà â òåîðåìi 1.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1) � (4) øóêà¹ìî ó âèã-
ëÿäi

{
x(τ, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h, ε),

ϕ(τ, x◦ + y, ϕ◦ + ψ, µ◦ + h, ε), µ◦ + h, ν◦ + d
}
,

äå y ∈ Rn, ψ ∈ Rm, h ∈ B1, d ∈ B2 .

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ ∂ξ(j)(τ, x, z, u, v, µ, ε)

∂x
,

∂ξ(j)(τ, x, z, u, v, µ, ε)

∂z
, ∂ξ(j)(τ, x, z, u, v, µ, ε)

∂µ
,

j = 1, q , îäíîñòàéíî ïî ε ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíi ïî τ, x, z, u, v, µ íà ìíîæèíi
G1 , òî iç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

âèïëèâà¹, ùî i ôóíêöi¨ ∂ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

∂x
,

∂ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

∂z
, ∂ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

∂µ
, j = 1, q ,

òàêîæ îäíîñòàéíî ïî ε ðiâíîìiðíî
íåïåðåðâíi ïî τ, x, z, µ íà ìíîæè-
íi G1 , òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà
δ1 > 0 iñíó¹ òàêå ÷èñëî δ∗2(δ1) , ùî
äëÿ âñiõ (τ1, x1, z1, µ1), (τ2, x2, z2, µ2) ∈
[0, L] × D × D × B1 iç òîãî, ùî
‖(τ1, x1, z1, µ1)− (τ2, x2, z2, µ2)‖ < δ∗2 , îäåð-
æó¹ìî íåðiâíîñòi
∥∥∥∥
∂ξ̄(j)(τ1, x1,z1,µ1)

∂x
− ∂ξ̄(j)(τ2, x2,z2,µ2)

∂x

∥∥∥∥ < δ1,

∥∥∥∥
∂ξ̄(j)(τ1, x1,z1,µ1)

∂z
− ∂ξ̄(j)(τ2, x2,z2,µ2)

∂z

∥∥∥∥ < δ1,

∥∥∥∥
∂ξ̄(j)(τ1, x1,z1,µ1)

∂µ
− ∂ξ̄(j)(τ2, x2,z2,µ2)

∂µ

∥∥∥∥ < δ1,

ïðè÷îìó δ∗2(δ1) âèáðàíå íàéìåíøèì ñåðåä

òàêèõ ÷èñåë äëÿ ôóíêöié ∂ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

∂x
,

∂ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

∂z
, ∂ξ̄(j)(τ, x, z, µ)

∂µ
, j = 1, q .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ y, h, d âòåîðåìi 1 áóëî
îäåðæàíî âiäîáðàæåííÿ (16) M(z, ψ, ε) ìíî-
æèíè K1 â ñåáå ïðè ε ∈ (0, ε0] , ε0 < ε

(1)
0 .

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ M(z, ψ, ε) ¹
ñòèñêàþ÷èì.

Àíàëîãi÷íî ÿê i â ïîïåðåäíié òåîðåìi
îäåðæèìî íåðiâíiñòü

∥∥∥∥
∂P j

∂z

∥∥∥∥ ≤ σ̃j
8ε

β + σ̃j
9 · ‖z‖+ σ̃j

10δ1+

+
∥∥∥ξ̃(j)(τ, x|τ=ν0

j
, xλ|τ=ν0

j
, ϕ, ϕθ, µ)

∥∥∥ ,
(32)

äå σ̃j
8 = 2Lδ1σ2(1 + 2σ3(1 + σ1)) + σ0σ1σ3(7 +

3λ+4L+2σ1+2Lσ1)+σ0σ
2
1σ3(1+θ)+2Lσ1σ2+

Lσ1 + σ0σ1(1 + σ1) + σ1(1 + 2σ2) + 8Lσ2σ1 ,
σ̃j

9 = 4σ2
1 + 2σ1 + 2σ1σ3 + Lσ1(1 + 2σ1) + σ4 ,

σ̃j
10 = 2Lσ3 + L + 2Lσ1σ3 .
Iç ðiâíîñòi (19), âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó

(32), ìà¹ìî
∥∥∥∥
∂M(z, ψ, ε)

∂z

∥∥∥∥ ≤ σ̃8ε
β + σ̃9 · ‖z‖+ σ̃10δ1 + c0,

â ÿêié σ̃8 =
∥∥Q−1

∥∥ qσ̃j
8, σ̃9 =∥∥Q−1

∥∥ qσ̃j
9, σ̃10 = (2Lc6 + L + 2Lσ1c6)q.

Îñêiëüêè ‖z‖ ≤ 2σ6ε
β , òî

∥∥∥∥
∂M(z, ψ, ε)

∂z

∥∥∥∥≤ σ̃8ε
β +2σ̃9σ6ε

β +σ̃10δ1+c0 < 1

ïðè z ∈ K1, ε ∈ (0; ε0], ψ ∈ Rm ,
äå ε0 = min

{
ε
(1)
0 ; ε

(2)
0 ; ε

(3)
0

}
, ε

(2)
0 <(

1− c0

2(σ̃8 + 2σ̃9σ6)

)p

, iç ñòàëîþ ε
(3)
0 ≤

min
{(

δ∗2
6σ6c6(1+σ1)

)p

;
(

δ∗2
2σ6

)p}
, ùî çàáåçïå÷ó¹

íàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó x̄(τ, x◦ + y, µ◦ + h)
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äîïóñòèìié ìíîæèíi, à òàêîæ òî÷êè z

ìíîæèíi K1 . Òàêîæ âèáåðåìî δ1 =
1− c0

2σ̃10

.
Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ`ÿçîê z =

z(ψ, ε) ∈ K1 ðiâíÿííÿ (16), ÿêèé ìîæíà âèç-
íà÷èòè ÿê ãðàíèöþ ïðè i →∞ ïîñëiäîâíèõ
íàáëèæåíü (21).

Äàëi àíàëîãi÷íî ÿê i â òåîðåìi
1 iç âèêîðèñòàííÿì êðàéîâèõ óìîâ
(4), (9) çíàõîäèìî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê{
x(τ, ε), ϕ(τ, ε), µ(ε), ν(ε)

}
=

{
x
(
τ, x◦+

y(ψ◦(ε), ε), ϕ◦ + ψ◦(ε), µ◦ + h(ψ◦(ε), ε), ε
)
,

ϕ
(
τ, x◦ + y(ψ◦(ε), ε), ϕ◦ + ψ◦(ε), µ◦ +

h(ψ◦(ε), ε), ε
)
, µ◦ + h(ψ◦(ε), ε), ν◦ +

d(ψ◦(ε), ε)
}

êðàéîâî¨ çàäà÷i, äëÿ ÿêîãî
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (31). Òåîðåìó äîâåäåíî.
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