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Íàâîäÿòüñÿ íîâi äîñòàòíi óìîâè àíàëiòè÷íîãî õàðàêòåðó ïðè âèêîíàííi ÿêèõ íàïiâãðóïà,
ïîðîäæåíà ïåâíèìè äèôåðåíöiéîâíèìè âiäîáðàæåííÿìè, ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ. Iëþñòðó¹-
òüñÿ çàñòîñóâàííÿ öèõ óìîâ äî íàïiâãðóïè Êîåíà-Óàéòà.

We give new analytical type su�cient conditions under which the semigroup generated by certain
di�erentiable functions becomes free. Besides, we apply these conditions to Cohen-White's semi-
group.

Âñòóï. Ó òåîði¨ âiëüíèõ êîíñòðóêöié
ãðóï òà íàïiâãðóï âàæëèâèì íàïðÿìêîì äî-
ñëiäæåíü ¹ ïîáóäîâà êîíêðåòíèõ çîáðàæåíü
òàêèõ âiëüíèõ êîíñòðóêöié çà äîïîìîãîþ ði-
çíîìàíiòíèõ àëãåáðî-êîìáiíàòîðíèõ àáî ãåî-
ìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ. Íàé÷àñòiøå áóäóþòüñÿ
ïðèêëàäè âiëüíèõ 2-ïîðîäæåíèõ ãðóï (íà-
ïiâãðóï), òîáòî áóäó¹òüñÿ çîáðàæåííÿ âiëü-
íî¨ ãðóïè (íàïiâãðóïè) ðàíãó 2, áî äî-
áðå âiäîìî, ùî òàêà ãðóïà (íàïiâãðóïà) ìi-
ñòèòü içîìîðôíó êîïiþ áóäü-ÿêî¨ âiëüíî¨
ãðóïè (íàïiâãðóïè) ñêií÷åííîãî àáî çëi÷åí-
íîãî ðàíãó.

Ñåðåä âñiõ çîáðàæåíü âiëüíèõ àëãåáðà¨-
÷íèõ êîíñòðóêöié âèäiëÿþòüñÿ çîáðàæåííÿ
åëåìåíòàðíèìè ôóíêöiÿìè íàä ïîëÿìè íó-
ëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè âiäíîñíî äi¨ ñóïåðïî-
çèöi¨ ôóíêöié.

Çàçíà÷èìî, íàïðèêëàä, ùî ó ðîáîòàõ Êî-
åíà [1] òà Óàéòà [2] äîâîäèòüñÿ, ùî ïåðå-
òâîðåííÿ äiéñíîãî àáî êîìïëåêñíîãî ïîëÿ
f1 : x → x + 1 òà f2 : x → xq, äå q > 1 �
ôiêñîâàíå íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ó âè-
ïàäêó ïîëÿ R i äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ó
âèïàäêó ïîëÿ C, ïîðîäæóþòü âiëüíó ãðóïó
(íàïiâãðóïó).

Ó äàíié ðîáîòi íàâîäÿòüñÿ íîâi äîñòàòíi
óìîâè âiëüíîñòi íàïiâãðóï ðàíãó 2, ùî ïîðî-
äæóþòüñÿ ïåâíèìè ôóíêöiÿìè êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨. Óìîâè òåîðåìè çàçâè÷àé ëåãêî ïå-
ðåâiðÿþòüñÿ, ùî äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè íîâi çî-
áðàæåííÿ âiëüíèõ íàïiâãðóï ðàíãó 2 çà äî-
ïîìîãîþ âèáîðó êîíêðåòíèõ ôóíêöié. ßê çà-

ñòîñóâàííÿ äàíî¨ òåîðåìè ìè íàâîäèìî ïðÿ-
ìå äîâåäåííÿ âiëüíîñòi íàïiâãðóïè Êîåíà-
Óàéòà. Òå, ùî öÿ íàïiâãðóïà âiëüíà âèïëèâà¹
ÿê íàñëiäîê ç òåîðåìè öèõ àâòîðiâ ïðî âiëü-
íiñòü âiäïîâiäíî¨ 2-ïîðîäæåíî¨ ãðóïè ïåðå-
òâîðåíü. Àëå äîâåäåííÿ Êîåíà-Óàéòà òåõíi-
÷íî äóæå ñêëàäíå, à íàøå äîâåäåííÿ ¹ iäåé-
íî çíà÷íî ïðîñòiøèì i êîðîòøèì.

1. Äîïîìiæíi âiäîìîñòi. Íåõàé ôóí-
êöiÿ f : D → D � çàäàíà òà äèôåðåíöiéîâíà
â îáëàñòi D êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C i òàêà,
ùî iñíó¹ òî÷êà z0, ÿêà ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ
äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨, òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-
ííÿ f(z) = z. Ñèìâîëîì f (n) ïîçíà÷àòèìåìî
n-êðàòíó ñóïåðïîçèöiþ ôóíêöi¨ f , òîáòî

f (n)(z)
def≡ (f ◦ f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸

n

)(z), z ∈ D,

äå ◦ � îïåðàöiÿ ñóïåðïîçèöi¨ ôóíêöié, à
¨¨ ïîõiäíó çàïèñóâàòèìåìî òàê: Dzf(z), äå
Dz � îïåðàòîð äèôåðåíöiþâàííÿ ïî çìií-
íié z ∈ D. Çàçíà÷èìî, ùî òî÷êà z0 ∈ D ¹
íåðóõîìîþ òî÷êîþ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñóïåðïîçè-
öi¨ f (n)(z), z ∈ D.

Ìà¹ ìiñöå òàêå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà. Ïîõiäíà ôóíêöi¨ f (n)(z), z ∈ D,

n ∈ N, ó íåðóõîìié òî÷öi z0 ∈ D îá÷èñëþ-
¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Dzf
(n)(z0) = (Dzf(z0))

n, n ∈ N. (1)

Ñïiââiäíîøåííÿ (1) ìîæåìî îòðèìàòè çà
äîïîìîãîþ ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ ñó-
ïåðïîçèöi¨ äåêiëüêîõ ôóíêöié òà âðàõóâàâ-
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øè òå, ùî òî÷êà z0 ∈ D ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ
äëÿ ôóíêöi¨ f(z), z ∈ D.

2. Îñíîâíà òåîðåìà. Ñôîðìóëþ¹ìî äî-
ñòàòíi óìîâè âiëüíîñòi íàïiâãðóïè, ùî ïîðî-
äæó¹òüñÿ äâîìà ôóíêöiÿìè f, g : D → D ó
òàêîìó âèãëÿäi.

Òåîðåìà 1. Íåõàé f, g : D → D � ôóí-
êöi¨, âèçíà÷åíi òà äèôåðåíöiéîâíi ó äåÿêié
îáëàñòi D êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, ÿêi çà-
äîâîëüíÿþòü íàñòóïíi âèìîãè:

1) äàíi ôóíêöi¨ ¹ îáîðîòíèìè;
2) ìîíîãåííi íàïiâãðóïè, ïîðîäæåíi äà-

íèìè ôóíêöiÿìè, ¹ íåñêií÷åííèìè i íå ìà-
þòü ñïiëüíèõ åëåìåíòiâ;

3) iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî (−ε; ε) ⊂ D;
4) ôóíêöi¨ f(x), g(x), x ∈ D ∩ [0; +∞), ¹

ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè;
5) ïîõiäíà Dxg

(n)(x) ¹ äîäàòíîþ äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ D ∩ [0; +∞) òà íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n, ïðè÷îìó g(0) > 0;

6) f(0) = 0 i Dzf(0) = 0;
7) ïîõiäíà Dxf

(n)(x) ¹ äîäàòíîþ äëÿ äî-
âiëüíîãî x ∈ D ∩ (0; +∞) òà íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n.

Òîäi íàïiâãðóïà S, ïîðîäæåíà äàíèìè
ôóíêöiÿìè, ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ ðàíãó 2
ç áàçîþ

Φ = {f(z), g(z), z ∈ D}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = {x1, x2} � àëôàâiò
ç äâîõ ñèìâîëiâ. Ðîçãëÿíåìî äâà íàïiâãðó-
ïîâi ñëîâà u ≡ u(x1, x2) òà v ≡ v(x1, x2) íàä
àëôàâiòîì X, ÿêi ¹ ôîðìàëüíèìè çàïèñàìè
âèäó

yα1
1 yα2

2 ...yαl
l , yi ∈ X, αi ∈ N, i = 1, l. (2)

Ââàæàòèìåìî, ùî çàïèñ (2) ¹ íåñêîðîòíèì
àáî íåçâiäíèì, òîáòî ó íàáîði ñèìâîëiâ
y1, y2, ..., yl ïîðÿä íå ñòîÿòü îäíàêîâi åëåìåí-
òè ç àëôàâiòó X.

Íåõàé u(f, g), v(f, g) � çíà÷åííÿ íàïiâãðó-
ïîâèõ ñëiâ u òà v íà ôóíêöiÿõ f òà g íàïiâ-
ãðóïè S âiäíîñíî îïåðàöi¨ ñóïåðïîçèöi¨ ôóí-
êöié. Çâàæàþ÷è íà óìîâó 2 îäåðæó¹ìî, ùî
çàïèñè u(f, g), v(f, g) íàä ìíîæèíîþ ôóí-
êöié {f, g} ¹ íåñêîðîòíèìè.

Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ òå-
îðåìè ñëiä ïîêàçàòè, ùî iç óìîâè íåðiâíî-
ñòi çàïèñiâ u(f, g), v(f, g) ó ðîçóìiííi ãðà-
ôi÷íîãî ïîðiâíÿííÿ, òîáòî ÿêùî öi çàïèñè
íå iäåíòè÷íi íàä ìíîæèíîþ ëiòåð {f, g}, òî
u(f, g) 6= v(f, g) ó ðîçóìiííi ïîðiâíÿííÿ ôóí-
êöié.

Äàëi, îñêiëüêè f, g ¹ îáîðîòíèìè (óìî-
âà 1), òî S � íàïiâãðóïà iç ñêîðî÷åííÿì.
Öå îçíà÷à¹, ùî ç óìîâè âèêîíàííÿ ðiâíîñòi
h◦ϕ = h◦ψ àáî ϕ◦h = ψ◦h âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
ϕ = ψ (h, ϕ, ψ ∈ S). Òîìó ââàæàòèìåìî, ùî
çàïèñè u(f, g), v(f, g) íàä ìíîæèíîþ ëiòåð
{f, g} ïî÷èíàþòüñÿ i çàêií÷óþòüñÿ ðiçíèìè
ëiòåðàìè, áî iíàêøå, ÿêùî ñëîâà u òà v ìà-
þòü ñïiëüíi ïî÷àòêè àáî ñïiëüíi çàêií÷åííÿ,
òî iç âèêîíàííÿ ðiâíîñòi u(f, g) = v(f, g) ìî-
æåìî îòðèìàòè åêâiâàëåíòíó ðiâíiñòü, ñêî-
ðèñòàâøèñü âëàñòèâiñòþ ñêîðî÷åííÿ ïåðøèõ
òà îñòàííiõ îäíàêîâèõ ëiòåð. Íåõàé äëÿ âè-
çíà÷åíîñòi çàïèñ u(f, g) çàêií÷ó¹òüñÿ ëiòå-
ðîþ f , à çàïèñ v(f, g) âiäïîâiäíî çàêií÷ó¹-
òüñÿ ëiòåðîþ g. Òîäi

u(f, g) = ũ(f, g) ◦ f (α), v(f, g) = ṽ(f, g) ◦ g(β),

äå α, β ∈ N, çàïèñ ũ(f, g) àáî çàêií÷ó¹òüñÿ
ëiòåðîþ g àáî ¹ ïîðîæíiì; àíàëîãi÷íî çàïèñ
ṽ(f, g) çàêií÷ó¹òüñÿ ëiòåðîþ f àáî ¹ ïîðî-
æíiì.

Ïðèïóñòèìî, äàëi, ùî ìà¹ ìiñöå òîòî-
æíiñòü

(ũ(f, g) ◦ f (α))(z) ≡ (ṽ(f, g) ◦ g(β))(z), z ∈ D,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

(ũ(f, g) ◦ f (α))(x) ≡ (ṽ(f, g) ◦ g(β))(x), (3)

äå x ∈ D ∩ R.
Òåïåð çíàéäåìî ïîõiäíó ïðàâî¨ òà ëiâî¨

÷àñòèíè òîòîæíîñòi (3) ó òî÷öi x = 0. Îò-
æå, ìà¹ìî:

Dxũ(f, g)(0)Dxf
(α)(0) =

= Dx(ṽ(f, g)(g(β)(0)))Dxg
(β)(0).

(4)

Ïðîàíàëiçó¹ìî îäåðæàíó ðiâíiñòü. Òî÷êà
x = 0 ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ äëÿ ôóíêöi¨
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f(z), z ∈ D, à òîìó çãiäíî ç íàâåäåíîþ ðà-
íiøå ëåìîþ ïîõiäíà

Dxf
(α)(0) = (Dxf(0))α = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (4) ïå-
ðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ 4 ôóíêöiÿ g(x), x ∈
∈ D ∩ [0; +∞), ¹ çðîñòàþ÷îþ i âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü g(0) > 0, òî g(β)(0) > 0, β ∈ N. Òî-
äi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöiþâà-
ííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ äiñòàíåìî, ùî ÷èñëî

Dx(ṽ(f, g)(g(β)(0)))

ïîäà¹òüñÿ ÿê äîáóòîê ÷èñåë âèäó Dxf
(n)(x),

Dxg
(m)(x), x ∈ D ∩ (0; +∞), n,m ∈ N, ÿêi

çãiäíî ç óìîâàìè 5 òà 7 ¹ äîäàòíèìè.
Îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (4) ¹ äîäà-

òíîþ, à öå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
Òàêèì ÷èíîì, ïðèïóùåííÿ ùîäî âèêîíà-

ííÿ òîòîæíîñòi (3) ¹ íåâiðíèì. Öèì ñàìèì
îòðèìó¹ìî òå, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Ó ðåçóëüòàòi íàïiâãðóïà S, ïîðîäæåíà ìíî-
æèíîþ ôóíêöié Φ, ¹ âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ
ðàíãó 2.¤

3. Çàñòîñóâàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâî-
ðåííÿ äiéñíîãî àáî êîìïëåêñíîãî ïîëÿ
g(z) = z+1 òà f(z) = zq, äå q > 1 � ôiêñîâàíå
íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ó âèïàäêó ïîëÿ R
i äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ó âèïàäêó ïîëÿ
C. Íåõàé S � íàïiâãðóïà, ùî ïîðîäæó¹òüñÿ
öèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Öÿ íàïiâãðóïà äîñëi-
äæóâàëàñÿ ó ðîáîòi Ñ. Óàéòà [2] òà â ðîáîòi
Ñ.Ä. Êîåíà [1], ÿê îêðåìèé íàñëiäîê. Ïåðå-
òâîðåííÿ f, g ìàþòü îáåðíåíi (ó âèïàäêó ïî-
ëÿ C ñåðåä íèõ ¹ áàãàòîçíà÷íi ôóíêöi¨), à
òîìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ãðóïó G =< f, g >,
ïîðîäæåíó ôóíêöiÿìè {f, g} òà íàïiâãðóïó
S =<< f, g >>, ïîðîäæåíó öèìè ôóíêöiÿ-
ìè. Î÷åâèäíî, G ¹ ãðóïîþ ÷àñòîê íàïiâãðó-
ïè S. Ãðóïà G òàêîæ äîñëiäæóâàëàñÿ ó ðî-
áîòi Ñ. Óàéòà [2] òà, ÿê îêðåìèé âèïàäîê, â
ðîáîòi Ñ.Ä. Êîåíà [1]. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî
öÿ ãðóïà ¹ âiëüíîþ ç âiëüíîþ áàçîþ {f, g}.
Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî S � âiëüíà
íàïiâãðóïà ç áàçîþ {f, g}. Ìè äiñòàíåìî öå
òâåðäæåííÿ, çàñòîñîâóþ÷è äî ïàðè ïåðåòâî-
ðåíü f, g äîâåäåíó âèùå òåîðåìó 1. À ñàìå,
äîâåäåìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íàïiâãðóïà S =<< f, g >>,
äå ôóíêöi¨ f, g âèçíà÷åíi âèùå, ¹ âiëüíîþ íà-
ïiâãðóïîþ ðàíãó 2 âiäíîñíî áàçè Φ = {f, g}.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ
1-7 òåîðåìè 1.

1) Ôóíêöi¨ f, g ¹ îáîðîòíèìè çà âèçíà÷å-
ííÿì.

2) Ìîíîãåííi íàïiâãðóïè
< f >=

{
zqn

, | n ∈ N}
,

< g >= {z + m | m ∈ N} ,

¹ íåñêií÷åííèìè i íå ìàþòü ñïiëüíèõ åëåìåí-
òiâ.

3) Öÿ óìîâà ¹ òðèâiàëüíîþ, îñêiëüêè
îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöié f, g äîðiâíþ¹ R
àáî C.

4) Ôóíêöi¨ g(x) = x + 1, f(x) = xq, x ∈
∈ (0; +∞), q ∈ N \ {1}, ¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷è-
ìè, áî ïîõiäíi

Dxg(x) = 1, Dxf(x) = qxq−1,

¹ äîäàòíèìè íà âñüîìó iíòåðâàëi (0; +∞).
5) Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0; +∞) òà íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n ïîõiäíà
Dxg

(n)(x) = Dx(x + n) = 1

¹ äîäàòíîþ, êðiì òîãî, g(0) = 1, òîáòî âiä-
ïîâiäíà óìîâà òåîðåìè âèêîíó¹òüñÿ.

6) Öÿ óìîâà îòðèìó¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.
7) Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ (0; +∞) òà íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n ìà¹ìî, ùî ïîõiäíà
Dxf

(n)(x) = qnxqn−1

¹ äîäàòíîþ.
Òàêèì ÷èíîì, âñi óìîâè òåîðåìè 1 âèêî-

íóþòüñÿ, à òîìó íàïiâãðóïà S Êîåíà-Óàéòà ¹
âiëüíîþ íàïiâãðóïîþ ðàíãó 2 âiäíîñíî áàçè
Φ. ¤
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