
ÓÄÊ 517.988.523
c©2008 ð. Â. Þ. Ñëþñàð÷óê

Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò âîäíîãî ãîñïîäàðñòâà òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ðiâíå

ÒÅÎÐÅÌÀ ÏÐÎ ÍÅÐÓÕÎÌÓ ÒÎ×ÊÓ
ÄËß c-ÖIËÊÎÌ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ

Ó ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÍÀ ÇËI×ÅÍÍIÉ ÃÐÓÏI ÔÓÍÊÖIÉ
Íàâåäåíî òåîðåìó ïðî íåðóõîìó òî÷êó äëÿ c-öiëêîì íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó

ïðîñòîði lp(G,E), 1 ≤ p ≤ ∞. Òóò E � áàíàõiâ ïðîñòið i G � çëi÷åííà ãðóïà.

A �xed point theorem for a c-completely continuous operators in the space lp(G,E), 1 ≤ p ≤
∞, is obtained. Here E is a Banach space and G is a countable group.

1. c-Íåïåðåðâíi i c-öiëêîì íåïåðåðâ-
íi îïåðàòîðè.

Íåõàé E � äîâiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið ç
íîðìîþ ‖ · ‖E i G � çëi÷åííà ãðóïà. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç lp = lp(G,E) áàíàõiâ ïðîñòið
óñiõ âiäîáðàæåíü x : G −→ E, äëÿ êîæíî-
ãî ç ÿêèõ sup

g∈G
‖x(g)‖E < ∞, ÿêùî p = ∞, i

∑
g∈G

‖x(g)‖p
E < ∞, ÿêùî p ∈ [1,∞), ç íîðìîþ

‖x‖lp =

=





sup
g∈G

‖x(g)‖E, ÿêùî p = ∞,

(∑
g∈G

‖x(g)‖p
E

)1/p

, ÿêùî p ∈ [1,∞).

Äëÿ ìíîæèíè M ⊂ G âèçíà÷èìî îïåðà-
òîð IM : lp −→ lp ðiâíiñòþ

(IMx)(g) =

{
x(g), ÿêùî g ∈ M,
0, ÿêùî g ∈ G \M,

äå x ∈ lp.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç G ñiì'þ ìíîæèí Mν

(ν ∈ N), êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü ñêií÷åííå ÷è-
ñëî åëåìåíòiâ ãðóïè G, Mν ⊂ Mν+1 äëÿ âñiõ
ν ∈ N i

⋃

ν∈N
Mν = G.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü xk ∈ lp,
k ∈ N, ëîêàëüíî çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà
x ∈ lp ïðè k →∞, i ïîçíà÷àòèìåìî

xk
loc., lp−−−−→ x ïðè k →∞,

ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà i
lim
k→∞

‖IM(xk − x)‖lp = 0

äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè M ∈ G.
Îïåðàòîð F : lp −→ lp íàçèâàòèìåìî

c-íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ lp
i ïîñëiäîâíîñòi xk ∈ lp, k ∈ N, äëÿ ÿêèõ
xk

loc., lp−−−−→ x ïðè k → ∞, âèïëèâà¹, ùî
Fxk

loc., lp−−−−→ Fx ïðè k →∞.
c-Íåïåðåðâíèé îïåðàòîð F : lp −→ lp

íàçèâàòèìåìî c-öiëêîì íåïåðåðâíèì, ÿêùî
äëÿ êîæíîãî M ∈ G îïåðàòîð IMF öiëêîì
íåïåðåðâíèé.

Ïîíÿòòÿ c-íåïåðåðâíîãî i c-öiëêîì íåïå-
ðåðâíîãî îïåðàòîðiâ óâiâ äî ðîçãëÿäó (íà
ìîâi "ε, δ") Å. Ìóõàìàäi¹â [1,2]; éîãî âèâ÷å-
ííÿ áóëî ïðîäîâæåíî â ðîáîòàõ [3]�[10] òà ií.
Îçíà÷åííÿ c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà, â ÿêî-
ìó âèêîðèñòàíî ëîêàëüíî çáiæíi ïîñëiäîâ-
íîñòi, çàïðîïîíóâàâ àâòîð (äèâ., íàïðèêëàä,
[11]�[13]).

Î÷åâèäíî, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åííîâèìið-
íîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó E c-íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð F : lp −→ lp ¹ c-öiëêîì íåïåðåðâ-
íèì.

Çàóâàæèìî, ùî c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
ìîæå íå áóòè íåïåðåðâíèì [13].

2. Ìíîæèíè cllpS i cl loc
lp

S.
Äëÿ ìíîæèíè S ⊂ lp ïîçíà÷èìî ÷åðåç

cl loc
lp

S ìíîæèíó âñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ x ïðî-
ñòîðó lp, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ iñíó¹ ïîñëi-
äîâíiñòü xk ∈ S, k ≥ 1, ùî xk

loc., lp−−−−→ x ïðè
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k →∞. Çàìèêàííÿ ìíîæèíè S ó ïðîñòîði lp
ïîçíà÷èìî ÷åðåç cllpS.

Çàóâàæèìî, ùî cllpS ⊂ cl loc
lp

S äëÿ êîæíî-
ãî ïðîñòîðó lp, 1 ≤ p ≤ ∞, i ìíîæèíè cl loc

lp
S

i cllpS ìîæóòü íå çáiãàòèñÿ [13].

3. Îñíîâíi çàäà÷à i òåîðåìà.
Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà A â ïðîñòîði lp

íàçèâà¹òüñÿ îïóêëîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ
âåêòîðiâ x ∈ A, y ∈ A i ÷èñåë λ ≥ 0, µ ≥ 0
(λ + µ = 1) âåêòîð λx + µy ¹ åëåìåíòîì öi¹¨
ìíîæèíè. Îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

co A =
⋃

x,y∈A

{λx+µy : λ ≥ 0, µ ≥ 0, λ+µ = 1}.

Çàìêíåíîþ îïóêëîþ îáîëîíêîþ ìíîæèíè A
íàçèâà¹òüñÿ çàìèêàííÿ ¨¨ îïóêëî¨ îáîëîíêè,
òîáòî ìíîæèíà cllp co A.

Âàæëèâîþ ¹
Òåîðåìà 1 (Øàóäåð [14], [15]). ßêùî Ω �

çàìíåíà îïóêëà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà áà-
íàõîâîãî ïðîñòîðó X i F : Ω −→ Ω � öiëêîì
íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, òî òîäi F ìà¹ íåðó-
õîìó òî÷êó.

Ìåòîþ öi¹¨ ñòàòòi ¹ âñòàíîâëåííÿ àíàëîãi-
÷íîãî òâåðäæåííÿ äëÿ c-öiëêîì íåïåðåðâíèõ
îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði lp.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2. Íåõàé:

1) V � îáìåæåíà îïóêëà ïiäìíîæèíà áàíà-
õîâîãî ïðîñòîðó lp (1 ≤ p ≤ +∞);
2) cl loc

lp
V = V ;

3) N : V −→ V � c-öiëêîì íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð.

Òîäi iñíó¹ õî÷à á îäíà òî÷êà x ∈ V , òàêà,
ùî

Nx = x.

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ ñóòò¹âî âè-
êîðèñòîâó¹ òåîðåìó 1 òà âëàñòèâîñòi ëîêàëü-
íî ïåðåäêîìïàêòíèõ îáìåæåíèõ ïiäìíîæèí
ïðîñòîðó lp.

4. Ëåìà ïðî ëîêàëüíî çáiæíó ïîñëi-
äîâíiñòü.

Ëåìà 1. Äëÿ êîæíî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëi-
äîâíîñòi (xk)k≥1 åëåìåíòiâ ïðîñòîðó lp, äëÿ

ÿêî¨ ìíîæèíà cllp{IMxk : k ∈ N} êîìïàêòíà
äëÿ âñiõ M ∈ G, iñíóþòü òàêi ïiäïîñëiäîâ-
íiñòü (xkl

)l≥1 i åëåìåíò x ∈ lp, ùî

xkl

loc., lp−−−−→ x ïðè l →∞
i

‖x‖lp ≤ sup
k∈N

‖xk‖lp .

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè çëi÷åííîñòi ãðóïè
G åëåìåíòè öi¹¨ ãðóïè ìîæíà ïðîíóìåðóâà-
òè i ïîäàòè ¨¨ ó âèãëÿäi

G = {g1, g2, . . .}.
Îñêiëüêè ìíîæèíè {xk(gn) : k ∈ N}, n ∈ N,
ïåðåäêîìïàêòíi, òî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi

xk11(g1), xk12(g1), . . . , xk1m(g1), . . . ,

xk21(g2), xk22(g2), . . . , xk2m(g2), . . . ,

...
xkn1(gn), xkn2(gn), . . . , xknm(gn), . . . ,

...,
ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1) ïîñëiäîâíiñòü (xk1l(g1))l≥1 ¹ ïiäïîñëi-
äîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi (xk(g1))k≥1;

2) äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîñëiäîâíiñòü
(xkn+1l(gn))l≥1 ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâ-
íîñòi (xkl(gn))l≥1;

3) äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîñëiäîâíiñòü
(xknl(gn))l≥1 çáiæíà â áàíàõîâîìó ïðîñòîði
E.

Òîìó äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ åëåìåíò an,
ùî ¹ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (xknl

(gn))l≥1,
òîáòî

lim
l→∞

xknl
(gn) = an. (1)

Î÷åâèäíî, ùî

sup
n∈N

‖an‖E ≤ sup
k∈N

‖xk‖lp .

Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò a = a(g) ïðîñòîðó lp,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè

a(gn) = an, n ∈ N,
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i îáìåæåíó ïîñëiäîâíiñòü

xk11(g), xk22(g), . . . , xknn(g), . . .

åëåìåíòiâ ïðîñòîðó lp.
Çàâäÿêè (1)

lim
n→∞

‖IM(xknn − a)‖lp = 0 (2)

äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè M ∈ G. Çâiäñè òà ç
îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (xknn)n≥1 â lp âè-
ïëèâà¹, ùî a ∈ lp i

‖a‖lp ≤ sup
n∈N

‖xknn‖lp .

Ñïiââiäíîøåííÿ (2) îçíà÷à¹, ùî

xknn

loc., lp−−−−→ a ïðè n →∞.

Ëåìó 1 äîâåäåíî.

5. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.
Êîæíîìó åëåìåíòó Mk ∈ G ñïiâñòàâè-

ìî îïåðàòîð IMk
, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi-

÷íî, ÿê i îïåðàòîð IM . Ç óìîâ òåîðåìè âè-
ïëèâà¹, ùî IMK

lp � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó lp,
IMk

V � îáìåæåíà çàìêíåíà îïóêëà ïiäìíî-
æèíà ïðîñòîðó lp i îïåðàòîð IMk

N öiëêîì
íåïåðåðâíèé íà V äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Òî-
ìó ìíîæèíè IMk

V , k ∈ N, ¹ êîìïàêòíèìè.
Îòæå, çà êðèòåði¹ì êîìïàêòíîñòi Ãàóñäîð-
ôà [15] äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíóþòü åëåìåí-
òè x1,k ∈ V , . . . , xν(k),k ∈ V òàêi, ùî ìíîæè-
íà

{
IMk

x1,k, . . . , IMk
xν(k),k

}
áóäå ñêií÷åííîþ

1

2k
-ñiòêîþ ìíîæèíè IMk

V , òîáòî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè x ∈ IMk

V iñíó¹ õî÷à á îäíà òî-
÷êà a ∈ {

IMk
x1,k, . . . , IMk

xν(k),k

}
, äëÿ ÿêî¨

‖x− a‖lp ≤
1

2k
.

Ïîêðè¹ìî ìíîæèíó IMk
V âiäêðèòèìè êóëÿ-

ìè S1,k,. . .,Sν(k),k ðàäióñà 1

k
iç öåíòðàìè âiä-

ïîâiäíî â òî÷êàõ IMk
x1,k, . . . , IMk

xν(k),k.
Íåõàé íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

ψ1,k(x), . . . , ψν(k),k(x)

óòâîðþþòü ðîçáèòòÿ îäèíèöi íà ìíîæèíi
IMk

V [14,16], óçãîäæåíi ç ïîêðèòòÿì IMk
V

êóëÿìè S1,k,. . .,Sν(k),k, òîáòî

ψi,k(x) ≥ 0,

ν(k)∑
i=1

ψi,k(x) = 1 äëÿ x ∈ IMk
V

i
ψi,k(x) = 0 äëÿ x ∈ IMk

V \ Si,k.

Âèçíà÷èìî ðiâíiñòþ

Nkx =

ν(k)∑
i=1

ψi,k(IMk
Nx)xi,k

íåïåðåðâíèé îïåðàòîð Nk : V −→ lp. Î÷åâè-
äíî, ùî äëÿ âñiõ x ∈ V

Nkx ∈ co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
, (3)

i
‖IMk

Nkx− IMk
Nx‖lp =

=

∥∥∥∥∥∥

ν(k)∑
i=1

ψi,k(IMk
Nx)[IMk

xi,k − IMk
Nx]

∥∥∥∥∥∥
lp

.

ßêùî
ψi,k(IMk

Nx) > 0,

òî
IMk

Nx ∈ Si,k

i
‖IMk

xi,k − IMk
Nx‖lp <

1

k
.

Îòæå,

‖IMk
Nkx− IMk

Nx‖lp <
1

k
äëÿ x ∈ V . (4)

Îñêiëüêè ìíîæèíà
{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
ìi-

ñòèòü ñêií÷åííå ÷èñëî åëåìåíòiâ, òî çàìêíå-
íà îïóêëà îáîëîíêà öi¹¨ ìíîæèíè çáiãà¹òüñÿ
ç co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
i co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
¹

êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ. Òàêîæ íà ïiäñòàâi
(3) ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Nk co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

} ⊂
⊂ co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
.

Òîìó çà òåîðåìîþ 1 îïåðàòîð Nk ìà¹ íåðó-
õîìó òî÷êó x∗k ∈ co

{
x1,k, . . . , xν(k),k

}
, òîáòî

Nkx
∗
k = x∗k. (5)
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Íåõàé k → ∞. Çàâäÿêè ïåðøié i äðóãié
óìîâàì òåîðåìè, ñïiââiäíîøåííþ

co
{
x1,k, . . . , xν(k),k

} ⊂ V
òà ëåìi 1 iñíóþòü åëåìåíò u ∈ V i ïiäïîñëi-
äîâíiñòü (x∗km

)m≥1 ïîñëiäîâíîñòi (x∗k)k≥1, äëÿ
ÿêèõ

x∗km

loc., lp−−−−→ u ïðè m →∞. (6)
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî g ∈ G

‖u(g)− (Nu)(g)‖E ≤
≤ ‖u(g)− x∗km

(g)‖E+

+‖x∗km
(g)− (Nkmx∗km

)(g)‖E+

+‖(Nkmx∗km
)(g)− (IMkm

Nkmx∗km
)(g)‖E+

+‖(IMkm
Nkmx∗km

)(g)− (IMkm
Nx∗km

)(g)‖E+

+‖(IMkm
Nx∗km

)(g)− (Nx∗km
)(g)‖E+

+‖(Nx∗km
)(g)− (Nu)(g)‖E

i
‖u(g)− x∗km

(g)‖E → 0 ïðè m →∞
íà ïiäñòàâi (6),

‖x∗km
(g)− (Nkmx∗km

)(g)‖E = 0

íà ïiäñòàâi (5),

‖(Nkmx∗km
)(g)− (IMkm

Nkmx∗km
)(g)‖E =

= ‖(IMkm
Nx∗km

)(g)− (Nx∗km
)(g)‖E = 0

äëÿ âñiõ m ≥ m0, äå m0 � òàêå íàòóðàëüíå
÷èñëî, ùî g ∈ Mm0 ,

‖(IMkm
Nkmx∗km

)(g)− (IMkm
Nx∗km

)(g)‖E <
1

km

íà ïiäñòàâi (4), òà

‖(Nx∗km
)(g)− (Nu)(g)‖E → 0 ïðè m →∞

íà ïiäñòàâi (6) i òðåòüî¨ óìîâè òåîðåìè, òî

Nu = u.

Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.
Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìó 2 ìîæíà çàñòîñî-

âóâàòè äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî iñíóâàí-
íÿ îáìåæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ äèñêðå-
òíèõ ðiâíÿíü (äèâ. [13] ó âèïàäêó E = R i
G = Z).
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