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ВИРОДЖЕНА КРАЙОВА ЗАДАЧА З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ

Отримано умови бiфуркацiї розв’язкiв та доведено оцiнку збiжностi ряду, який дає сiмей-
ство розв’язкiв виродженої лiнiйної неоднорiдної крайової задачi.

Conditions of bifurcation of solutions are obtained and estimate of some series convergence is
proved. These series are solutions of a degenerate linear nonhomogeneus boundary-value problem.

Розглядаються системи диференцiаль-
них рiвнянь з виродженою матрицею при
похiднiй. Виродженi системи звичайних
диференцiальних рiвнянь, їх ще назива-
ють ”диференцiально-алгебраїчними рiвня-
ннями”, ”алгебро-диференцiальними систе-
мами”, ”сингулярними системами”, ”дискри-
пторними системами”, вивчалися багатьма
авторами [1 – 8]. Так, в роботi [8] розгляда-
ли вироджену лiнiйну неоднорiдну крайову
задачу з малим параметром

B (t)
dx

dt
= A (t) x + εA1 (t) x + f (t) , (1)

t ∈ [a, b] ,

l x (·) = α + εl1x, α ∈ Rm, (2)

де A (t) , B (t) , A1 (t) – (n× n)-вимiрнi
матрицi, компоненти яких є дiйсними,
достатню кiлькiсть раз диференцiйовнi
на [a, b] функцiями: A (t) , A1 (t) , B (t) ∈
C 3q−2 [ a; b ]; detB (t) = 0 ∀ t ∈ [a; b]; f (t)
– n-вимiрний вектор-стовпець з простору
C q−1 [ a; b ] (значення величини q визна-
чається згiдно з теоремою 2.1 [5]); α –
m-вимiрний вектор-стовпець сталих; l, l1
– лiнiйнi векторнi функцiонали, визначенi
на просторi n-вимiрних, неперервних на
[a; b] вектор-функцiй: l = col (l1, ..., lm) :
C [a, b] → Rm, l1 = col (l11, ..., l

1
m) :

C [a, b] → Rm, li, l1i : C [a, b] → R.
В роботi [8] отримано умови бiфуркацiї

розв’язкiв лiнiйних вироджених нетерових
крайових задач з малим параметром за при-
пущення, що незбурена вироджена диферен-
цiальна система зводиться до центральної

канонiчної форми. Використовуючи метод
Вiшика–Люстерника i апарат псевдооберне-
них за Муром–Пенроузом матриць, запро-
понований алгоритм вiдшукання сiмейства
лiнiйно незалежних розв’язкiв таких крайо-
вих задач в загальному випадку, коли кiль-
кiсть крайових умов, якi заданi лiнiйним ве-
кторним функцiоналом, не дорiвнює кiлько-
стi невiдомих у виродженiй диференцiаль-
нiй системi [9, 10].

Зокрема, доведено теорему, що крайова
задача (1), (2) при умовi

rank
[
B0 := PQ∗d

(
l1Xr (·)−

−l

( ·∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) A1(τ)Xr(τ)dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) A1(t)Xr(t)

)
(·)

))]
= d, (3)

(d = m− rank Q)

має ρ = (n− s−m)-параметричну сiм’ю лi-
нiйно незалежних розв’язкiв у виглядi ча-
стини ряду Лорана:

x (t, cρ) =
+∞∑
i=−1

εi
[
xi (t, ci) + X i (t) Pρcρ

]
(4)

∀ cρ ∈ Rρ,
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де коефiцiєнти xi (t, ci), ci, X i(t) визначаю-
ться за формулами:

xi (t, ci) = Xr(t)ci + Fi−1 (t) , (5)

ci = −B+
0 PQ∗d

(
l1Fi−1 (·)−

−l

( .∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) A1(τ)Fi−1 (τ) dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) A1(t)Fi−1 (t)

)
(·)

))
, i = 1, 2, ... (6)

X i (t) = Xr(t)Di + Ki−1 (t) , (7)

X−1(t) = Xr(t),

Di = Ir −B+
0 PQ∗d

[
l1Ki−1 (·)−

−l

( .∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) A1(τ)Ki−1 (τ) dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) A1(t)Ki−1 (t)

)
(·)

)]
, (8)

Fi−1 (t) =

(
G

[
A1 (·) xi−1 (·, c−1)

])
(t) +

+Xn−s (t) Q+l1xi−1 (·, ci−1) , (9)

Ki−1 (t) =

(
G

[
A1 (·) Xi−1 (·)

])
(t) +

+Xn−s (t) Q+l1Xi−1 (·) . (10)

Матриця B0 побудована з врахуванням
збурюючого коефiцiєнта A1 (t) системи (1) i
векторного функцiонала l1 в крайовiй умовi
(2).

Поряд з задачею (1), (2) розглядали по-
роджуючу вироджену крайову задачу

B (t)
dx

dt
= A (t) x + f (t) ,

l x (·) = α ∈ Rm, t ∈ [a; b] , (11)

яка згiдно доведеної теореми [6] розв’я-
зна тодi i тiльки тодi, коли неоднорiдностi
f (t) ∈ ∈ C q−1 [a, b] в диференцiальнiй си-
стемi та α ∈ R m в крайовiй умовi задоволь-
няють d лiнiйно незалежнi умови:

PQ∗d

(
α− l

( ·∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) f (τ) dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) f (t)

)
(·)

))
= 0, (d = m−n1) (12)

при цьому задача (11) має r = (n − s −
n1)-параметричну сiм’ю лiнiйно незалежних
розв’язкiв

x (t, cr) = Xr(t)cr + Xn−s (t) Q+α+

+ (Gf) (t) ∀ cr ∈ R r, (13)

де (Gf) (t) – узагальнений оператор Грiна,
який дiє на довiльну вектор-функцiю f (t) з
C q−1 [a, b] таким чином

(Gf)(t) = −Xn−s(t)Q
+×

×l

( ·∫

a

Xn−s(·)Y ∗
n−s(τ)f(τ)dτ−

−Φ(·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗(t)LΦ(t)

]−1

×

×Ψ∗(t)f(t)

)
(·)

)
+

t∫

a

Xn−s(t)Y
∗
n−s(τ)f(τ)dτ−

−Φ(t)

q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗(t)LΦ(t)

]−1

Ψ∗(t)f(t)

)
.

При цьому припускали, що породжуюча
вироджена крайова задача (11), яка отри-
мана з (1), (2) при ε = 0, має розв’язки не
при всiх неоднорiдностях f (t) ∈ C q−1 [ a, b] i
α ∈ R m.

Вважали, що диференцiальнa система
крайової задачi (11) така, що невиродже-
ним лiнiйним перетворенням зводиться до
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центральної канонiчної форми [5]. Поставле-
ну задачу розв’язували використовуючи ме-
тод Вiшика–Люстерника [11], тобто розв’я-
зок крайової задачi (1), (2) шукали в виглядi
частини ряду Лорана за степенями малого
параметру ε :

x (t, ε) =
+∞∑
i=−1

εixi (t) =
x−1 (t)

ε
+ x0 (t) +

+εx1 (t) + ε2x2 (t) + ...

В данiй роботi покажемо, що при доста-
тньо малих фiксованих ε ∈ (0; ε0] ряд (4)
з коефiцiєнтами, визначеними згiдно з фор-
мул (5) – (10) буде збiгатися при ∀ t ∈ [a, b].

Ряд (4) можна розглядати як суму

двох рядiв
+∞∑
i=−1

εixi (t, ci) i
+∞∑
i=−1

εiX i (t) Pρcρ.

Оскiльки сумою двох збiжних рядiв є збi-
жний ряд, то доведемо збiжнiсть кожного з
рядiв окремо.

Перше доведемо на збiжнiсть ряд

+∞∑
i=−1

εixi (t, ci) (14)

з коефiцiєнтами визначеними згiдно з фор-
мул (5), (6), (9):

xi (t, ci) = Xr(t)ci + Fi−1 (t) ,

ci = −B+
0 PQ∗d

(
l1Fi−1 (·)−

−l

( .∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) A1(τ)Fi−1 (τ) dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) A1(t)Fi−1 (t)

)
(·)

))
, (i = 1, 2, ..)

Fi−1 (t) =

(
G

[
A1 (·) xi−1 (·, ci−1)

])
(t) +

+Xn−s (t) Q+l1xi−1 (·, ci−1) .

Зробимо оцiнки коефiцiєнтiв xi (t, ci), ci.
Для будь-якого t ∈ [a, b] маємо:

‖
t∫

a

Xn−s (t) Y ∗
n−s (τ) f (τ) dτ−

−Φ (t)

q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

Ψ∗ (t) f (t)

)
‖ ≤

≤ ϑn‖f (t) ‖ = ϑ‖f (t) ‖,
де ϑ = max ϑn, n = 0, q − 1.

Для узагальненого оператора Грiна
(Gf)(t) маємо наступну оцiнку:

‖(Gf)(t)‖ ≤ a1b1hϑ‖f (t) ‖+ ϑ‖f (t) ‖ =

=≤ ϑ(a1b1h + 1)‖f (t) ‖ = H‖f (t) ‖,
де ‖Q+‖ = b1, ‖l‖ = h,
‖Xn−s (t) ‖ := sup

t∈[a,b]

‖Xn−s (t) ‖ = a1.

Через норму ‖ · ‖ будемо позначати стан-
дартну sup норму вiдповiдного оператора.
Через H позначимо вираз H = ϑ(a1b1h + 1).

Для коефiцiєнта F0 (t) (9) маємо оцiнку:

‖F0 (t) ‖ ≤ H‖A1 (t) x0 (t, c0) ‖+
+a1b1h1‖x0 (t, c0) ‖ =

= Hd1‖x0 (t, c0) ‖+ a1b1h1‖x0 (t, c0) ‖ =

= (Hd1 + a1b1h1)‖x0 (t, c0) ‖ = P1‖x0 (t, c0) ‖,
де ‖l1 (t) ‖ = h1, ‖A1 (t) ‖ = d1, а через P1

позначимо вираз P1 = Hd1+ +a1b1h1.
Для коефiцiєнта c1 (6) маємо оцiнку:

‖c1‖ ≤ pg(h1P1‖x0 (t, c0) ‖+hϑ‖A1 (t) F0 (t) ‖) =

= pg(h1P1‖x0 (t, c0) ‖+ hϑd1P1‖x0 (t, c0) ‖) =

= pgP1(h1 + hϑd1)‖x0 (t, c0) ‖ = γ‖x0 (t, c0) ‖,
де ‖B+

0 ‖ = p, ‖PQ∗d‖ = g, а через γ позна-
чимо вираз γ = pgP1(h1 + hϑd1).

Для коефiцiєнта x1 (t, c1) (5) маємо оцiн-
ку:

‖x1 (t, c1) ‖ ≤ f1γ‖x0 (t, c0) ‖+P1‖x0 (t, c0) ‖ =

= (f1γ + P1)‖x0 (t, c0) ‖,
де ‖Xr(t)‖ = f1.
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Для коефiцiєнтiв c2, x2 (t, c2) маємо такi
оцiнки:

‖c2‖ ≤ γ‖x1 (t, c1) ‖,
‖x2 (t, c2) ‖ ≤ (f1γ + P1)‖x1 (t, c1) ‖.

Пiдставимо з попередньої оцiнки вираз
для ‖x1 (t, c1) ‖ й будемо мати:

‖c2‖ ≤ γ‖x1 (t, c1) ‖ ≤ γ(f1γ + P1)‖x0 (t, c0) ‖,

‖x2 (t, c2) ‖ ≤ (f1γ + P1)‖x1 (t, c1) ‖ ≤
≤ (f1γ + P1)

2‖x0 (t, c0) ‖.
Для коефiцiєнтiв c3, x3 (t, c3) маємо такi

оцiнки:
‖c3‖ ≤ γ‖x2 (t, c2) ‖,

‖x3 (t, c3) ‖ ≤ (f1γ + P1)‖x2 (t, c2) ‖.
Пiдставимо з попередньої оцiнки вираз

для ‖x2 (t, c2) ‖ й будемо мати:

‖c3‖ ≤ γ‖x2 (t, c2) ‖ ≤ (f1γ + P1)
2‖x0 (t, c0) ‖,

‖x3 (t, c3) ‖ ≤ (f1γ + P1)‖x2 (t, c2) ‖ ≤
≤ (f1γ + P1)

3‖x0 (t, c0) ‖.
Продовжуючи цей процес, легко переко-

натися, що для коефiцiєнтiв ci ∈ R r, xi (t, ci)
ряду (14) мають мiсце оцiнки:

‖ci‖ ≤ γ(f1γ + P1)
i−1‖x0 (t, c0) ‖,

‖xi (t, ci) ‖ ≤ (f1γ + P1)
i‖x0 (t, c0) ‖,

(i = 1, 2, ...).

Таким чином для всiх t ∈ [a, b] ряд (14)
мажорується рядом

ε−1‖x−1(t, c−1)‖+
+∞∑
i=0

[ε(f1γ + P1)]
i‖x0(t, c0)‖.

Коефiцiєнти ‖x−1(t, c−1)‖ i ‖x0(t, c0)‖
обмеженi. Тому при всiх t ∈ [a, b] та фi-
ксованих ε ∈ (0, ε0], ряд (14) збiгається, де
ε0 < [f1γ + P1]

−1, що й треба було довести.
Покажимо, що й друга частина ряду (4),

тобто ряд
+∞∑
i=−1

εiX i (t) Pρcρ (15)

з коефiцiєнтами визначеними згiдно з фор-
мул (7), (8), (10):

X i (t) = Xr(t)Di+Ki−1 (t) , X−1(t) = Xr(t),

Di = Ir −B+
0 PQ∗d

(
l1Ki−1 (·)−

−l

( .∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) A1(τ)Ki−1 (τ) dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) A1(t)Ki−1 (t)

)
(·)

))
,

Ki−1 (t) =

(
G

[
A1 (·) X i−1 (·)

])
(t) +

+Xn−s (t) Q+l1X i−1 (·)
також буде при t ∈ [a, b] та ε ∈ (0, ε0] збiга-
тися та знайдемо оцiнку для ε0.

Знайдемо оцiнки коефiцiєнтiв Xi(t). Для
будь-якого t ∈ [a, b] знайдемо оцiнку для ко-
ефiцiєнта K−1 (t) (10), використавши вище
отриманi оцiнки:

‖K−1 (t) ‖ ≤ H‖A1 (t) X−1 (t) ‖+
+a1b1h1‖X−1 (t) ‖ =

= Hd1‖X−1 (t) ‖+ a1b1h1‖X−1 (t) ‖ =

= (Hd1 + a1b1h1)‖X−1 (t) ‖ = P1‖X−1 (t) ‖.
Для коефiцiєнта D0 (8) маємо оцiнку:

‖D0‖ ≤ 1 + pg(h1P1‖X−1 (t) ‖+
+hϑ‖A1 (t) K−1 (t) ‖) =

= 1+ pg(h1P1‖X−1 (t) ‖+hϑd1P1‖X−1 (t) ‖ =

= 1 + pgP1(h1 + hϑd1)‖X−1 (t) ‖ =

= 1 + γ‖X−1 (t) ‖.
Для коефiцiєнта X0 (t) (7) маємо насту-

пну оцiнку:

‖X0 (t) ‖ ≤ f1(1+γ‖X−1 (t) ‖)+P1‖X−1 (t) ‖ =

= f1 + (f1γ + P1)‖X−1 (t) ‖.
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Для коефiцiєнтiв K0 (t), D1, X1 (t) маємо
такi оцiнки:

‖K0 (t) ‖ ≤ P1‖X0 (t) ‖,
‖D1‖ ≤ 1 + γ‖X0 (t) ‖,

‖X1 (t) ‖ ≤ f1 + (f1γ + P1)‖X0 (t) ‖.
Пiдставимо в ‖X1 (t) ‖ вираз для

‖X0 (t) ‖, отримаємо
‖X1 (t) ‖ ≤ f1 + (f1γ + P1)×
×(f1 + (f1γ + P1)‖X−1 (t) ‖) =

= f1 + f1(f1γ + P1) + (f1γ + P1)
2‖X−1 (t) ‖.

Позначимо через N вираз N = f1γ + P1,
тодi

‖X1 (t) ‖ ≤ f1 + f1N + N2‖X−1 (t) ‖ =

= f1(1 + N) + N2‖X−1 (t) ‖.
Для коефiцiєнта X2(t) маємо:

‖X2(t)‖ ≤ f1 + (f1γ + P1)‖X1 (t) ‖ =

= f1 + N‖X1(t)‖.
Пiдставивши вираз для ‖X1(t)‖ в ‖X2(t)‖

отримаємо:

‖X2(t)‖ ≤ f1 + N‖X1(t)‖ ≤

≤ f1 + N
(
f1(1 + N) + N2‖X−1 (t) ‖

)
=

= f1(1 + N + N2) + N3‖X−1(t)‖.
Продовжуючи цей процес, застосовуючи

метод математичної iндукцiї легко переко-
натися, що для коефiцiєнта X i(t) ряду (15)
має мiсце оцiнка:

‖X i(t)‖ ≤ f1(1 + N + N2 + · · ·+ N i)+

+N i+1‖X−1(t)‖.
Нехай для коефiцiєнта X i−1(t) ряду (15)

має мiсце оцiнка

‖X i−1(t)‖ ≤ f1(1 + N + N2 + · · ·+ N i−1)+

+N i‖X−1(t)‖.
Тодi для коефiцiєнта X i(t) ряду (15) має мi-
сце наступна оцiнка

‖X i(t)‖ ≤ f1 + (f1γ + P1)‖X i−1 (t) ‖ =

= f1 + N‖X i−1 (t) ‖ ≤
≤ f1+N

(
f1(1+N+N2+···+N i−1)+N i‖X−1(t)‖

)
=

= f1(1 + N + N2 + · · ·+ N i) + N i+1‖X̄−1(t)‖.
Оскiльки ‖X−1(t)‖ = ‖Xr(t)‖ ≤ f1, тодi

‖X i(t)‖ ≤ f1(1 + N + N2 + · · ·+ N i + N i+1).

Отже, для ряду (15) має мiсце оцiнка

‖
+∞∑
i=−1

εiX i(t)PBρcρ‖ ≤
+∞∑
i=−1

εi‖X i(t)PBρcρ‖ ≤

≤ ‖PBρcρ‖
+∞∑
i=−1

εi‖X i(t)‖ ≤

≤ ‖PBρcρ‖
+∞∑
i=−1

εif1(1+N+N2+···+N i+N i+1).

Ряд
+∞∑
i=−1

εi(1 + N + N2 + · · ·+ N i + N i+1)

буде збiгатись при будь яких t ∈ [a, b] та ко-
жному достатньо малому фiксованому ε з
промiжку (0, ε0].

При N ≥ 1 маємо ряд
+∞∑
i=−1

εi(1 + N + N2 + · · ·+ N i + N i+1) ≤

≤ N

+∞∑
i=−1

(i + 2)(εN)i,

який збiгається при всiх 0 < ε ≤ ε0 < N−1.
Якщо ж N ≤ 1 маємо ряд
+∞∑
i=−1

εi(1 + N + N2 + · · ·+ N i + N i+1) ≤

≤
+∞∑
i=−1

(i + 2)(ε)i+1,

який збiгається при всiх 0 < ε ≤ ε0 < 1.
Отже, при всiх t ∈ [a, b] та будь-яких фi-

ксованих ε ∈ (0, ε0], ряд (15) збiгається, де

ε0 < min{1, N−1} = min{1, (f1γ + P1)
−1}.
(16)
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Отже, справедливе наступне твердження.
Теорема. Нехай вироджена породжую-

ча крайова задача при довiльних неоднорi-
дностях f (t) ∈ C q−1 [ a, b] i α ∈ R m не має
розв’язкiв. Тодi крайова задача (1), (2) при
умовi (3):

rank
[
B0 := PQ∗d

(
l1Xr (·)−

−l

( ·∫

a

Xn−s (·) Y ∗
n−s (τ) A1(τ)Xr(τ)dτ−

−Φ (·)
q−1∑

k=0

Ik
dk

dtk

([
Ψ∗ (t) LΦ (t)

]−1

×

×Ψ∗ (t) A1(t)Xr(t)

)
(·)

))]
= d,

(d = m− rank Q)

має ρ = (n − s − m) -параметричну сiм’ю
лiнiйно незалежних розв’язкiв у виглядi ча-
стини ряду Лорана (4):

x (t, cρ) =
+∞∑
i=−1

εi
[
xi (t, ci) + X i (t) Pρcρ

]

∀ cρ ∈ Rρ,

який є збiжним при будь-яких t ∈ [a, b] i
при кожному фiксованому достатньо ма-
лому ε ∈ (0; ε0] , де згiдно формули (16)

ε0 < min{1, (f1γ + P1)
−1},

f1, γ, P1 – константи, а коефiцiєнти
xi (t, ci), ci, X i(t) визначаються за форму-
лами (5) – (10).

Таким чином, формула (16) дає оцiнку
збiжностi побудованого ряду (4) вiдповiдної
крайової задачi (1), (2).
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