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Â äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷i óïðàâëiííÿ íåëiíiéíèìè ñèñòåìàìè iç êâàäðàòè÷íèì
êðèòåði¹ì ÿêîñòi. Ìåòîäîì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëiííÿ ó âèãëÿäi óïðàâëiííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì.

Control problems of nonlinear systems with quadratic performance criterion is studied in
present paper. An existence of optimal control as control with inverse relation is proved by the
using of dynamic programming method.

Âñòóï. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ äàíî¨
ðîáîòè ¹ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëiííÿ
ñèñòåìàìè íåëiíiéíèõ ïî ôàçîâèõ ïåðåìiùå-
ííÿõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç êâàäðàòè-
÷íèì êðèòåði¹ì ÿêîñòi. Öi êðèòåði¨ âiäiãðà-
þòü ðîëü ïîâíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè i, òàêèì ÷è-
íîì, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëiííÿ ¹ çà-
äà÷åþ óïðàâëiííÿ ç ìiíiìàëüíèìè çàòðàòà-
ìè. Â îñòàííié ÷àñ öi çàäà÷i çíàéøëè çàñòî-
ñóâàííÿ â ôiíàíñîâié ìàòåìàòèöi ó çâ'ÿçêó iç
ðåãóëþâàííÿì ïîðòôåëÿ öiííèõ ïàïåðiâ ïðè
îáìåæåíèõ ðåñóðñàõ [1].

Çàäà÷à, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ â öié ðîáîòi, ¹
îáåðíåíèì ðåçóëüòàòîì äî âiäîìî¨ çàäà÷i
ïðî íåëiíiéíèé ðåãóëÿòîð [2], òîáòî çàäà-
÷i óïðàâëiííÿ íåëiíiéíî¨ ïî ôàçîâèõ çìií-
íèõ ñèñòåìè iç êâàäðàòè÷íèì êðèòåði¹ì ÿêî-
ñòi. Äîáðå âiäîìî, ùî ó âèïàäêó äîäàòíî¨
âèçíà÷åíîñòi âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi êâàäðàòè-
÷íî¨ ôîðìè ïðè óïðàâëiííi â ôóíêöiîíà-
ëi, äàíà çàäà÷à ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i, áiëüøå òî-
ãî, çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëiííÿ
çâîäèòüñÿ äî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ðiêêà-
òi. Ïðè öüîìó îïòèìàëüíå óïðàâëiííÿ ëiíié-
íå ïî ôàçîâèõ ïåðåìiùåííÿõ. Â ïîäàëüøîìó
çàäà÷à óçàãàëüíþâàëàñÿ â ðiçíèõ íàïðÿì-
êàõ. Â ðîáîòàõ [3], [4] ðîçãëÿäàëîñü óçàãàëü-
íåííÿ öi¹¨ çàäà÷i íà íåñêií÷åííîâèìiðíi ñòî-
õàñòè÷íi ñèñòåìè, â [5] ðîçãëÿíóòî âèïàäîê,
êîëè êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë íå îáîâ'ÿç-
êîâî íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíèé.

Íàøà ðîáîòà ïðåäñòàâëÿ¹ óçàãàëüíåí-

íÿ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íî¨ çàäà÷i íà âèïàäîê
óïðàâëiííÿ íåëiíiéíèìè ïî ôàçîâèõ çìiííèõ
ñèñòåìàìè. Íà âiäìiíó âiä ëiíiéíîãî âèïàä-
êó, ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ Áåëë-
ìàíà óæå íå ìîæíà øóêàòè ó âèãëÿäi êâà-
äðàòè÷íî¨ ôîðìè. Â ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ
ðîçâ'ÿçóâàòè öå ðiâíÿííÿ êëàñè÷íèì ìåòî-
äîì õàðàêòåðèñòèê [6], ç äîâåäåííÿì ìîæëè-
âîñòi ïðîäîâæóâàíîñòi ëîêàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó
íà âñþ îáëàñòü.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Â ïðîñòîði Rn

ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëiííÿ ç êâàäðàòè÷íèì ïî óïðàâëií-
íþ êðèòåði¹ì ÿêîñòi

dx
dt

= f(t, x) + B(t)u
x(s) = y

(1)

I(s, y, u) = ϕ(τ, x(τ))+

τ∫
s

[ψ(t, x(t)) + (N(t)u(t), u(t))]dt → inf (2)

Òóò t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, Q0 = (0, T ) × Rn,
Q - îáìåæåíà ïiäîáëàñòü Q0 ç ãðàíèöåþ ∂Q.
Íåõàé ∂Q ¹ n-âèìiðíà ãiïåðïîâåðõíÿ â Rn+1,
ïàðàìåòðè÷íî çàäàíà ðiâíÿííÿìè:

t = ξ0(s), x = ξ(s), ξ = (ξ1, ...ξn), s =
= (s1, ...sn) ⊂ D ⊂ Rn, D - îáëàñòü â Rn.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî ξ0, ξ - ãëàäêi ôóíêöi¨
ñâî¨õ àðãóìåíòiâ, âiäîáðàæåííÿ ξ̄ = (ξ0, ξ) :
D → Rn+1 - âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå i âåêòîðè
∂ ¯ξ(s)
∂s1

, ... ∂ ¯ξ(s)
∂sn

ëiíiéíî íåçàëåæíi, u ∈ Rm -
ïàðàìåòð óïðàâëiííÿ.
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Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ãiïåðïîâåðõíÿ ∂Q
ïðàâèëüíî âêëàäåíà â Rn+1, òîáòî êîæíà ïî-
ñëiäîâíiñòü {s(k)}, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ s∗ ∈ D òàêå,
ùî ξ̄(s(k)) → ξ̄(s∗) çáiãà¹òüñÿ äî s∗. Ïî÷àòêî-
âå çíà÷åííÿ (s, y) íàëåæèòü Q, τ - ìîìåíò
ïåðøîãî äîñÿãíåííÿ ãðàíèöi Q (ìîìåíò ïåð-
øîãî âèõîäó iç Q) òî÷êîþ (t, x(t)).

Âiäíîñíî ôóíêöié, ùî âõîäÿòü â (1), áó-
äåìî ââàæàòè âèêîíàíèìè ïðèïóùåííÿ:

1) ôóíêöi¨ ϕ(t, x) i ψ(t, x) - íåâiä'¹ìíi,
ãëàäêi ïî ñâî¨ì àðãóìåíòàì â Q̄, ïðè÷îìó ∂ψ

∂x
- ëiïøèöåâà ïî x â Q̄ (Q̄ - çàìèêàííÿ Q);

2)f(t, x) - ãëàäêà â Q̄ i ∂f
∂x

- ëiïøèöåâà ïî
x â Q̄;

3)n×m-âèìiðíà ìàòðèöÿ B(t) - ãëàäêà â
Q̄;

4)m×m-âèìiðíà ìàòðèöÿ N(t) - äîäàòíî
âèçíà÷åíà â Q̄ i ãëàäêà ïî t.

Óïðàâëiííÿ u = u(t, x) ⊂ Rm áóäåìî øó-
êàòè ÿê óïðàâëiííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì, äå
u(t, x) íåïåðåðâíà â Q̄ ïî ñóêóïíîñòi çìiííèõ
i ëiïøèöåâà ïî x â äàíié îáëàñòi. Ïðèïóñòè-
ìèìè æ áóäåìî ââàæàòè u = u(t), ÿêùî u(t)
- íåïåðåðâíà ïî t i u(t) ∈ Rm.

Ïðè öèõ ïðèïóùåííÿõ áóäåìî ðîçâ'ÿçóâà-
òè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëiííÿ (1), (2).

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i äèíàìi÷íîãî ïðî-
ãðàìóâàííÿ Áåëëìàíà, âðàõîâóþ÷è óìîâè
íà ïðàâó ÷àñòèíó ñèñòåìè (1) i äîïóñòèìiñòü
óïðàâëiííÿ u, iç ñòàíäàðòíèõ òåîðåì iñíó-
âàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi âè-
ïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi xu(t, s, y)
ñèñòåìè (1) ïðè ïiäñòàíîâöi â (1) çàìiñòü u
äîïóñòèìîãî óïðàâëiííÿ u(t), iñíó¹ äî ìî-
ìåíòó éîãî âèõîäó íà ãðàíèöþ îáëàñòi Q.

Ïîçíà÷èìî Lu = ∂
∂t

+ (f(t, x) + B(t)u, ∂
∂x

)
- îïåðàòîð Ëÿïóíîâà ñèñòåìè (1).

Çãiäíî òåîðåìè 4.4 iç ([2], ñò. 122) ðiâíÿí-
íÿ Áåëëìàíà çàäà÷i (1), (2) ìà¹ âèãëÿä:

min
u∈Rm

[LuV (t, x)+ψ(t, x)+(N(t)u, u)] = 0 (3)

ç ãðàíè÷íîþ óìîâîþ

V (t, x) = ϕ(t, x), (t, x) ∈ ∂Q (4)

Àáî â áiëüø ðîçãîðíóòîìó âèäi:
∂V

∂t
+ (f(t, x),

∂V

∂x
) + ψ(t, x)+

+ min
u∈Rm

{(B(t)u), ∂V
∂x

) + (N(t)u, u)} = 0 (5)
Ïîõiäíà ïî u âèðàçó â ôiãóðíèõ äóæêàõ ìà¹
âèä:

B∗(t)
∂V

∂t
+ 2N(t)u,

(* - îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ). Ïðèðiâíþþ÷è
îñòàííié âèðàç äî íóëÿ, îòðèìà¹ìî:

u = −1
2
N−1(t)B∗(t)∂V

∂x
(6)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (6) â (3), îòðèìà¹ìî ðiâíÿí-
íÿ Áåëëìàíà â ôîðìi, ùî ÿâíî íå âêëþ÷à¹
óïðàâëiííÿ:

∂V

∂t
+ (f(t, x),

∂V

∂x
) + ψ(t, x)−

−1
4
(B(t)N−1(t)B∗(t)∂V

∂x
, ∂V

∂x
) = 0 (7)

Äî íüîãî ïîòðiáíî ïðè¹äíàòè óìîâó:

V (t, x) = ϕ(t, x), (t, x) ∈ ∂Q (8)

Äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i óïðàâëiííÿ
(1),(2), çãiäíî âêàçàíî¨ âèùå òåîðåìè ([2],
ñò. 122) ïîòðiáíî äîâåñòè iñíóâàííÿ â Q
ãëàäêîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (7),(8).
Ïîäàëüøà ÷àñòèíà ðîáîòè ïîâ'ÿçàíà ç
äîâåäåííÿì äàíîãî ôàêòó.

Ââåäåìî äåÿêi íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ i
ïðèïóùåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p0 = V

′
t , p =

(p1, ..., pn) = (V
′
x1

, ..., V
′
xn

), p̄ = (p0, p).
Òîäi ëiâà ÷àñòèíà (7) ìàòèìå âèãëÿä:

F (t, x, p̄) = p0 + (f(t, x), p) + ψ(t, x)−

−1

4
(B(t)N−1(t)B∗(t)p, p) = 0

Îñêiëüêè âåêòîð ∂F
∂p̄

çàâæäè ìà¹ ñâî¹þ
ïåðøîþ êîìïîíåíòîþ 1, òî ïîâåðõíÿ

F (t, x, p̄) = 0 (9)

ðåãóëÿðíà.
Äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (7),(8) çàäàìî ãðàäi¹íò øóêàíî¨ ôóí-
êöi¨ â òî÷êàõ ∂Q. Î÷åâèäíî, çíà÷åííÿ ãðàäi-
¹íòà ïîòðiáíî øóêàòè ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ p̄ =
p̄(s) ñèñòåìè ðiâíÿíü

{
p̄ ∂ξ̄

∂si
− ∂ϕ(ξ̄(s))

∂si
= 0, i = 1, n

F (ξ̄(s), p̄) = 0
(10)
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Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñèñòåìà ðiâíÿíü (10)
ìà¹ ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê p̄ = p̄(s), s ∈ D i ïî-
÷àòêîâà ïîâåðõíÿ F : t = ξ0(s), x = ξ(s), V =
ϕ(ξ̄(s)), p̄ = p̄(s), s ∈ D íåîñîáëèâà, òîáòî âå-
êòîðè

F (ξ0(s),ξ(s),p̄(s))
∂p̄

, ∂ξ̄(s)
∂s1

, ..., ∂ξ̄(s)
∂sn

(11)

ëiíiéíî íåçàëåæíi, äëÿ êîæíîãî s ∈ D.
Ìà¹ ìiñöå

Òåîðåìà 1. ßêùî ãiïåðïîâåðõíÿ ∂Q ïðà-
âèëüíî âêëàäåíà â Rn+1, âèêîíàíi óìîâè 1)-
4), òî êðàéîâà çàäà÷à (7),(8) ìà¹ ¹äèíèé â Q̄
ðîçâ'ÿçîê, íåïåðåðâíèé ðàçîì çi ñâî¨ìè ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà-
÷ó (7),(8) ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ïî÷àòêî-
âà ïîâåðõíÿ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè:

t = ξ0(s), x = ξ(s),

V = ϕ(ξ0(s), ξ(s)), p̄ = p̄(s), s ∈ D (12)
Âèïèøåìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó õàðàêòåðè-
ñòèê:





dt
dα

= 1
dx
dα

= f(t, x)− 1
2
B(t)(N(t))−1B∗(t)p

dV
dα

= p0 + (p, f(t, x))−
−1

2
(B(t)(N(t))−1B∗(t)p, p)

dp0

dα
= −(∂f(t,x)

∂t
, p)− ∂ψ

∂t
+

+1
4

∂
∂t

(B(t)(N(t))−1B∗(t)p, p)
dp
dα

= −(∂f
∂x

)∗p− ∂ψ
∂x

(13)
Â äàíié ñèñòåìi äâà ïåðøèõ ðiâíÿííÿ â

îá'¹äíàíi ç îñòàííiì, ðîçâ'ÿçóþòüñÿ íåçàëå-
æíî âiä iíøèõ i â ñèëó óìîâ íà ïðàâi ÷àñòè-
íè ìàþòü ðîçâ'ÿçêè ïðè âñiõ (t, x) ∈ Q. Íå-
âiäîìi p0(α) i V (α) çíàõîäÿòüñÿ òîäi iç äâîõ
çàëèøèâøèõñÿ ðiâíÿíü ïðîñòèì iíòåãðóâàí-
íÿì. Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè iñíó-
þòü, ¹äèíi i ïðîäîâæóâàíi äî âèõîäó t i x íà
ãðàíèöþ îáëàñòi Q.

Îñêiëüêè ïî÷àòêîâà ïîâåðõíÿ (12) íåîñî-
áëèâà, à ãiïåðïîâåðõíÿ ∂Q ïðàâèëüíî âêëà-
äåíà â Rn+1, òî çà òåîðåìîþ 6.8 ([6], ñò. 529),
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ç ïî÷àòêîâèìè äàíè-
ìè (12) iñíó¹, ¹äèíèé â äåÿêîìó îêîëi ∂Q, ùî

ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi îáëàñòi Q, i ïðåäñòàâëÿ¹
äâi÷i ãëàäêó ôóíêöiþ V = V (t, x).

Ïîäàëüøå äîâåäåííÿ áóäó¹òüñÿ íà ìî-
æëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ äàíîãî ëîêàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó íà âñþ îáëàñòü Q. Îòæå, íåõàé t0
- òàêå çíà÷åííÿ t ≤ T , ïðè ÿêîìó ÷àñòèíà
ãiïåðïîâåðõíi t = t0, ÿêà ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ
â âêàçàíîìó îêîëi ∂Q iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó,
ìà¹ íàñòóïíó âëàñòèâiñòü: ðîçâ'ÿçêè ñèñòå-
ìè (13), ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ íà öié ÷àñòèíi,
çàëèøàþòü âêàçàíèé îêië iñíóâàííÿ V (t, x)
òiëüêè ÷åðåç ∂Q, äëÿ äîâiëüíîãî äîïóñòèìî-
ãî óïðàâëiííÿ u. Â ñèëó êîìïàêòíîñòi Q̄ òàêå
t0 iñíó¹. Ïðè öüîìó ãiïåðïîâåðõíÿ t = t0 âiä-
òèíà¹ âiä îáëàñòi Q ïiäîáëàñòü Qt0 iñíóâàí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó V (t, x) ðiâíÿííÿ (7) ç êðàéîâîþ
óìîâîþ (8).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó îïòèìiçàöi¨ (1),
(2) â Qt0 , (s, y) ∈ Qt0 , à τ - ìîìåíò ïåðøîãî
äîñÿãíåííÿ ãðàíèöi Qt0 . Iç ïîáóäîâè Qt0 âè-
ïëèâà¹, ùî τ ¹ ìîìåíòîì ïåðøîãî äîñÿãíåí-
íÿ ∂Q. Iç âêàçàíî¨ âèùå òåîðåìè 4.4 ([2], ñò.
122) âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê V (t, x) çàäà÷i
(7), (8) ñïiâïàäà¹ ç ôóíêöi¹þ Áåëëìàíà çà-
äà÷i (1), (2) ïðè (t, x) ∈ Qt0 . Ïðè öüîìó îïòè-
ìàëüíå óïðàâëiííÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6),
à éîãî çíà÷åííÿ íà ∂Q âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

ū(t, x)|∂Q=−1

2
N−1(ξ0(s))B

∗(ξ0(s))P (s), (14)

s ∈ D.
Ïîêàæåìî, ùî ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ V (t, x)

îáìåæåíèé äåÿêîþ êîíñòàíòîþ, ÿêà íå çàëå-
æèòü âiä îáëàñòi Qt0 . Äëÿ öüîãî, ïî-ïåðøå,
ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ Áåëëìàíà çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíîìiðíî â Qt0 óìîâó Ëiïøèöÿ ïî ïðî-
ñòîðîâié çìiííié, ç êîíñòàíòîþ, ùî íå çàëå-
æèòü âiä t0.

Îñêiëüêè iíôiíóì ñiì'¨ ôóíêöié çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ, òî òâåðäæåííÿ áó-
äå äîâåäåíî, ÿêùî ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëiííÿ u, ôóí-
êöiÿ I(s, y, u) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ
ïî y çi ñòàëîþ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó
óïðàâëiííÿ.

Â (1), (2) âiä iíòåãðàëüíîãî ôóíêöiîíàëó
ïåðåéäåìî äî òåðìiíàëüíîãî:
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{
ẋ0 = ψ(t, x) + (N(t)u, u)
ẋ = f(t, x) + B(t)u

(15)

x(s) = y, x0(s) = 0.

I(s, y, u) = ϕ(τ, x(τ)) + x0(τ) → inf (16)
Òóò τ = τ(y) - ìîìåíò âèõîäó òî÷êè (t,x(t))
íà ∂Q, x(t) - ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi x(s) = y.
Îñêiëüêè â îáëàñòi Qt0 çàäà÷à (15), (16) ìà¹
ðîçâ'ÿçîê, ïðè öüîìó îïòèìàëüíå óïðàâëi-
ííÿ ìà¹ âèãëÿä (6), à íà ∂Q âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (14), òî iíôiíóì â (16) ïî âñiõ
äîïóñòèìèõ óïðàâëiííÿõ ñïiâïàäà¹ ç iíôiíó-
ìîì ïî óïðàâëiííÿõ, ÿêi íà ∂Q ìàëî âiäði-
çíÿþòüñÿ âiä ū, òîáòî äëÿ äåÿêîãî δ > 0 çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó

|u(ξ0(s))− 1

2
N−1(ξ0(s))B

∗(ξ0(s))P (s)| <

< δ, s ∈ D (17)
Ïîêàæåìî îáìåæåíiñòü ãðàäi¹íòà ôóíêöi¨

I(s, y, u) ïî y äåÿêîþ àáñîëþòíîþ êîíñòàí-
òîþ, ÿêà íå çàëåæèòü íi âiä u, ùî çàäîâîëü-
íÿþòü (17), íi âiä s i t0. Äëÿ öüîãî, î÷åâè-
äíî, äîñòàòíüî ïîêàçàòè ãëàäêiñòü i îáìåæå-
íiñòü ãðàäi¹íòà τ(y) - ìîìåíòó âèõîäó. Äàëi
∂Q çðó÷íî ïåðåïèñàòè â âèãëÿäi Φ(t, x) = 0,
äå Φ - ãëàäêà ïî ñâî¨õ àðãóìåíòàì ôóíêöiÿ.
Ïîçíà÷èìî x(t, s, y) - ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
ñèñòåìè (1) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (s, y). Òî-
äi ìîìåíò τ(y) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Φ(τ, x(τ, s, y)) = 0 (18)

Â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè (s, y) ∈ Q (s -
ôiêñó¹ìî) çàñòîñó¹ìî òåîðåìó ïðî íåÿâíó
ôóíêöiþ äî âiäîáðàæåííÿ Φ(τ, x(τ, s, y)) =
G(τ, y). Éîãî ãëàäêiñòü ïî τ i y âèïëèâà¹
iç ãëàäêîñòi ãðàíèöi îáëàñòi Q i ãëàäêîñòi
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ïî ïî÷àòêîâèõ äàíèõ.
Îá÷èñëèìî ∂G

∂τ
â òî÷öi (τ, y), êîëè τ - ìîìåíò

äîñÿãíåííÿ ãðàíèöi.

∂G

∂τ
= Φ

′
τ

∣∣∣∣
∂Q

+ Φ
′
x

∣∣∣
∂Q

(f(τ, x(τ, s, y))+

+B(τ)u(τ)) 6= 0 (19)

Îñòàíí¹ âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî
ïîâåðõíÿ Γ íåîñîáëèâà. Òîäi âå-
êòîð (1, f(τ, x(τ, s, y)) + B(τ)ū(τ)) =
(1, f(τ, x(τ, s, y)) − 1

2
B(τ)N−1(τ)B∗(τ)P (τ))

i âåêòîðè ξ
′
0, ..., ξ

′
n - ëiíiéíî íåçàëåæíi,

òîìó âåêòîð (1, f(τ, x(τ, s, y)) − 1
2
B(τ)×

N−1(τ)B∗(τ)P (τ)) íå íàëåæèòü äîòè÷íîìó
ïðîñòîðó äî ∂Q, à òîìó íå îðòîãîíàëüíèé
äî âåêòîðà (Φ

′
τ , Φ

′
x). Òîäi, î÷åâèäíî (19)

âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ óïðàâëiííÿ, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü (17) äëÿ äîñèòü ìàëèõ δ. Òîìó
ñïiââiäíîøåííÿ (18) â îêîëi êîæíî¨ òî÷êè y
âèçíà÷à¹ ãëàäêó ôóíêöiþ τ(y) òàêó, ùî

Φ(τ, x(τ, s, y)) ≡ 0.

Äèôåðåíöiþþ÷è ïî y îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåí-
íÿ, îòðèìà¹ìî, ùî

∂τ

∂y
= −

[
∂Φ

∂t
+

∂Φ

∂x
(f(τ, x(τ, s, y)) + B(τ)u(τ))

]−1

×x(τ,s,y)
∂y

. (20)

Àëå ïîõiäíà x(τ,s,y)
∂y

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ â
âàðiàöiÿõ

dz

dt
=

∂f(t, x(t, s, y))

∂x
z,

ÿêå ¹ ëiíiéíèì ç îáìåæåíîþ ìàòðèöåþ, ìà¹
ðiâíîìiðíî ïî t ∈ [0, τ ], (s, y) ∈ Q îáìåæå-
íi ðîçâ'ÿçêè. Iç îñòàííüîãî òà ñïiââiäíîøåí-
íÿ (20), âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi ðîçãëÿäóâà-
íèõ îáëàñòåé, óìîâè (17), îòðèìà¹ìî îáìå-
æåíiñòü ãðàäi¹íòà ∂τ

∂y
äåÿêîþ ñòàëîþ, ÿêà íå

çàëåæèòü âiä t0, s i óïðàâëiííÿ ç óìîâîþ
(17).

Òàêèì ÷èíîì, I(s, y, u) çàäîâîëüíÿ¹ ïî y
óìîâó Ëiïøèöÿ ç ñòàëîþ, ùî íå çàëåæèòü
âiä s i u. Îòæå i ôóíêöiÿ Áåëëìàíà çàäî-
âîëüíÿ¹ òàêó æ óìîâó ïî ïðîñòîðîâié çìií-
íié, à, çíà÷èòü, ó âèïàäêó ¨¨ ãëàäêîñòi, ìà¹ìî
ïî öèì çìiííèì îáìåæåíi ïîõiäíi. Îáìåæå-
íiñòü ¨¨ ïîõiäíî¨ ïî t âèïëèâà¹ òîäi iç ðiâíÿ-
ííÿ (7).

Îñêiëüêè íóëü äà¹ íèæí¹ çíà÷åííÿ êðè-
òåðiþ ÿêîñòi, à óïðàâëiííÿ u ≡ 0 éîãî âåðõí¹
çíà÷åííÿ â Q̄, òî i ñàìà ôóíêöiÿ Áåëëìàíà
îáìåæåíà â Q̄.
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Ïîïåðåäíi îöiíêè íå çàëåæàëè âiä t0, òî-
ìó ìè ïîêàçàëè, ùî ó âèïàäêó ãëàäêîñòi
ôóíêöi¨ Áåëëìàíà, âîíà ñàìà i âñi ¨¨ ÷àñòèííi
ïîõiäíi ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â äåÿêié îáìå-
æåíié îáëàñòi, ùî íå çàëåæèòü âiä t0.

Ïðîäîâæèìî òåïåð îòðèìàíèé ëîêàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê íà âñþ îáëàñòü Q. Äëÿ öüîãî ðîç-
ãëÿíåìî ãiïåðïëîùèíó t = t0, x = s, ÿê íîâó
ïî÷àòêîâó ïîâåðõíþ â Rn+1. Âîíà, î÷åâèäíî,
ïðàâèëüíî âêëàäåíà â Rn+1. Íîâi ïî÷àòêîâi
äàíi äëÿ ðiâíÿííÿ (7) áóäóòü ìàòè âèãëÿä:

t = t0, x = s, V = V (t0, s),

p̄ = gradV (t0, s). (21)
Íåâàæêî áà÷èòè, ùî äëÿ íèõ âèêîíàíà

óìîâà (11), òîáòî ïî÷àòêîâà ïîâåðõíÿ íå-
îñîáëèâà. Òîìó, âíàñëiäîê òåîðåìè ([6], ñò.
529) ðîçâ'ÿçîê ïðîäîâæóâàíèé íà iíòåðâàë
|t− t0| ≤ h.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè, âíàñëiäîê êîì-
ïàêòíîñòi Q̄, çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî h íå
çàëåæèòü âiä t0.

Iç äîâåäåííÿ âèùå âêàçàíî¨ òåîðåìè
âèïëèâà¹, ùî ïîòðiáíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(7),(8) áóäó¹òüñÿ ïî ¨¨ õàðàêòåðèñòèêàì, ÿê
ðîçâ'ÿçêàì

t = α + t0, x = χ(t− t0, t0, s), (22)
V = V (t− t0, t0, s), p̄ = p̄(t− t0, t0, s).

ñèñòåìè (13) ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè
t0, s, V (t0, s), V

′
t (to, s), V

′
xi

(to, s), i = ¯1, n,
äå s ∈ Rn, ùî (t0, s) ∈ Q. Çà äîâåäåíèì
âèùå, âîíè íàëåæàòü äåÿêîìó êîìïàêòó K
ïðîñòîðó R2n+3. Íåîñîáëèâiñòü ïî÷àòêîâî¨
ïîâåðõíi äîçâîëÿ¹ ãëàäêî ðîçâ'ÿçàòè äðóãå
iç ðiâíÿíü (22) âiäíîñíî s â äåÿêîìó îêîëi
t0. Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíå ñïiââiäíîøåííÿ
â äâà îñòàííiõ ðiâíÿííÿ iç (22), îòðèìà¹ìî
ïîòðiáíèé, äâi÷i ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê.

Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî îêië ðîçâ'ÿçíî-
ñòi äðóãîãî ðiâíÿííÿ iç (22) íå çàëåæèòü âiä
t0.

Àíàëiçóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî íå-
ÿâíó ôóíêöiþ, çàñòîñîâóþ÷è äî äðóãîãî
ñïiââiäíîøåííÿ â (22), ìîæíà ïîìiòèòè,
ùî äëÿ íåçàëåæíîñòi âiä t0 îêîëó éî-
ãî ðîçâ'ÿçíîñòi, âðàõîâóþ÷è êîìïàêòíiñòü

îáëàñòi ïî÷àòêîâèõ äàííûõ, äîñòàòíüî íå-
ïåðåðâíî¨ äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ χ(t −
t0, t0, s, V (t0, s), P̄ (t0, s)) ïî ñâî¨õ àðãóìåíòàõ.
Öå âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 5.11([5], ñò. 410) ïðî
äèôåðåíöiþâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi â
ïðèðîäíié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ, ÿêà ¹ âiä-
êðèòîþ, çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ. Òîìó ôóíêöiÿ
χ(t− t0, t0, s, V (t0, s), P̄ (t0, s)) ðiâíîìiðíî íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ïî ïî÷àòêîâèõ äà-
íèõ iç âêàçàíîãî êîìïàêòó K i ïî t, ïðè
|t − t0| < h, äå h íå çàëåæèòü âiä ïî÷àòêî-
âèõ äàíèõ iç K. Îòæå ôóíêöiÿ V (t, x) äâi÷i
ãëàäêî ïðîäîâæó¹òüñÿ íà âiäðiçîê [t0−h, t0].
Âíàñëiäîê ãëàäêîñòi âîíà ñïiâïàäà¹ â íîâié
îáëàñòi ç ôóíêöi¹þ Áåëëìàíà, à çíà÷èòü äëÿ
íå¨ i ¨¨ ãðàäi¹íòiâ ñïðàâåäëèâi àïðiîðíi îöií-
êè, ùî îòðèìàíi âèùå. Ç íèõ âèïëèâà¹, ùî
íîâi ïî÷àòêîâi äàíi (t0 − h, s, V (t0 − h, s)),
gradV (t0 − h, s) íàëåæàòü êîìïàêòó K, ùî
äîçâîëÿ¹ çíîâó çàñòîñóâàòè îïèñàíó ïðîöå-
äóðó. Òåîðåìó äîâåäåíî.

ßê íàñëiäîê iç äîâåäåíî¨ òåîðåìè, îòðè-
ìó¹òüñÿ ðåçóëüòàò ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü âèõiäíî¨
îïòèìiçàöiéíî¨ çàäà÷i.
Òåîðåìà 2. Ïðè âèêîíàíi óìîâ òåîðåìè 1
çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Ïðè öüî-
ìó îïòèìàëüíå óïðàâëiííÿ çàäà¹òüñÿ ôîð-
ìóëîþ (6), äå ôóíêöiÿ V - äâi÷i ãëàäêèé
ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (7),(8).
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