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ÏÐÎ ÑÒIÉÊIÑÒÜ ËIÍIÉÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ IÇ ÇÀÏIÇÍÅÍÍßÌ
Ñõåìà àïðîêñèìàöi¨ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çàñòîñîâàíà äî ëiíiéíèõ ñòàöiîíàðíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì. Âñòà-
íîâëåíà îöiíêà ìåæi çàïiçíåííÿ ïðè ÿêîìó íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì ¹ àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêèé.

An approximation scheme for di�erential-di�erence equations by systems of ordinary di-
�erential equations is applied to linear systems with time lag. An estimate for time lag when the
trivial solution is asymptotically stable is obtained.

1. Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ëiíiéíèõ ñèñòåì
iç çàïiçíåííÿì ¹ âàæëèâîþ ïðèêëàäíîþ çà-
äà÷åþ, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ ó áàãàòüîõ íàóêîâèõ
ðîáîòàõ [1-4]. Äëÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì iç ñòà-
ëèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ñòàëèìè çàïiçíåí-
íÿìè óìîâîþ ¨õ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi ¹
âiä'¹ìíiñòü äiéñíèõ ÷àñòèí êîðåíiâ âiäïîâiä-
íèõ êâàçiïîëiíîìiâ. Çíàõîäæåííÿ âñiõ êîðå-
íiâ êâàçiïîëiíîìiâ ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ çà-
äà÷åþ, òîìó âàæëèâå çíà÷åííÿ ïðè äîñëi-
äæåííi íà ñòiéêiñòü íàáóâàþòü îçíàêè âiä'-
¹ìíîñòi äiéñíèõ ÷àñòèí âñiõ êîðåíiâ êâàçiïî-
ëiíîìà.

Â iíæåíåðíié ïðàêòèöi ñèñòåìè iç çàïiçíå-
ííÿì ÷àñòî çàìiíþþòüñÿ ñèñòåìàìè áåç çà-
ïiçíåííÿ íà îñíîâi òîãî, ùî âîíî ìàëå [2, 3].
Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî ðåæèì ñòiéêîñòi
ñèñòåìè iç çàïiçíåííÿì àíàëîãi÷íèé ðåæèìó
ñòiéêîñòi ñèñòåì áåç çàïiçíåííÿ. Âàæëèâîþ
çàäà÷åþ â öüîìó âèïàäêó ¹ çíàõîäæåííÿ ìå-
æi çàïiçíåííÿ, äëÿ ÿêî¨ çáåðiãàþòüñÿ öi ÿêi-
ñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ [5-8].

Ó äàíié ðîáîòi çäiéñíåíî àíàëiç ðÿäó
àëãîðèòìiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü îöiíèòè âåðõ-
íþ ìåæó âåëè÷èíè çàïiçíåííÿ ïðè ÿêîìó
çáåðiãà¹òüñÿ ñòiéêiñòü. Çàñòîñîâàíî ñõåìó
àïðîêñèìàöi¨ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì ñèñòå-
ìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ÿêà äîçâîëÿ¹ áiëüø òî÷íî îöiíèòè îáëàñòü
ñòiéêîñòi ëiíiéíèõ ñèñòåì iç çàïiçíåííÿì.
Ñõåìó àïðîêñèìàöi¨ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì
ïîøèðåíî íà îäèí êëàñ äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü.

2. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ñèñòåìó äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì

x′(t) = Ax(t) + Bx(t− τ), (1)

äå A, B � ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi n × n, x ∈
Rn, τ > 0.

Âiäîìî [1], ùî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ
óìîâîþ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1) ¹
ðîçìiùåííÿ íóëiâ ¨¨ êâàçiïîëiíîìà

D(λ) = det(λE − A−Be−λτ ) (2)

â ïiâïëîùèíi Reλ < 0.
Ïåðåâiðêà öüîãî êðèòåðiþ íà ïðàêòèöi ¹

äîñòàòíüî ñêëàäíîþ, òîìó ðîçãëÿäàþòü iíøi
äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi, ÿêi ïðîñòiøi äëÿ
ïåðåâiðêè. Çîêðåìà, ïðè ìàëîìó çàïiçíåííi
τ ñèñòåìà (1) çàìiíþ¹òüñÿ ñèñòåìîþ áåç çà-
ïiçíåííÿ [5-8]

x′(t) = (A + B)x(t). (3)

Òåîðåìà 1 [6]. ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè (3) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé,
òî iñíó¹ äîäàòíà ñòàëà ∆ = ∆(A,B) > 0
òàêà, ùî ïðè óìîâi 0 ≤ τ ≤ ∆ íóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) òàêîæ àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé.

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ âå-
ëè÷èíè çàïiçíåííÿ ∆ ïðè ÿêîìó òåîðåìà 1
¹ âiðíîþ.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïåðøi îöiíêè âåëè÷è-
íè ∆ áóëè âñòàíîâëåíi â ðîáîòi [7]. Îäíàê
íà ïðàêòèöi âîíè âèÿâèëèñü äóæå ãðóáèìè.
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Ïîäàëüøå ¨õ óòî÷íåííÿ áóëî çäiéñíåíî â ðî-
áîòàõ [5,8].

ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3)
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, òîäi äëÿ äîâiëüíî¨
ñèìåòðè÷íî¨ äîäàòíîâèçíà÷åíî¨ ìàòðèöi Ñ
iñíó¹ ¹äèíà äîäàòíîâèçíà÷åíà ìàòðèöÿ Í,
ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà [7]

(AT + BT )H + H(A + B) = −C. (4)

Òåîðåìà 2 [8]. ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
ñèñòåìè (3) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, òîäi
ïðè 0 ≤ τ ≤ ∆, äå

∆ = λmin(C)[2(||A||+ ||B||)||HB||]−1×
×(λmin(H)/λmax(H))

1
2 , (5)

íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) òàêîæ
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Çàóâàæåííÿ. Îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ ∆
çà ôîðìóëîþ (5) ¹ äîñòàòíüî òåõíi÷íî
ñêëàäíèì. Âåëè÷èíó ∆ ìîæíà ïîêðàùèòè
çà ðàõóíîê âäàëîãî âèáîðó ìàòðèöi C.

Â ðîáîòi [9] îïèñàíà ïðîñòà äîñòàòíÿ óìî-
âà ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (1) ïðè âñiõ
τ ∈ [0; ∆], ∆ > 0 .

Òåîðåìà 3 [9]. Ñèñòåìà (1) ñòiéêà ïðè
áóäü-ÿêîìó çàïiçíåííi τ ∈ [0; ∆] , ÿêùî âè-
êîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) ìàòðèöÿ A + B ñòiéêà;
2) ñïðàâäæó¹òüñÿ ìàòðè÷íà ðiâíiñòü

(E+jω(A+B)T )(E−jω(A+B))−∆2BT B > 0,
(6)

∀ω ≥ 0, j =
√−1.

3. Ñõåìè àïðîêñèìàöi¨ äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü ïîñëiäîâíiñòþ ñèñòåì
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ði-
çíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ äîáðå âè-
â÷åíi â ïðàöÿõ [10 - 12] íà ñêií÷åííîìó ií-
òåðâàëi.

ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ iç
çàïiçíåííÿì àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé, ìîæíà
ðîçãëÿäàòè áëèçüêiñòü i íà íåñêií÷åííîìó
iíòåðâàëi [13,14].

Ó âèïàäêó ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü iç çàïiçíåííÿì (1) àïðîêñèìóþ÷à ñè-
ñòåìà çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ìà¹ âèãëÿä [10, 14]

y′0(t) = Ay0(t) + Bym(t),
y′j(t) = µ(yj−1(t)− yj(t)),

j = 1,m, m ∈ N, µ = m
τ
.

(7)

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ñè-
ñòåìè (7)

Dm(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

λE − A 0 . . . 0 −B
−µE (µ− λE . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −µE (µ− λ)E

∣∣∣∣∣∣∣∣
(8)

ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü [14]

Dm(λ) = det

(
λE − A−B

(
λ

µ + λ

)m)
×
(9)

× (µ + λ)mn ,

à äëÿ ôiêñîâàíèõ λ ∈ Z ïîñëiäîâíiñòü ôóí-
êöié

Ψm(λ) =
Dm(λ)

(µ + λ)mn
, m ∈ N (10)

çáiãà¹òüñÿ ïðè m →∞ äî êâàçiïîëiíîìà (2).
Îñêiëüêè íóëi ôóíêöié Dm(λ) i Ψm(λ) ,

çãiäíî ðiâíîñòi (10), çáiãàþòüñÿ, òî íóëi õàðà-
êòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà (9) ìîæíà áðàòè
â ÿêîñòi íàáëèæåíèõ çíà÷åíü íåàñèìïòîòè-
÷íèõ íóëiâ êâàçiïîëiíîìà (2).

Òåîðåìà 4 [14]. ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (1) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé
(íåñòiéêèé), òîäi iñíó¹ m0 > 0 òàêå, ùî
ïðè m ≥ m0 íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7)
åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé (íåñòiéêèé).

ßêùî äëÿ âñiõ m ≥ m0 íóëüîâèé ðîçâ'ÿ-
çîê ñèñòåìè (7) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé
(íåñòiéêèé), òîäi é íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ (1) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé (íå-
ñòiéêèé).

Òåîðåìó 4 ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çíàõî-
äæåííÿ âåðõíüî¨ ìåæi çàïiçíåííÿ ó ñèñòåìi
(1) äëÿ ÿêî¨ çáåðiãà¹òüñÿ ñòiéêiñòü.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ñèñòåìè äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì (1) äðóãî-
ãî ïîðÿäêó. Ó öüîìó âèïàäêó, îá÷èñëþþ÷è
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âèçíà÷íèê (8), äiñòà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé
ìíîãî÷ëåí

Dm(λ) = s2·m+2 ·
(m

τ

)2

+ s2·m+1(−a11
m

τ
−

−a22
m

τ
− 2 ·

(m

τ

)2

) + s2·m(a11a22 + a11
m

τ
+

+a22
m

τ
+

(m

τ

)2

− a21a12) + sm+1(−b22
m

τ
−

−b11
m

τ
) + sm(a11b22 + b22

m

τ
+ b11a22+ (11)

+b11
m

τ
− a21b12 − a12b21) + b11b22 − b12b21

àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ó çðó÷íîìó âèãëÿäi
äëÿ ÷èñëîâîãî çíàõîäæåííÿ éîãî íóëiâ íà
ÅÎÌ.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ íóëiâ ìíîãî÷ëåíiâ ðîç-
ðîáëåíî ðÿä ñòàíäàðòíèõ ïðîöåäóð ó ñïå-
öiàëiçîâàíèõ ïàêåòàõ Mathematica, Maple,
Mathlab, Mathcad. Óñi íóëi ìíîãî÷ëåííà ñòå-
ïåíÿ n < 100 ìîæíà îá÷èñëèòè âèêîðè-
ñòîâóþ÷è âáóäîâàíó ôóíêöiþ Polyroots(v) iç
ïàêåòó Mathcad. Òóò v � n + 1 âèìiðíèé âå-
êòîð êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà. Ðåçóëüòàòîì
âèêîíàííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ¹ âåêòîð r, â ÿêîìó
çíàõîäÿòüñÿ íóëi ìíîãî÷ëåíà, ùî ðîçãëÿäà-
¹òüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì [9]

x′1(t) = x2(t)− 0, 7x2(t− τ),
x′2(t) = 1, 9x1(t)− 0, 5x2(t)− 2x1(t− τ).

(12)
Âñòàíîâèìî ìåæi çàïiçíåííÿ τ , ïðè ÿêié

íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé. Ùîá ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ
(5), âèçíà÷à¹ìî ìàòðèöþ Í iç ðiâíÿííÿ (4).
Ïîêëàäàþ÷è C =

(
1 0
0 1

)
äiñòà¹ìî H =

(
9, 667 5

5 4

)
, λmin(H) = 1, 087 , λmax(H) =

12, 581 .
Îòæå çãiäíî òåîðåìè 2 ñèñòåìà (12) àñèì-

ïòîòè÷íî ñòiéêà ïðè τ ≤ 2, 281 · 10−3 .
Ó ðîáîòi [9] âåðõíÿ ìåæà çàïiçíåííÿ äëÿ

ÿêî¨ ñèñòåìà ¹ ñòiéêîþ çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿì τ ≤ 0, 405.

Çàñòîñîâóþ÷è ñõåìó àïðîêñèìàöi¨
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü i òåî-
ðåìó 4 äiñòà¹ìî, ùî ñèñòåìà (12) ¹ ñòiéêîþ
ïðè τ ≤ 0, 81. Îñòàííÿ îöiíêà ¹ äîñèòü
òî÷íîþ, îñêiëüêè ïðè τ = 0, 811 çãiäíî
òåîðåìè 4 ñèñòåìà (12) âæå ¹ íåñòiéêîþ.

Íàâåäåíi ïðèêëàäè ïîêàçóþòü,
ùî çàñòîñóâàííÿ ñõåìè àïðîêñèìàöi¨
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü äî-
çâîëÿ¹ ðîçøèðèòè îáëàñòü ñòiéêîñòi
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü.

5. Ïîøèðèìî ñõåìó àïðîêñèìàöi¨ ðiâ-
íÿíü iç çàïiçíåííÿì [10,14] íà ëiíiéíi
äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

x′(t) = Ax(t) + Bx(t− τ) + C

∫ 0

−τ

x(t + s)ds,

(13)
äå A,B, C � äiéñíi ÷èñëà, τ > 0.
Õàðàêòåðèñòè÷íèé êâàçiïîëiíîì ðiâíÿí-

íÿ (13) ìà¹ âèãëÿä

λ = A + Be−λτ +
C

λ
(1− e−λτ ). (14)

Çàìiíþþ÷è iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâ-
íÿííÿ (13) çà ôîðìóëîþ ëiâèõ ïðÿìîêóòíè-
êiâ äiñòàíåìî äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâå ðiâ-
íÿííÿ

x′(t) = Ax(t) + Bx(t− τ)+

+C
1

n

n−1∑
i=0

x(t− τ +
iτ

n
), (15)

õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ÿêîãî ìà¹ âèãëÿä

λ = A + Be−λτ + C
1

n

n−1∑
i=0

e(−τ+ iτ
n )λ. (16)

Ëåìà 1. Äëÿ ôiêñîâàíèõ λ ∈ Z õàðàêòå-
ðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (16) àïðîêñèìó¹ êâàçi-
ïîëiíîì (14) ïðè n →∞.

Äîâåäåííÿ. Êâàçiïîëiíîì (16) ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

λ = A + Be−λτ + C
e−λτ

∑n−1
i=0 e

iτλ
n

n
. (17)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ñóìè ÷ëåíiâ
ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ ìà¹ìî

n−1∑
i=0

e
iλ
n =

1− eλτ

1− e
λτ
n

.

Òîäi ðiâíiñòü (17) ïåðåïèøåìî òàê

λ = A + Be−λτ +
Ce−λτ (1− eλτ )

n(1− e
λτ
n )

. (18)

Ïðè λ 6= 0 òà x ∈ R ìà¹ ìiñöå ãðàíèöÿ
lim

x→∞
1−e

λ
x

1
x

= −λ .
Ïåðåõîäÿ÷è òåïåð ó ðiâíîñòi (18) äî ãðà-

íèöi ïðè n →∞ îäåðæèìî ðiâíiñòü

λ = A + Be−λτ − C(e−λτ − 1)

λ
,

ÿêà ñïiâïàäà¹ iç êâàçiïîëiíîìîì (14).
Ëåìà 1 äîâåäåíà.
Àïðîêñèìó¹ìî ÄÐÐ (15) ñèñòåìîþ çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà ñõåìîþ
[10,12,14]




z′0(t) = Az0(t) + Bzm(t) + C 1
n

n−1∑
i=0

zli(t),

z′i(t) = m(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m,
li =

[(
iτ
n
− τ

)
m

]
.

(19)
Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí öi¹¨ ñèñòå-

ìè ìà¹ âèãëÿä

Dm(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− λ 0 . . . C
n

B + C
n

µ −(µ + λ). . . 0 0
0 µ . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . .−(µ + λ) 0
0 0 . . . µ −(µ + λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

(20)

Íóëi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà (20)
àïðîêñèìóþòü [12,14] íåàñèìïòîòè÷íi íóëi
êâàçiïîëiíîìà (16). Òîäi, çãiäíî ëåìè 1, íóëi
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà (20) áóäóòü

íàáëèæàòè i íåàñèìïòîòè÷íi íóëi êâàçiïî-
ëiíîìà (14) äëÿ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ (13).

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x′(t) =

∫ 0

−1

x(t + s)ds, (21)

õàðàêòåðèñòè÷íèé êâàçiïîëiíîì ÿêîãî ìà¹
âèãëÿä

λ2 = 1− e−λ. (22)
Àïðîêñèìó¹ìî ðiâíÿííÿ (21)

äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì

z′(t) =
1

n

n−1∑
i=0

z(t− 1 +
i

n
),

ÿêîìó ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìó
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿ-
äó (19).

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí àïðîêñè-
ìóþ÷î¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü áóäå ìàòè âèãëÿä

Dm(s) = sm+1 −msm − 1

n

n−1∑
i=0

mlism−li , (23)

äå li =
[(

iτ
n
− τ

)
m

]
.

Çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Polyroots iç ïàêåòó
Mathcad çíàõîäèìî êîðiíü ìíîãî÷ëåíà (23)
iç íàéáiëüøîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ ïðè n = 25
i m = 17. Äiñòà¹ìî λ = 0, 697.

Êîðiíü êâàçiïîëiíîìà (22) ç íàéáiëüøîþ
äiéñíîþ ÷àñòèíîþ, çíàéäåíèé ìåòîäîì ïîäi-
ëó âiäðiçêà íàâïië, äîðiâíþ¹ λ = 0, 7109 . Öå
çíà÷åííÿ äîáðå óçãîäæó¹òüñÿ iç îäåðæàíèì
âèùå íàáëèæåíèì çíà÷åííÿì, çãiäíî íàøîãî
àëãîðèòìó.
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