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ДО ДОСЛIДЖЕННЯ ОДНIЄЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI

Для дослiдження системи диференцiальних рiвнянь iз перетвореним аргументом та кра-

йовими умовами вигляду Ax(0)+Bx(T )+C
T∫
0

x(t)dt = d запропоновано модифiкацiю чисельно-

аналiтичного методу, в якому вiдсутнє визначальне рiвняння. Отримано достатнi умови iсну-
вання єдиного розв’язку крайової задачi та оцiнку похибки побудованих послiдовних набли-
жень.

We propose a modification of a numerical-analytic method without a determining equation
for investigation of a system of differential equations with a transformed argument and boundary

conditions in the form Ax(0) + Bx(T ) + C
T∫
0

x(t)dt = d. Sufficient conditions for the existence of a

unique solution of a boundary value problem and an error estimation of the constructed successive
approximations are obtained.

У працi [1] за допомогою класичної схеми
чисельно-аналiтичного методу А.М. Самой-
ленка [2, 3] дослiджено питання iснування та
наближеної побудови розв’язку крайової за-
дачi для системи диференцiальних рiвнянь
iз перетвореним аргументом вигляду

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λ(t))), (1)

Ax(0) + Bx(T ) + C

T∫

0

x(t)dt = d, (2)

де t ∈ [0, T ], T = const > 0; x, f ∈ Rn;
λ : [0, T ] → [0, T ] – довiльне неперервне вiд-
ображення; A, B, C – сталi n× n матрицi,
d – сталий n-вимiрний вектор.

Виявляється, для крайової задачi (1), (2)
можна запропонувати модифiковану схему
чисельно-аналiтичного методу, де не вини-
катиме так зване визначальне рiвняння, тоб-
то метод матиме лише аналiтичну складову.

Як i ранiше [1], функцiю f(t, x, y) вва-
жатимемо неперервною по t, x, y в областi
G = [0, T ] × D × D, де D – замкнена обме-
жена область в Rn.

Припускатимемо також, що функцiя
f(t, x, y) в областi G обмежена вектором
M ∈ Rn, Mi > 0, i = 1, n, та задоволь-
няє умову Лiпшiца по x, y з матрицею K =

{kij ≥ 0; i, j = 1, n}:
|f(t, x, y)| ≤ M, (3)

|f(t, x, y)−f(t, x, y)| ≤ K(|x−x|+|y−y|), (4)

де

|f(t, x, y)| = (|f1(t, x, y)|, . . . , |fn(t, x, y)|)
i нерiвнiсть мiж векторами розумiється по-
компонентно.

Достатнi умови розв’язностi крайової за-
дачi (1), (2) дає наступне твердження.

Теорема. Нехай виконуються умови:
I) матриця H = A + B + TC є невиро-

дженою;
II) вектор w0 = H−1d лежить в обла-

стi D разом зi своїм β = TSM -околом, де

S = |H−1B|+ T

2
|H−1C|+ E;

III) найбiльше за модулем власне значен-
ня матрицi Q = 2TSK менше за одиницю.

Тодi крайова задача (1), (2) має в обла-
стi D єдиний розв’язок x∗(t), який є рiвно-
мiрною границею послiдовних наближень

x0(t) = w0, xm(t) = w0−

−H−1B

T∫

0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ(s)))ds−
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−H−1C

T∫

0

t∫

0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ(s)))dsdt+

+

t∫

0

f(s, xm−1(s), xm−1(λ(s)))ds,

m = 1, 2, . . . , (5)

причому

|x∗(t)− xm(t)| ≤ Qm(E −Q)−1β (6)

для всiх m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ].

Д о в е д е н н я. Покажемо, що в про-
сторi неперервних вектор-функцiй послiдов-
нiсть (5) є фундаментальною, а отже, i рiв-
номiрно збiжною.

Встановимо спочатку, що всi функцiї
xm(t) мiстяться в областi D. На пiдставi (5),
враховуючи (3), маємо:

|x1(t)− w0| ≤ |H−1B|MT + |H−1C|M T 2

2
+

+Mt ≤ T

(
|H−1B|+ T

2
|H−1C|+ E

)
M =

= TSM = β. (7)

Тому, з врахуванням умови II), x1(t) ∈ D.
Iндукцiєю легко показати, що для всiх
m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ] функцiї xm(t) вигляду
(5) не виходять за межi областi D.

Покладаючи rm+1(t) = |xm+1(t)− xm(t)| ,
на пiдставi (5) iз врахуванням (4) маємо:

rm+1(t) ≤ |H−1B|K
T∫

0

ωm(s)ds+

+|H−1C|K
T∫

0

t∫

0

ωm(s)dsdt+

+K

t∫

0

ωm(s)ds. (8)

де ωm(s) = rm(s) + rm(λ(s)).
Згiдно з (7),

r1(t) = |x1(t)− w0| ≤ β,

тому iз (8) при m = 1 знаходимо:

r2(t) ≤ |H−1B|K · 2βT+

+|H−1C|K · 2βT 2

2
+ K · 2βT =

= 2T

(
|H−1B|+ T

2
|H−1C|+ E

)
Kβ =

= 2TSKβ = Qβ.

Iндукцiєю можна довести, що для всiх
t ∈ [0, T ]

rm+1(t) ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Тому для j ≥ 1 маємо нерiвнiсть:

|xm+j(t)− xm(t)| ≤
j∑

i=1

rm+i(t) ≤

≤
(

j−1∑
i=0

Qm+i

)
β = Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (9)

Умова III) гарантує виконання спiввiдно-
шень

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (10)

Тодi iз (9) та (10) на пiдставi критерiю
Кошi випливає, що послiдовнiсть xm(t) ви-
гляду (5) рiвномiрно збiгається при m →∞
для всiх t ∈ [0, T ] i

lim
m→∞

xm(t) = x∗(t). (11)

Оскiльки, в чому легко переконатися
безпосередньою перевiркою, всi послiдовнi
наближення xm(t) задовольняють крайовi
умови (2), то й гранична функцiя x∗(t) та-
кож їх задовольняє.

При j → ∞ iз (9), враховуючи (11) та
(10), для всiх m = 1, 2, . . . i t ∈ [0, T ] отри-
муємо оцiнку (6).

Крiм цього, переходячи iз врахуванням
(11) у (5) до границi при m → ∞, бачимо,
що функцiя x∗(t) є розв’язком iнтегрального
рiвняння

x(t) = w0 −H−1B

T∫

0

f(s, x(s), x(λ(s)))ds−
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−H−1C

T∫

0

t∫

0

f(s, x(s), x(λ(s)))dsdt+

+

t∫

0

f(s, x(s), x(λ(s)))ds.

Отже, гранична функцiя x∗(t) справдi є
розв’язком крайової задачi (1), (2). Доведе-
мо тепер єдинiсть цього розв’язку.

Нехай y(t) – довiльний розв’язок крайової
задачi (1), (2). Тодi, як легко перевiрити, вiн
є розв’язком iнтегрального рiвняння

y(t) = w0 −H−1B

T∫

0

f(s, y(s), y(λ(s)))ds−

−H−1C

T∫

0

t∫

0

f(s, y(s), y(λ(s)))dsdt+

+

t∫

0

f(s, y(s), y(λ(s)))ds.

Аналогiчно, як i вище, нескладно встано-
вити, що для всiх t ∈ [0, T ]

|y(t)− x0(t)| = |y(t)− w0| ≤ TSM = β,

|y(t)− x1(t)| ≤ 2TSKβ = Qβ,

i, за iндукцiєю,

|y(t)− xm(t)| ≤ Qmβ, m = 0, 1, . . . .

Таким чином, xm(t) → y(t) при m → ∞
рiвномiрно на [0, T ]. З єдиностi границi по-
слiдовностi випливає, що y(t) = x∗(t) для
всiх t ∈ [0, T ]. Єдинiсть розв’язку x∗(t) до-
ведено. Теорему доведено.

Розглянемо частковi випадки крайових
умов (2).

1) Нехай C = 0, тобто маємо лiнiйнi дво-
точковi крайовi умови вигляду

Ax(0) + Bx(T ) = d.

В цьому випадку

H = A + B, w0 = (A + B)−1d,

S = |(A + B)−1B|+ E,

β = TSM, Q = 2TSK

i отримуємо результати, ранiше наведенi в
працi [4].

2) Нехай A = 0, B = 0, C = E, тобто
маємо iнтегральнi крайовi умови вигляду

T∫

0

x(t)dt = d.

В цьому випадку

H = TE, w0 =
1

T
d, S =

3

2
E,

β =
3

2
TM, Q = 3TK

i отримуємо результати, ранiше наведенi в
працях [4, 5].
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