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Ïîáóäîâàíî àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü.

We construct an algorithm for solving of linear algebraic equation systems.

1. Âñòóï.

Âàæëèâiñòü ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷-
íèõ ðiâíÿíü çðîñëà ïiñëÿ âèíèêíåííÿ
àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, ÿêà äîçâîëèëà çâåñòè
äî äîñëiäæåííÿ ñèñòåì ðiâíÿíü âñi îñíîâíi
ïèòàííÿ, ïîâ'ÿçàíi ç äîñëiäæåííÿì ïëî-
ùèí i ïðÿìèõ â ïðîñòîði. Áóëè ðîçðîáëåíi
ìåòîäè, ÿêi äîçâîëèëè ðîçâ'ÿçóâàòè ÿê
êðàìåðiâñüêi ñèñòåìè (ôîðìóëè Êðàìåðà,
ìàòðè÷íèé ìåòîä [1,2]), òàê i ñèñòåìè ïî-
ðÿäêó (n × m) (ìåòîä Ãàóñcà [1] òà ií.). Ó
ñòàòòi çàïðîïîíîâàíèé ùå îäèí ìåòîä äëÿ
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
ïîðÿäêó (n × m), ÿêèé ¹ äîñèòü ïðîñòèì ó
ñâî¹ìó çàñòîñóâàííi.

2. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü (ÑËÎÐ).

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåì ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ðiâíÿíü





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = 0;
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = 0;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + . . . + asnxn = 0,

(1)

äå aij ∈ = ∀i = 1, s, ∀j = 1, n,
= � äîâiëüíå ïîëå.

Ïåðåïèøåìî ÑËÎÐ (1) ó íàñòóïíîìó âè-
ãëÿäi:

α1x1 + α2x2 + . . . + αnxn = 0, (2)

òóò
α1 = (α11, α21, . . . , αs1);
α2 = (α12, α22, . . . , αs2);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
αn = (α1n, α2n, . . . , αsn).

Ñòàâèòüñÿ çàâäàííÿ çíàéòè ðîçâ'ÿçêè
ÑËÎÐ (1), òîáòî çíàéòè òàêi åëåìåíòè
xi, i = 1, n, ùî ðiâíÿííÿ (2) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â ïðàâèëüíó âåêòîðíó ðiâíiñòü.

Âèïèøåìî ìàòðèöþ ÑËÎÐ (1):

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
as1 as2 · · · asn


 ;

AT =




a11 a21 · · · as1

a12 a22 · · · as2

· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · asn


 .

Íåõàé rgA = r = rgAT , äå AT � òðàíñïî-
íîâàíà ìàòðèöÿ, 0 ≤ r ≤ min(n, s).

Äîïèøåìî äî ìàòðèöi AT îäèíè÷íó, ðîç-
ìiðíîñòi n:




a11 · · · as1

· · · · · · · · ·
a1n · · · asn

∣∣∣∣∣∣

1 · · · 0
· · · · · · · · ·
0 · · · 1


 . (3)

Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü,
íàä ðÿäêàìè ìàòðèöi (3), çâîäèìî ¨¨ ëiâó
÷àñòèíó (åëåìåíòè AT ) äî òðèêóòíî¨ ôîð-
ìè (âiäïîâiäíi ïåðåòâîðåííÿ âèêîíó¹ìî i íàä
åëåìåíòàìè ïðàâî¨ ÷àñòèíè), îòðèìà¹ìî

B = (B1|B2),
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äå

B1 =




a′11 a′21 · · · a′r1 · · · a′s1
0 a′22 · · · a′r2 · · · a′s2
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · a′rr · · · a′sr
0 0 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 · · · 0




,

B2 =




b11 · · · b1n

· · · · · · · · ·
bn1 · · · bnn


 .

Âèïèøåìî âåêòîðè-ðÿäêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè
B.

β1 = (b11, b12, . . . , b1n);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
βr = (br1, br2, . . . , brn);
βr+1 = (br+1,1, br+1,2, . . . , br+1,n);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
βn = (bn1, bn2, . . . , bnn).

Òåîðåìà 1. βi, i = r + 1, n � óòâîðþ-
þòü ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ
(ÔÑÐ) ÑËÎÐ (1).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî, ùî βi, i = r + 1, n
� ðîçâ'ÿçêè (1).

Çàóâàæèìî, i-é âåêòîð-ðÿäîê ìàòðèöi AT

çáiãà¹òüñÿ ç αi, i = 1, n. Ïðèïóñòèìî, ùî
åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâåëè j-òèé
ðÿäîê AT (1 ≤ j ≤ n) äî íóëüîâîãî âèãëÿäó.
Öå ðiâíîñèëüíî íàñòóïíîìó:

α1k1 + α2k2 + . . . + αnkn = 0. (4)
Çâiäñè, (k1, k2, . . . kn) � ðîçâ'ÿçîê (4). Âè-

êîíóþ÷è àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ íàä ðÿä-
êàìè îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi, î÷åâèäíî, ùî j-òèé
ðÿäîê îòðèìà¹ âèãëÿä (k1, k2, . . . kn). Òîá-
òî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4) ñïiâïàäà¹ ç j-òèì
ðÿäêîì ïåðåòâîðåíî¨ îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi ⇒
j-òèé ðÿäîê ¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2).

Äîâåäåìî, ùî βi, i = r + 1, n � ëiíiéíî
íåçàëåæíi.

Çàïèøåìî B2.

B2 =




b11 · · · b1n

· · · · · · · · ·
bn1 · · · bnn


 .

Îñêiëüêè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïå-
ðåòâîðåíü ìè ïåðåéøëè âiä îäèíè÷íî¨ ìà-
òðèöi E äî B2, òî ìîæåìî ïåðåéòè âiä B2

äî E. Êðiì òîãî, rgE = n ⇒ rgB2 = n
⇔ âåêòîðè-ðÿäêè ìàòðèöi B2 ëiíiéíî íåçà-
ëåæíi ⇒ βi, i = r + 1, n � ëiíiéíî íåçàëå-
æíi.

Âiäîìî, ùî ÔÑÐ ñêëàäà¹òüñÿ ç n − r
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ [1], çâiäñè i
âèïëèâà¹ äàíå òâåðäæåííÿ. Òåîðåìó äîâå-
äåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ìè íå ìîæåìî
çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü
îòðèìàòè íóëüîâèõ ðÿäêiâ, òî ðîçâ'ÿçêîì
òàêî¨ ñèñòåìè áóäå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Âèñíîâîê 1. Ùîá çíàéòè ÔÑÐ ÑËÎÐ
ïîòðiáíî:

1) âèïèñàòè ìàòðèöþ, òðàíñïîíîâàíó äî
ìàòðèöi ñèñòåìè, äîïèñàòè äî íå¨ îäè-
íè÷íó (ïîðÿäîê E äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
çìiííèõ ó ñèñòåìi (1));

2) çâåñòè ëiâó ÷àñòèíó íîâî¨ ìàòðèöi äî
òðèêóòíîãî âèãëÿäó, íàä åëåìåíòàìè
ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèêîíó¹ìî òi æ ïåðåòâî-
ðåííÿ;

3) âèïèñàòè âåêòîðè-ðÿäêè, ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ íàâïðîòè íóëüîâèõ ðÿäêiâ ïåðåòâî-
ðåíî¨ ìàòðèöi (öi âåêòîðè-ðÿäêè óòâî-
ðþþòü ÔÑÐ).

3. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì ëiíiéíèõ
íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ íåîäíîði-
äíèõ ðiâíÿíü





a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
as1x1 + as2x2 + . . . + asnxn = bs,

(5)
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aij, bi ∈ = ∀i = 1, s, ∀j = 1, n.
Ó ñèñòåìi (5) ïåðåíåñåìî âëiâî âiëüíi ÷ëå-

íè




a11x1 + . . . + a1nxn + c1 = 0;
a21x1 + . . . + a2nxn + c2 = 0;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
as1x1 + . . . + asnxn + cs = 0,

(6)

äå ci = −bi ∀i = 1, s.

Ïðèïóñòèìî, ùî áiëÿ ci çíàõîäèòüñÿ çìií-
íà k ∈ =, òîáòî:





a11x1 + . . . + a1nxn + c1k = 0;
a21x1 + . . . + a2nxn + c2k = 0;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
as1x1 + . . . + asnxn + csk = 0.

(7)

Ìè îòðèìàëè ÑËÎÐ. Âèïèøåìî ìàòðèöþ
ñèñòåìè (7)

C =




a11 · · · a1n c1

· · · · · · · · · · · ·
as1 · · · asn cs


 .

Íåõàé rgC = (n + 1)− r.
Ðîçâ'ÿçàâøè ÑËÎÐ (7), íàïðèêëàä, çà äî-

ïîìîãîþ íàâåäåíîãî âèùå àëãîðèòìó, îòðè-
ìà¹ìî ÔÑÐ:

γ1 = (p11, p12, . . . , p1,n+1);
γ2 = (p21, p22, . . . , p2,n+1);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
γr = (pr1, pr2, . . . , pr,n+1).

(8)

Àëå öå ðîçâ'ÿçêè ÑËÎÐ (7), à ìè øóêà¹ìî
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (5). Ñêëàäåìî ìàòðèöþ ç
êîîðäèíàò âåêòîðiâ (8):

P =




p11 p12 · · · p1n p1,n+1

p21 p22 · · · p2n p2,n+1

· · · · · · · · · · · · · · ·
pr1 pr2 · · · prn pr,n+1


 .

Çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü
íàä ðÿäêàìè, ïðèâîäèìî P , ÿêùî öå ìîæëè-
âî, äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

P ′ =




p′11 p′12 · · · p′1n 1
p′21 p′22 · · · p′2n 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
p′r1 p′r2 · · · p′rn 0


 . (9)

Âèïèøåìî âåêòîðè-ðÿäêè P ′.

γ′1 = (p′11, p′12, . . . , p′1n, 1);
γ′2 = (p′21, p′22, . . . , p′2n, 0);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
γ′r = (p′r1, p′r2, . . . , p′rn, 0).

(10)

Âiäêèíåìî îñòàííþ êîîðäèíàòó êîæíîãî
âåêòîðà ó ñèñòåìi (10):

γ′′1 = (p′11, p′12, . . . , p′1n);
γ′′2 = (p′21, p′22, . . . , p′2n);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
γ′′r = (p′r1, p′r2, . . . , p′rn).

Òåîðåìà 2. Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-
ìè (5) ìà¹ âèãëÿä

γ = γ′′1 + l1γ
′′
2 + . . . + lr−1γ

′′
r , (11)

äå lk ∈ =, k = 1, r − 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî γi, γj � ðîçâ'ÿçêè
ÑËÎÐ (7), òî (m1γi+m2γj) � òåæ ðîçâ'ÿçîê,
∀m1, m2 ∈ =, ∀ i, j = 1, r.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî γ′i � ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-
ìè (7).

Ñèñòåìà (5) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (7) ëèøå
çìiííîþ k. Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìè (7) i (5)
áóäóòü åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî k = 1 ⇒ γ′′1 �
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5).

Âèïèøåìî ïðè¹äíàíó îäíîðiäíó ñèñòåìó
äî ñèñòåìè (5).





a11x1 + . . . + a1nxn = 0;
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
as1x1 + . . . + asnxn = 0.

(12)

Ðîçâ'ÿçêàìè öi¹¨ ñèñòåìè áóäóòü γ′′i (i =
2, r).

Îñêiëüêè ñèñòåìà (5) óæå ìà¹ îäèí
ðîçâ'ÿçîê, òîäi ¨¨ ñòîâïåöü âiëüíèõ ÷ëå-
íiâ ðîçêëàäà¹òüñÿ ÷åðåç iíøi ñòîâïöi. Îòæå

48 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2008. Âèïóñê 421. Ìàòåìàòèêà.



ðàíã (12) áóäå äîðiâíþâàòè (n + 1) − r, àëå
êiëüêiñòü íåâiäîìèõ ó ÑËÎÐ (12) çìåíøè-
òüñÿ íà îäèíèöþ, òîáòî ÔÑÐ ñèñòåìè (12)
áóäå âõîäèòè (r − 1) âåêòîð.

Îñêiëüêè âåêòîðè γ′′i , i = 2, r ëi-
íiéíî íåçàëåæíi i ¨õ ¹ (r − 1), òî âî-
íè óòâîðþþòü ÔÑÐ ñèñòåìè (12). ⇒
γ = γ′′1 +l1γ

′′
2 +. . .+lr−1γ

′′
r . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3. ßêùî ìàòðèöþ P íå ìî-
æíà çâåñòè äî âèãëÿäó (9), òî ñèñòåìà
(5) ðîçâ'ÿçêiâ íå ìà¹.

Äîâåäåííÿ. P íå ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿ-
äó (9) ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè åëåìåíòè
îñòàííüîãî ñòîâïöÿ äîðiâíþþòü íóëåâi.

P =




p11 p12 · · · p1n 0
p21 p22 · · · p2n 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
pr1 pr2 · · · prn 0


 .

Çâiäñè ÔÑÐ (7) áóäå ìàòè âèãëÿä:

γ′1 = (p11, p12, . . . , p1n, 0);
γ′2 = (p21, p22, . . . , p2n, 0);
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
γ′r = (pr1, pr2, . . . , prn, 0).

(13)

Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòåìà (5) ìà¹ ðîçâ'ÿ-
çîê:

β = (t1, t2, . . . , tn),

òîäi ðîçâ'ÿçêîì (7) áóäå

β
′
= (t1, t2, . . . , tn, 1).

Âåêòîð β
′ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ÔÑÐ (13),

òîáòî:

β
′
= l1γ

′
1 + l2γ

′
2 + . . . + lrγ

′
r. (14)

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ âåêòîðiâ ó (14) i
ïðèðiâíÿâøè îñòàííþ êîîðäèíàòó, îòðèìà-
¹ìî ñóïåðå÷íiñòü. Ñèñòåìà (5) ðîçâ'ÿçêiâ íå
ìà¹. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèñíîâîê 2.Ùîá ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ëi-
íiéíèõ íåîäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ïîòðiáíî:

1) ïåðåíåñòè âiëüíi ÷ëåíè âëiâî;
2) äîïèñàòè áiëÿ âiëüíèõ ÷ëåíiâ çìiííó i

çíàéòè ÔÑÐ óòâîðåíî¨ ÑËÎÐ;
3) ñêëàñòè ìàòðèöþ iç çíàéäåíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ ÑËÎÐ;
4) çâåñòè ìàòðèöþ, ÿêùî öå ìîæëèâî, äî

âèãëÿäó (9);
5) âèïèñàòè âåêòîðè-ðÿäêè ïåðåòâîðåíî¨

ìàòðèöi, îïóñêàþ÷è îñòàííþ êîîðäèíà-
òó;

6) çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi (11).
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