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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ØÈÐÈÍÀ ×ËÅÍIÂ ÐßÄÓ ÊÎÌÓÒÀÍÒIÂ ÒÀ ×ËÅÍIÂ ÅÍÃÅËÅÂÎÃÎ
ÐßÄÓ ÃÐÓÏÈ UTn(Z), n ≥ 3

Âñòàíîâëåíî, ùî âåðáàëüíà øèðèíà ÷ëåíiâ ðÿäó êîìóòàíòiâ ãðóïè UTn(Z) óíiòðèêóòíèõ
ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë, n ≥ 3, äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

We prove that the verbal width of members of the derived series of the group UTn(Z) of the
unit triangular matrixes over the ring of integers, n ≥ 3, is one.

1. Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà, wG � ¨¨
âåðáàëüíà ïiäãðóïà, ïîðîäæåíà äåÿêèì ãðó-
ïîâèì ñëîâîì w. Øèðèíîþ âåðáàëüíî¨ ïiä-
ãðóïè wG íàçèâà¹òüñÿ òàêå íàéìåíøå ÷è-
ñëî k, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò iç wG ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó íå áiëüøå íiæ k
çíà÷åíü ñëiâ w i w−1 â ãðóïi G. ßêùî òà-
êîãî k íå iñíó¹, òî ââàæàþòü, ùî wG ìà¹
íåñêií÷åííó øèðèíó. Ïîíÿòòÿ øèðèíè âåð-
áàëüíî¨ ïiäãðóïè wG ââiâ Ô.Õîëë, à òåðìií
�øèðèíà� áóëî ââåäåíî Þ.I.Ìåðçëÿêîâèì [1]
(äèâ. òàêîæ [2, �12]). Øèðèíà âåðáàëüíèõ
ïiäãðóï â ðiçíèõ ãðóïàõ i êëàñàõ ãðóï äîñëi-
äæóâàëàñü ðiçíèìè àâòîðàìè (äèâ. [3],[4]). Â
íàøié ïîïåðåäíié ïóáëiêàöi¨ [6] äîñëiäæóâà-
ëàñü øèðèíà ÷ëåíiâ íèæíüîãî öåíòðàëüíîãî
ðÿäó ãðóï óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä êîìó-
òàòèâíèìè êiëüöÿìè ç îäèíèöåþ; áóëî âñòà-
íîâëåíî, ùî âîíà äîðiâíþ¹ 1. À â ïóáëiêà-
öi¨ [5] áóëî äîñëiäæåíî øèðèíó âåðáàëüíèõ
ïiäãðóï, ïîðîäæåíèõ ñëîâàìè âèäó xk, k > 1
â óíiòðèêóòíèõ ãðóïàõ íàä êiëüöåì Z öiëèõ
÷èñåë. Â äàíié ñòàòòi ïðîäîâæó¹òüñÿ äîñëi-
äæåííÿ øèðèíè âåðáàëüíèõ ïiäãðóï óíiòðè-
êóòíèõ ãðóï íàä Z. À ñàìå, âñòàíîâëåíî, ùî
øèðèíà ÷ëåíiâ ðÿäó êîìóòàíòiâ i øèðèíà
÷ëåíiâ åíãåëåâîãî ðÿäó òàêîæ äîðiâíþ¹ îäè-
íèöi.

2. Íåõàé, Z � êiëüöå öiëèõ ÷èñåë, n �
ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, n ≥ 2, UTn(Z)
� ãðóïà âåðõíiõ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü ïî-
ðÿäêó n íàä êiëüöåì Z, UTm

n (Z) � ïiäãðó-
ïà ìàòðèöü ç UTn(Z) â ÿêèõ íàä ãîëîâíîþ
äiàãîíàëëþ çíàõîäèòüñÿ m íóëüîâèõ äiàãî-

íàëåé, 1 ≤ m ≤ n − 1, [a, b] = a−1b−1ab �
êîìóòàòîð äîâiëüíèõ äâîõ ìàòðèöü. Ñèìâî-
ëîì eij (i, j = 1, 2, ..., n) äàëi ïîçíà÷àòèìåìî
ìàòðè÷íó îäèíèöþ ïîðÿäêó n, òîáòî n × n-
ìàòðèöþ ó ÿêî¨ íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà òà
j-ãî ñòîâïöÿ çíàõîäèòüñÿ îäèíèöÿ, à ðåøòà
åëåìåíòiâ ¹ íóëÿìè, à ñèìâîëîì e � îäèíè-
÷íó ìàòðèöþ, ïîðÿäêó n.

Äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðîç-
ãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë {ms}µ

n=1, äå
ms = 2s − 1 i µ = [log2(n− 1)] + 1

Íåõàé
a = e +

∑
j−i=ms+1

eij (1)

Çðîçóìiëî, ùî ìàòðèöÿ a ìiñòèòüñÿ â ïiä-
ãðóïi UTms

n (Z). Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi b ∈

UTms+1
n (Z) ðiâíÿííÿ

[a, x] = b (2)
ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê â ãðóïi
UTms

n (Z)
Äîâåäåííÿ. Íåõàé

b = e +
∑

j−i>ms+1

βijeij

� äåÿêà ìàòðèöÿ ç UTms+1
n (Z),

x = e +
∑

j−i>ms

xijeij

� óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ ç íåâiäîìèìè åëå-
ìåíòàìè. Ïîêëàäåìî

ax = e +
∑

j−i>ms

γijeij,
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xa = e +
∑

j−i>ms

γ′ijeij,

xab = e +
∑

j−i>ms

εijeij,

äå

γij =

{
xij + xi+m+1,j, ÿêùî j − i ≥ ms + 1,
0, ÿêùî j − i < ms + 1;

i

γ′ij =

{
xi,j−m−1 + xi,j, ÿêùî j − i ≥ ms + 1,
0, ÿêùî j − i < ms + 1.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàòðèöi ax, xa
òà xab íàëåæàòü ïiäãðóïi UTms

n (Z).
Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ [a, x] = b ìîæíà çàïè-

ñàòè ó âèãëÿäi ax = xab, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü
áóäå ñïðàâåäëèâîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
γij = εij, òîáòî òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü: γij − εij = 0.
Òîäi

γij − εij = γij −
j∑

k=i

γ′ikβkj =

= xij + xi+ms+1,j −
j∑

k=i

(xi,k−ms−1 + xi,k)βkj =

= xij + xi+ms+1,j −
j−1∑

k=i

(xi,k−ms−1 + xi,k)βkj−

−xi,j−ms−1 − xij =

= xi+ms+1,j −
j−1∑

k=i+1

(xi,k−ms−1 + xi,k)βkj−

−xi,j−ms−1 − βij = 0,

i, j = 1, 2, ..., n

Çâiäñè äëÿ äîâiëüíèõ i òà j äiñòà¹ìî ðiâíîñòi

xi+ms+1,j =

j−1∑

k=i+1

(xi,k−ms−1 + xi,k)βkj+

+xi,j−ms−1 + βij

àáî

xi,j = xi−ms−1,j−ms−1 +

+

j−1∑

k=i−ms

(xi−ms−1,k−ms−1 + xi−ms−1,k)βkj + (3)

+βi−ms−1,j

Ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé âèäíî, ùî äîâiëüíèé
åëåìåíò xi,j ìàòðèöi x ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ
÷åðåç åëåìåíòè öi¹¨ æ ìàòðèöi, ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ ëiâiøå i âèùå âiä íüîãî. Iíøèìè ñëîâà-
ìè, ðiâíîñòi (3) ¹ ðåêóðåíòíèìè ñïiââiäíî-
øåííÿìè äëÿ îá÷èñëåííÿ åëåìåíòiâ ìàòðè-
öi x. Ïðè öüîìó ïåðøi ms + 1 ðÿäêè ìàòðè-
öi x ìîæíà âèçíà÷èòè äîâiëüíèì ÷èíîì, ùî
äà¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè ñïiââiäíîøåííÿ
(3) äëÿ îá÷èñëåííÿ âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi
x. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òàêèì ÷èíîì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2) áó-
äå ìàòðèöÿ x ç ãðóïè UTms

n (Z), ÿêà âèçíà-
÷à¹òüñÿ óìîâàìè
1) ïðè i = 1, 2, ..., ms + 1, j = i + 1, ..., n

åëåìåíò xi,j âèáèðà¹òüñÿ äîâiëüíî,

2) ïðè i = ms +2, ..., n− 1 òà j = i+1, ..., n
åëåìåíòè xi,j îá÷èñëþþòüñÿ çãiäíî ôîð-
ìóë (3).

Íàñëiäîê 1.ßêùî ìàòðèöþ x áóäóâàòè
òàê, ùîá ¨¨ ïåðøi ms ðÿäêiâ áóëè îäèíè÷íè-
ìè âåêòîðàìè, òî âîíà ìàòèìå òàêèé âè-
ãëÿä

x =

(
Ems+1 O

O B

)
,

äå Ems+1 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó ms+
1, à B � ìàòðèöÿ ç ãðóïè UTms

n−ms−1(Z), òàêà
ùî

B = e +
∑

j−i>ms

λijeij,

äå λi,j ¹ ëiíiéíèìè êîìáiíàöiÿìè åëåìåíòiâ
ìàòðèöi b.

Çàóâàæåííÿ 1.Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ
ìîæíà äîâåñòè äëÿ ìàòðèöi a áiëüø çà-
ãàëüíîãî âèãëÿäó,

a = e +
∑

j−i=ms+1

eij +
∑

j−i>ms+1

αijeij
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äå αij � äîâiëüíi åëåìåíòè êiëüöÿ Z.
Íåõàé

c =




1 1 0 0 ... 0 0
0 1 1 0 ... 0 0
0 0 1 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 1 1
0 0 0 0 ... 0 1




� óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ n-ãî ïîðÿäêó.
Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi b ∈

UTm
n (Z), m > 1 ðiâíÿííÿ

[c, x] = b (4)

ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê â ãðóïi
UTm−1

n (Z)
Äîâåäåííÿ. Íåõàé

b = e +
∑

j−i>m

βijeij

� äåÿêà ìàòðèöÿ ç UTm
n (Z),

x = e +
∑
j>i

xijeij

� óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ ç íåâiäîìèìè åëå-
ìåíòàìè. Ïîêëàäåìî

cx = e +
∑
j>i

γijeij,

xc = e +
∑
j>i

γ′ijeij,

xcb = e +
∑
j>i

εijeij,

äå
γij = xij + xi+1,j,

γ′ij = xi,j−1 + xij

i

εij =

{
γ′i,j, ÿêùî j − i ≤ m,∑j

k=i γ
′
ikβkj, ÿêùî j − i > m.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ [c, x] = b ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿäi cx = xcb, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü
áóäå ñïðàâåäëèâîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

γij = εij. Òàêèì ÷èíîì çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êó ðiâíÿííÿ (4) çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ðiâíÿíü

γij − εij = 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ äàíèõ ðiâíÿíü
ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.

Âèïàäîê 1. Íåõàé j − i ≤ m òîäi

γij − εij = xi+1,j − xi,j−1 = 0

òîáòî
xi+1,j = xi,j−1

Çðîáèâøè çàìiíó i+1 = s i j = t îòðèìà¹ìî

xs,t = xs−1,t−1, äå t− s ≤ m− 1

À öå îçíà÷à¹, ùî â ìàòðèöi x åëåìåíòè,
ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â r-é äiàãîíàëi íàä ãîëîâ-
íîþ, äëÿ 1 ≤ r ≤ m− 1, áóäóòü îäíàêîâèìè.

Âèïàäîê 2. Íåõàé j − i > m, òîäi

γij − εij = γij −
j∑

k=i

γ′ikβkj =

= xij + xi+1,j −
j−1∑

k=i+1

(xi,k−1 + xik)βkj−

−βij − xi,j−1 − xij = 0

Çâiäêè

xi+1,j = βij + xi,j−1 +

j−1∑

k=i+1

(xi,k−1 + xik)βkj

àáî

xs,t = βs−1,t+xs−1,t−1+
t−1∑

k=s

(xs−1,k−1+xs−1,k)βkt,

äå s− t > m− 1.
Îá'¹äíàâøè öi äâà âèïàäêè i ïîêëàâøè

x1j = 0, äëÿ âñiõ 2 ≤ j ≤ n ìàòèìåìî ìàòðè-
öþ x ó ÿêî¨ ¹ m − 1 íóëüîâà äiàãîíàëü íàä
ãîëîâíîþ, òîáòî x ∈ UTm−1

n (Z), ùî i òðåáà
áóëî ïîêàçàòè. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàãàäà¹ìî, ùî ðÿä ñïàäíèõ ïiäãðóï

w1(G) ≥ w2(G) ≥ . . .
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ãðóïè G âèçíà÷åíèõ óìîâàìè w1(G) = G i
wn+1(G) = [wn(G), wn(G)], äå [A, B] � âçà-
¹ìíèé êîìóòàíò ïiäãðóï A òà B, íàçèâà¹-
òüñÿ ðÿäîì êîìóòàíòiâ öi¹¨ ãðóïè. Êîæåí
åëåìåíò ðÿäó êîìóòàíòiâ ¹ âåðáàëüíîþ ïiä-
ãðóïîþ, ùî ïîðîäæåíà, âiäïîâiäíî, ñëîâàìè

w1 = w1(x1) = x1,

w2 = w2(x1, x2) = [x1, x2],

w3 = w3(x1, x2, x3, x4) =

= [w2(x1, x2), w2(x3, x4)] = [[x1, x2], [x3, x4]],

...

wn = wn(x1, x2, ..., x2n−1) =

= [wn−1(x1, ..., x2n−2), wn−1(x2n−2+1, ..., x2n−1)]

Ðÿä êîìóòàíòiâ ãðóïè UTn(Z) ìà¹ âèãëÿä

UTn(Z) ≥ UTm1
n (Z) ≥ ... ≥

≥ UTmµ−1
n (Z) ≥ UTmµ

n (Z) = {e},
äå µ = [log2(n− 1)] + 1 i ms = 2s− 1 äëÿ âñiõ
s = 1, 2, ..., µ

Òåîðåìà 3. Äîâiëüíèé ÷ëåí ðÿäó êîìó-
òàíòiâ ãðóïè UTn(Z) ìà¹ øèðèíó 1.

Äîâåäåííÿ. Iíäóêöiÿ çà ÷èñëîì k. Áàçà ií-
äóêöi¨ � âèïàäîê k = 1

Äîâiëüíó ìàòðèöþ b ç ãðóïè UT 1
n(Z), ìî-

æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi êîìóòàòîðà äâîõ ìà-
òðèöü ç ãðóïè UTn(Z) (äèâ. [7]), à öå îçíà÷à¹,
ùî øèðèíà ãðóïè UT 1

n(Z) âiäíîñíî ñëîâà w2

äîðiâíþ¹ îäèíèöi.
Ïðèïóñòèìî, ùî ãðóïà UTmk

n (Z) âiäíîñíî
ñëîâà wk+1 ìà¹ øèðèíó îäèí, òîáòî äëÿ äî-
âiëüíî¨ ìàòðèöi b ç UTmk

n (Z) iñíóþòü ìàòðè-
öi x1, x2, ..., x2k òàêi, ùî

b = [wk(x1, ..., x2k−1), wk(x2k−1+1, ..., x2k)],

äå xi � ìàòðèöi ç ãðóïè UTn(Z).
Íåõàé, b � äåÿêà ìàòðèöÿ iç UT

mk+1
n (Z)

ïîêàæåìî, ùî ãðóïà UT
mk+1
n (Z) âiäíîñíî

ñëîâà wk+2 ìà¹ øèðèíó îäèí. Çãiäíî ç òå-
îðåìîþ 1 ìàòðèöþ b ç ãðóïè UT

mk+1
n (Z) ìî-

æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi b = [a, c], äå a òà
c ∈ UTmk

n (Z). Îñêiëüêè a ∈ UTmk
n (Z), òî

çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíóþòü ìàòðèöi
x1, x2, ..., x2k−1 òàêi, ùî

a = wk+1(x1, x2, ..., x2k−1).

Àíàëîãi÷íî äëÿ ìàòðèöi c â ãðóïi UTn(Z)
iñíóþòü ìàòðèöi x2k−1+1, ..., x2k òàêi, ùî

c = wk+1(x2k−1+1, ..., x2k).

Òîäi
b=[wk+1(x1,x2,...,x2k−1),wk+1(x2k−1+1,...,x2k)] =

= wk+2(x1, ..., x2k+1),

äå xi ∈ UTn(Z). Öå é îçíà÷à¹, çãiäíî ç îçíà-
÷åííÿì, ùî øèðèíà ãðóïè UT

mk+1
n (Z) âiäíî-

ñíî ñëîâà wk+2 äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Ðÿä ñïàäíèõ ïiäãðóï
e1(G) ≥ e2(G) ≥ e3(G) ≥ ...

ãðóïè G, êîæåí åëåìåíò ÿêîãî ïîðîäæåíèé
âiäïîâiäíî ñëîâàìè

e1 = e1(x) = x,

e2 = e2(y, x) = [y, x],

e3 = e3(y, y, x) = [y, y, x],

· · ·
en+1 = en+1(y, y, ..., y︸ ︷︷ ︸

n

, x) = [y, y, ..., y︸ ︷︷ ︸
n

, x]

íàçèâà¹òüñÿ åíãåëåâèì ðÿäîì öi¹¨ ãðóïè.
Òåîðåìà 4. Ïðè äîâiëüíîìó k =

1, 2, ..., n− 1 k-é ÷ëåí åíãåëåâîãî ðÿäó ãðóïè
UTn(Z) çáiãà¹òüñÿ ç k-ì ÷ëåíîì ¨¨ íèæíüî-
ãî öåíòðàëüíîãî ðÿäó.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè m − 1 ðàç òåî-
ðåìó 2 i îäèí ðàç òåîðåìó 1 (äèâ.[6], âèïàäîê
m = 0) ìàòèìåìî, ùî áóäü-ÿêó ìàòðèöþ b ç
ãðóïè UTm

n (Z) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi
b = [y[y[...[y︸ ︷︷ ︸

m

, x]]]] = [y, y, ..., y︸ ︷︷ ︸
m

, x],

äå

y =




1 1 0 0 ... 0 0
0 1 1 0 ... 0 0
0 0 1 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 0 ... 1 1
0 0 0 0 ... 0 1




,
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à x � äåÿêà ìàòðèöÿ ç ãðóïè UTn(Z). Òàêèì
÷èíîì åíãåëåâèé ðÿä i íèæíié öåíòðàëüíèé
ðÿä ãðóïè UTn(Z) ñïiâïàäàþòü. Òåîðåìó äî-
âåäåíî.

Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 4 äiñòà¹ìî òàêèé
Íàñëiäîê 2.Øèðèíà ÷ëåíiâ åíãåëåâîãî

ðÿäó ãðóïè UTn(Z) äîðiâíþ¹ 1.
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