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Íåõàé ζ = (zn) � ïðÿìóþ÷à äî ∞ ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, nζ(r) � ¨¨ ëi÷èëüíà
ôóíêöiÿ, A(ζ) � êëàñ öiëèõ ôóíêöié ç íóëÿìè â òî÷êàõ zn i ëèøå â íèõ, à l � íåïåðåðâíà,
çðîñòàþ÷à äî +∞ íà R ôóíêöiÿ. ßêùî nζ(r) ≥ l(r), r ≥ r0, òî iñíóþòü öiëà ôóíêöiÿ f ∈ A(ζ) i
ìíîæèíà E ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè òàêi, ùî ln ln Mf (r) = o((lnnζ(r))1+ε ln l−1(nζ(r))),
E 63 r → +∞, äëÿ êîæíîãî ε > 0, äå Mf (r) � ìàêñèìóì ìîäóëÿ f . Äëÿ ε = 0 öå òâåðäæåííÿ
íåïðàâèëüíå.

Let ζ = (zn) be a sequence of complex numbers tending to ∞, nζ(r) be its counting functi-
on, A(ζ) be the class of entire functions with zeros at the points zn and only at them, and l
be a continuous, increasing to +∞ function on R. If nζ(r) ≥ l(r), r ≥ r0, then there exist
an entire function f ∈ A(ζ) and a set E of �nite logarithmic measure such that ln lnMf (r) =
o((lnnζ(r))1+ε ln l−1(nζ(r))), E 63 r → +∞, for every ε > 0, where Mf (r) is the maximum
modulus of f . For ε = 0 this assertion is not valid.

1. Âñòóï

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A êëàñ öiëèõ ôóí-
êöié, âiäìiííèõ âiä ñòàëî¨. Äëÿ äîâiëüíî¨
f ∈ A i êîæíîãî r ≥ 0 ïîêëàäåìî
Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, Tf (r) =
1
2π

∫ 2π

0
ln+ |f(reiθ)|dθ.

Íåõàé L � êëàñ äîäàòíèõ, íåïåðåðâíèõ,
çðîñòàþ÷èõ äî +∞ íà [a, +∞) ôóíêöié.

×åðåç Z ïîçíà÷èìî êëàñ êîìïëåêñíèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé ζ = (zn) òàêèõ, ùî 0 < |z0| ≤
|z1| ≤ . . . i zn → ∞, n → ∞. Íåõàé nζ(r) =∑

|zn|≤r 1 � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ ïîñëiäîâíîñòi
ζ ∈ Z. Ñêàæåìî, ùî f ∈ A(ζ), ÿêùî i ëèøå
ÿêùî f ∈ A i ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ f
(ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé), çàíóìåðîâàíà
ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ ¨õ ìîäóëiâ, çáiãà¹òüñÿ
ç ïîñëiäîâíiñòþ ζ. Çà êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ
Âåé¹ðøòðàññà A(ζ) 6= ∅ äëÿ äîâiëüíî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi ζ ∈ Z.

Äîáðå âiäîìîþ ¹ íàñòóïíà êëàñè÷íà ïðî-
áëåìà.

Ïðîáëåìà 1. Íåõàé ζ ∈ Z. Íàñêiëüêè
ïîâiëüíèì ìîæå áóòè çðîñòàííÿ ln Mf (r)
äëÿ öiëèõ ôóíêöié f ∈ A(ζ)?

Ðiçíîìàíiòíi øëÿõè i ïiäõîäè äî ðîçâ'ÿ-
çàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¨ ïðîáëåìè ïðîïîíóâà-
ëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ., íàïðèêëàä,
ðîáîòè [1�7] i áiáëiîãðàôiþ â íèõ). Ó öié ðî-
áîòi ðîçãëÿäàòèìåìî òàêèé âàðiàíò ïðîáëå-
ìè 1.

Ïðîáëåìà 2. Íåõàé ζ ∈ Z. Âêàçàòè ôóí-
êöiþ h ∈ L ìiíiìàëüíîãî çðîñòàííÿ, äëÿ ÿêî¨
iñíó¹ öiëà ôóíêöié f ∈ A(ζ) òàêà, ùî íåðiâ-
íiñòü

ln Mf (r) ≤ h(nζ(r))

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ r > 0 çîâíi äåÿêî¨ ìà-
ëî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè.

Ó çâ'ÿçêó ç ïðîáëåìîþ 2 íàâåäåìî íàñòó-
ïíå òâåðäæåííÿ À.À. Ãîëüäáåðãà [1].

Òåîðåìà À. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ L
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ζ ∈ Z òàêà, ùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(ζ) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

h(nζ(r)) < ln Mf (r), r ∈ Ef ,

äå Ef ⊂ (0, +∞) � ìíîæèíà âåðõíüî¨ ëiíié-
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íî¨ ùiëüíîñòi 1, òîáòî

lim
r→+∞

1

r

∫

Ef∩(0,r)

dr = 1.

Ç òåîðåìè A âèïëèâà¹, ùî áåç äîäàòêî-
âèõ óìîâ íà ïîñëiäîâíiñòü ζ ïðîáëåìà 2 ìî-
æå ìàòè ðîçâ'ÿçàííÿ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè
âèêîíàííÿ âiäïîâiäíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ïå-
ðåäáà÷à¹òüñÿ äëÿ âñiõ r > 0 çîâíi ìíîæèíè
âåðõíüî¨ ëiíiéíî¨ ùiëüíîñòi 1, òîáòî âåëèêî¨
ó çðîçóìiëîìó ñåíñi ìíîæèíè. Îäíàê, òàêi
äîäàòêîâi óìîâè íåîáõiäíi i ó öüîìó âèïàä-
êó, íà ùî âêàçó¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ L
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ζ ∈ Z òàêà, ùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(ζ) âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

h(nζ(r)) < ln Mf (r), r ≥ rf .

Ïðîáëåìà 2 ñòà¹ çìiñòîâíîþ çà äîäàòêî-
âèõ óìîâ íà çðîñòàííÿ ôóíêöi¨ nζ(r) çíè-
çó. Öå ïiäòâåðäæóþòü ðåçóëüòàòè ðîáiò [1�
3]. Çîêðåìà, À.À. Ãîëüäáåðã [1] äîâiâ òàêó
òåîðåìó.

Òåîðåìà B. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi
ζ ∈ Z òàêî¨, ùî

lim
r→+∞

ln nζ(r)

ln r
> 0, (1)

i êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ öiëà ôóíêöiÿ f ∈ A(ζ),
äëÿ ÿêî¨

ln ln Mf (r) = o((ln nζ(r))
2+ε), E 63 r → +∞,

(2)
äå E = E(ε) ⊂ (1, +∞) � âèíÿòêîâà ìíî-
æèíà, ÿêà ìà¹ ñêií÷åííó ëîãàðèôìi÷íó ìi-
ðó, òîáòî

∫
E

dr
r

< +∞.
Êðiì òîãî, â [1] ïîêàçàíî, ùî ïîêàçíèê

2 + ε â (2) çàìiíèòè íà 1 íå ìîæíà, i ïîñòàâ-
ëåíî ïèòàííÿ, ÷è íå ìîæíà 2+ε çàìiíèòè íà
1 + ε. Öå ïèòàííÿ ñòàëî ïðåäìåòîì ðîçãëÿ-
äó â ðîáîòi Â.Áåðãâàéëåðà [2], äå ïðîâåäåíî
éîãî äåòàëüíèé àíàëiç ó âèïàäêó âèêîíàííÿ
óìîâè (1). Çîêðåìà, Â.Áåðãâàéëåð äîâiâ, ùî
2 + ε â (2) íå ìîæíà çàìiíèòè íàâiòü íà 2.

Áiëüøå òîãî, ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [2] âèïëè-
âà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà C. (i) Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi ζ ∈ Z, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1),
iñíóþòü öiëà ôóíêöiÿ f ∈ A(ζ) i ìíîæèíà
E ⊂ (1, +∞) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè
òàêi, ùî (2) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ε > 0.

(ii) Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ζ ∈ Z, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó (1), òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(ζ) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

ln2 nζ(r) = o(ln ln Mf (r)), Ef 3 r → +∞,

äå Ef ⊂ (1, +∞) � ìíîæèíà íåñêií÷åííî¨
ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè.

Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ f i âèíÿòêîâà
ìíîæèíà E ç òâåðäæåííÿ (i) òåîðåìè C, íà
âiäìiíó âiä òåîðåìè B, íå çàëåæàòü âiä ε;
ïîðÿä ç öèì âèíÿòêîâà ìíîæèíà Ef ç òâåð-
äæåííÿ (ii) òåîðåìè C, âçàãàëi êàæó÷è, çà-
ëåæèòü âiä f .

Àíàëîãîì òåîðåì B i C ó âèïàäêó ïîñëi-
äîâíîñòi ζ ∈ Z, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
r→+∞

ln nζ(r)

ln ln r
≥ α > 0, (3)

¹ íàñòóïíà òåîðåìà I. Â.Õèðiâñüêîãî [3].
Òåîðåìà D. (i) Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâ-

íîñòi ζ ∈ Z, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3), iñíó¹
öiëà ôóíêöiÿ f ∈ A(ζ) òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî
ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ln ln Mf (r) = o((nζ(r))
1
α

+ε), E(ε) 63 r → +∞,

äå E(ε) ⊂ (1, +∞) � âèíÿòêîâà ìíîæèíà
ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè.

(ii) Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ζ ∈ Z, ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó (3), òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(ζ) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

(nζ(r))
1
α ≤ ln ln Mf (r), r ∈ Ef ,

äå Ef ⊂ (1, +∞) � ìíîæèíà íåñêií÷åííî¨
ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè.

Íà âiäìiíó âiä òåîðåì B i C â òâåðäæåí-
íi (i) òåîðåìè D ôóíêöiÿ f íå çàëåæèòü, à
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ìíîæèíà E, âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæèòü âiä
ε.

"Íåïåðåðâíèì"àíàëîãîì òåîðåì C i D ¹
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé l ∈ L.
(i) Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ζ ∈ Z, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

nζ(r) ≥ l(r), r ≥ r0, (4)

iñíóþòü öiëà ôóíêöiÿ f ∈ A(ζ) i ìíîæèíà
E ⊂ (1, +∞) ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè
òàêi, ùî

ln ln Mf (r) = o((ln nζ(r))
1+ε ln l−1(nζ(r))),

E 63 r → +∞, (5)

äëÿ êîæíîãî ε > 0.
(ii) Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ζ ∈ Z, ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó (4), òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
öiëî¨ ôóíêöi¨ f ∈ A(ζ) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

ln nζ(r) ln l−1(nζ(r)) = o(ln ln Mf (r)),

Ef 3 r → +∞, (6)

äå Ef ⊂ (1, +∞) � ìíîæèíà íåñêií÷åííî¨ ëî-
ãàðèôìi÷íî¨ ìiðè.

Ïðèéíÿâøè l(r) = rδ ÷è l(r) = lnδ r (δ >
0), ç òåîðåìè 2 ëåãêî îòðèìó¹ìî òåîðåìè C
i D.

Âiäçíà÷èìî, ùî òåîðåìè 1 i 2 çàëèøà-
òüñÿ ïðàâèëüíèìè, ÿêùî ¨õ ïåðåôîðìóëþâà-
òè äëÿ íåâàíëiííîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè Tf (r)
çàìiñòü ln Mf (r) (öå î÷åâèäíî ñòîñîâíî òâåð-
äæåííÿ (i) òåîðåìè 2; ñòîñîâíî òåîðåìè 1 i
òâåðäæåííÿ (ii) òåîðåìè 2 äèâ. ¨õ äîâåäåí-
íÿ).

×åðåç Z1 ïîçíà÷èìî êëàñ êîìïëåêñíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé ζ = (zn) òàêèõ, ùî 0 ≤ |z0| ≤
|z1| ≤ . . . i zn →∞, n →∞. Äëÿ ζ ∈ Z1 ñêà-
æåìî, ùî f ∈ A(ζ), ÿêùî i ëèøå ÿêùî f ∈ A
i ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ f (ç óðàõóâà-
ííÿì êðàòíîñòåé), çàíóìåðîâàíà ó ïîðÿäêó
íåñïàäàííÿ ¨õ ìîäóëiâ, çáiãà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâ-
íiñòþ ζ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî òåîðåìè 1 i 2 çà-
ëèøàòüñÿ ïðàâèëüíèìè, ÿêùî â íèõ Z çàìi-
íèòè íà Z1.

2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íåõàé p ∈ Z+, à E(z, p) � ïåðâèííèé ìíî-
æíèê Âåé¹ðøòðàññà, òîáòî

E(z, 0) = 1− z;

E(z, p) = (1− z)ez+ z2

2
+···+ zp

p , p ∈ N.

Ïðàâèëüíå òàêå òâåðäæåííÿ Î.Áëþìåíòàëÿ
[9].

Ëåìà A. Äëÿ âñiõ z ∈ C i p ∈ Z+ âèêî-
íó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ln |E(z, p)| ≤ |z|p+1.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ζ ∈
Z iñíó¹ íåâiä'¹ìíà ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn)
òàêà, ùî λn ∼ ln n

ln |zn| , n →∞, i äëÿ äîâiëüíî¨
ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë (pn)
òàêî¨, ùî pn ≥ [λn], n ≥ n0, äîáóòîê

f(z) =
∞∏

n=0

E

(
z

zn

, pn

)
(7)

çàäà¹ öiëó ôóíêöiþ f ∈ A(ζ), ïðè÷îìó
ln Mf (r) ≤ Gf (r) :=

∑∞
n=0

(
r
|zn|

)pn+1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (αn) � äîâiëüíà äîäà-
òíà çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü òàêà,
ùî ln αn = o(ln |zn|), n → ∞. Ïîêëàäå-
ìî λn = 0, ÿêùî αn ≥ |zn| àáî n < 3 i
λn = ln n+2 ln ln n

ln |zn|−ln αn
, ÿêùî αn < |zn| i n ≥ 3.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü λ = (λn) ¹ íåâiä'¹ìíîþ,
λn ∼ ln n

ln |zn| , n →∞, i
(

αn

|zn|
)λn

=
1

n ln2 n
, n ≥ n0.

Îñêiëüêè αn → +∞, n → ∞, òî
ðÿä

∑∞
n=0

(
r
|zn|

)λn çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî
ôiêñîâàíîãî r ≥ 0. Çãiäíî ç íåðiâíîñòÿìè
λn ≤ pn + 1, n ≥ n0, ðÿä

Gf (r) =
∞∑

n=0

(
r

|zn|
)pn+1

òàêîæ çáiãà¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
r ≥ 0. ßêùî |z| ≤ r, òî çà ëåìîþ A ln |f(z)| ≤
Gf (r), òîáòî äîáóòîê (7) ¹ ðiâíîìiðíî i àáñî-
ëþòíî çáiæíèì íà êîæíîìó êîìïàêòi ç C, à
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òîìó çàäà¹ öiëó ôóíêöiþ f ∈ A(ζ), ïðè÷îìó
ln Mf (r) ≤ Gf (r).

Äîáðå âiäîìîþ ¹ íàñòóïíà êëàñè÷íà ëåìà
Áîðåëÿ�Íåâàíëiííè [9, ñ. 120].

Ëåìà B. Íåõàé u(x) � íåïåðåðâíà, íå-
ñïàäíà íà [x0, +∞) ôóíêöiÿ, ÿêà ïðÿìó¹ äî
+∞ ïðè x → +∞, à ϕ ∈ L òàêà, ùî

∫ ∞

u0

dx

ϕ(x)
< ∞. (8)

Òîäi äëÿ âñiõ x ≥ x0 çîâíi ìíîæèíè ñêií÷åí-
íî¨ ìiðè âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

u

(
x +

1

ϕ(u(x))

)
< u(x) + 1.

Áåñïîñåðåäíiì íàñëiäêîì ç ëåìè B ¹ òàêå
òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé u(r) � íåñïàäíà íà
[r0, +∞) ôóíêöiÿ (r0 > 0), ÿêà ïðÿìó¹ äî
+∞ ïðè r → +∞, à ϕ ∈ L òàêà, ùî âèêîíó¹-
òüñÿ (8). Òîäi äëÿ âñiõ r ≥ r0 çîâíi ìíîæèíè
ñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

u

(
r exp

{
1

ϕ(ln u(r))

})
< eu(r). (9)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî
u(r) � íåïåðåðâíà íà [r0, +∞) ôóíêöiÿ, i íå-
õàé Er � ìíîæèíà òèõ r ≥ r0, äëÿ ÿêèõ
íåðiâíiñòü (9) íå âèêîíó¹òüñÿ. Ââàæà¹ìî, íå
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ùî u(r) � äîäàòíà
íà [r0, +∞). Ïîêëàäåìî x = ln r, x0 = ln r0,

Ex =

=

{
x ≥ x0 : ln u

(
exp

{
x +

1

ϕ(ln u(ex))

})
≥

≥ ln u(ex) + 1

}
.

Çà ëåìîþ B, çàñòîñîâàíîþ äî ôóíêöi¨
ln u(ex), ìíîæèíà Ex ìà¹ ñêií÷åííó ìiðó. Òî-
ìó

∫

Er

dr

r
=

∫

Er

d(ln r) =

∫

Ex

dx < ∞.

Îòæå, ëåìó 2 äîâåäåíî ó âèïàäêó, êîëè u(r)
� íåïåðåðâíà íà [r0, +∞) ôóíêöiÿ.

ßêùî æ u(r) � íå ¹ íåïåðåðâíîþ íà
[r0, +∞), òî öÿ ôóíêöiÿ, ÿê ìîíîòîííà íà
[r0, +∞), ìà¹ íå áiëüø ÿê çëi÷åííå ÷èñëî
òî÷îê ðîçðèâó (ïåðøîãî ðîäó). Âðàõîâóþ-
÷è öåé ôàêò, ëåãêî îáãðóíòóâàòè iñíóâàííÿ
íåïåðåðâíî¨, íåñïàäíî¨ íà [r0, +∞) ôóíêöi¨
v(r) òàêî¨, ùî

u(r) ≤ v(r), r ≥ r0; u(r) = v(r), r /∈ E1,

äå E1 ⊂ [r0, +∞) � ìíîæèíà ñêií÷åííî¨ ëî-
ãàðèôìi÷íî¨ ìiðè. Çà âæå äîâåäåíèì

v

(
r exp

{
1

ϕ(ln v(r))

})
< ev(r)

çîâíi ìíîæèíè E2 ⊂ [r0, +∞) ñêií÷åííî¨ ëî-
ãàðèôìi÷íî¨ ìiðè. Òîäi ìíîæèíà E = E1∪E2

òàêîæ ìà¹ ñêií÷åííó ëîãàðèôìi÷íó ìiðó i
çîâíi öi¹¨ ìíîæèíè

u

(
r exp

{
1

ϕ(ln u(r))

})
=

= u

(
r exp

{
1

ϕ(ln v(r))

})
≤

≤ v

(
r exp

{
1

ϕ(ln v(r))

})
<

< ev(r) = eu(r).

Ëåìó 2 äîâåäåíî.
Íåõàé f ∈ A, p ∈ Z, cp(r) =

1
2π

∫ 2π

0
e−ipθ ln |f(reiθ)|dθ � p-òèé êîåôiöi¹íò

Ôóð'¹ ôóíêöi¨ ln |f(reiθ)|, dp(r) = Re cp(r).
ßêùî ζ = (zn) � ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ ôóí-

êöi¨ f , f(0) 6= 0 i ln f(z) =
∑∞

p=0 apz
p â îêîëi

òî÷êè 0, òî äëÿ êîæíîãî p ∈ N çà ôîðìóëîþ
Ïóàññîíà�É¹íñåíà [9, ñ. 16�17]

cp(r) =
1

2
apr

p +
1

2p

∑

|zn|<r

((
r

zn

)p

−
(

zn

r

)p)
.

Òîäi äëÿ R > r îòðèìó¹ìî

cp(R)−
(

R

r

)p

cp(r) =

=
1

2p

∑

|zn|<R

((
R

zn

)p

−
(

zn

R

)p)
−
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− 1

2p

∑

|zn|<r

((
R

zn

)p

−
(

znR

r2

)p)
=

=
1

2p

∑

r≤|zn|<R

((
R

zn

)p

−
(

zn

R

)p)
+

+
1

2p

∑

|zn|<r

((
znR

r2

)p

−
(

zn

R

)p)
.

Çâiäñè íåãàéíî âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Ëåìà 3. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f ìà¹ ëèøå
äîäàòíi íóëi z0, z1, . . . , òî

dp(R)−
(

R

r

)p

dp(r) ≥

≥ 1

2p

∑
r≤zn<R

((
R

zn

)p

−
(zn

R

)p
)

, R > r.

Ëåìà C. [9, ñ. 340] Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëî¨
ôóíêöi¨ f ∈ A i êîæíîãî n ∈ Z+ ïðàâèëüíà
íåðiâíiñòü |cn(r)| ≤ 2Tf (r), r ≥ 0.

3. Äîâåäåííÿ òåîðåì

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé h ∈ L, òî-
äi é h−1 ∈ L. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïîñëiäîâ-
íiñòü ζ ∈ Z òàêó, ùî nζ(r) ≤ h−1(ln r), r ≥ r0

(íàïðèêëàä, áåðåìî çà ζ äîäàòíó çðîñòàþ÷ó
ïîñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨ h−1(ln zn) ≥ n + 1).
Çðîçóìiëî, ùî êîæíà öiëà ôóíêöiÿ f ∈ A(ζ)
¹ òðàíñöåíäåíòíîþ, à òîìó äëÿ íå¨ ln r =
o(Tf (r)), r → +∞. Îòæå,

nζ(r) ≤ h−1(ln r) ≤ h−1(Tf (r)) ≤
≤ h−1(ln Mf (r)), r ≥ rf .

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Äîâåäåìî ñïî÷à-

òêó òâåðäæåííÿ (i).
Íåõàé ζ ∈ Z � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü,

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4). Ïîáóäó¹ìî ôóí-
êöiþ f ∈ A(ζ), äëÿ ÿêî¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (5).

Ïîêëàäåìî s = s(r) = r exp
{

1
ln2 ln nζ(r)

}
i

íåõàé pn = [2 ln(n + 1) ln2 ln(n + 2)], n ∈ Z+.

Ðîçãëÿíåìî êàíîíi÷íèé äîáóòîê (7). Çà ëå-
ìîþ 1 öåé äîáóòîê çàäà¹ öiëó ôóíêöiþ f ∈
A(ζ), äëÿ ÿêî¨

ln Mf (r) ≤
∞∑

n=0

(
r

|zn|
)pn+1

=

= S1(r) + S2(r) + S3(r), (10)

S1(r) =

nζ(r)−1∑
n=0

(
r

|zn|
)pn+1

,

S2(r) =

nζ(s)−1∑

n=nζ(r)

(
r

|zn|
)pn+1

,

S3(r) =
∞∑

n=nζ(s)

(
r

|zn|
)pn+1

.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i îöiíèìî êî-
æíó ç óâåäåíèõ ñóì. Ñòîñîâíî ïåðøî¨ ñóìè,
âðàõîâóþ÷è (4), ìà¹ìî

ln S1(r) ≤ ln nζ(r) + (pnζ(r)−1 + 1) ln
r

r0

≤
≤ 3 ln nζ(r) ln2 ln nζ(r) ln r =

= o((ln nζ(r))
1+ε ln l−1(nζ(r))), r → +∞.

(11)
Äàëi, çàóâàæèâøè, ùî |znζ(r)−1| ≤ r <

|znζ(r)| äëÿ âñiõ r ≥ |z0|, îòðèìó¹ìî r
|zn| < 1

äëÿ n ≥ nζ(r). Òîìó, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2 ç
u(r) = ln nζ(r) i ϕ(x) = x2, ìà¹ìî

ln S2(r) ≤ ln nζ(s) =

= ln nζ

(
r exp

{
1

ln2 ln nζ(r)

})
≤

≤ e ln nζ(r), E 63 r ≥ r0, (12)
äå E ⊂ [r0, +∞) � ìíîæèíà ñêií÷åííî¨ ëî-
ãàðèôìi÷íî¨ ìiðè. Êðiì òîãî, äëÿ n ≥ nζ(s)
ìà¹ìî |zn| ≥ |znζ(s)| > s = r exp

{
1

ln2 ln nζ(r)

}
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

S3(r) ≤
∞∑

n=nζ(s)

1

exp
{

pn+1
ln2 ln nζ(r)

} ≤

≤
∞∑

n=0

1

e2 ln(n+1)
=

∞∑
n=0

1

(n + 1)2
=

π2

6
. (13)
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Íàðåøòi, çi ñïiââiäíîøåíü (10)�(13) ëåã-
êî îòðèìó¹ìî (5). Ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè 2
äîâåäåíî.

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (ii).
Íåõàé (δk) � ñïàäíà äî íóëÿ ïîñëiäîâ-

íiñòü òàêà, ùî
∑∞

n=0 δk = ∞. Âèáåðåìî äî-
äàòíó, çðîñòàþ÷ó äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü (rk)
òàê, ùîá äëÿ íå¨ i ïîâ'ÿçàíî¨ ç íåþ ðiâíiñòþ
xk = rke

−δk ïîñëiäîâíîñòi (xk) âèêîíóâàëèñü
òàêi óìîâè:

à) l(rk) � íàòóðàëüíå ÷èñëî, k ∈ Z+;
á) δk ln l(rk+1) ≥ ln l(rk) ln rk, k ∈ Z+;
â) ln rk = o(ln xk+1), k →∞.
Íåõàé (αk) � äîäàòíà, çðîñòàþ÷à äî +∞

ïîñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨
δkαk+1 → 0, k →∞; ln αk = o(ln l(rk)),

k →∞. (14)
Ïîêëàäåìî m0 = l(r1) i íåõàé mk =

l(rk+1) − l(rk) äëÿ âñiõ k ∈ N. Óòâîðèìî ïî-
ñëiäîâíiñòü ζ = (zn) íàñòóïíèì ÷èíîì:

r0, . . . , r0︸ ︷︷ ︸
m0 ðàçiâ

, r1, . . . , r1︸ ︷︷ ︸
m1 ðàçiâ

, . . . , rk, . . . , rk︸ ︷︷ ︸
mk ðàçiâ

, . . . .

Äëÿ äîâiëüíèõ r ∈ [rk, rk+1) i k ∈ Z+ ìà-
¹ìî nζ(r) = m0 + · · · + mk = l(rk+1) > l(r),
òîáòî ïîñëiäîâíiñòü ζ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4).
Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ öiëî¨ ôóíêöi¨
f ∈ A(ζ) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6) ç
ìíîæèíîþ Ef ⊂ (1, +∞) íåñêií÷åííî¨ ëîãà-
ðèôìi÷íî¨ ìiðè.

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó äåÿêi äîïîìiæíi
ñïiââiäíîøåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ Z+ ââå-
äåìî ïîçíà÷åííÿ

pk = [2 ln l(rk+1)αk+1],

Xk = 2eln l(rk+1) ln rk+1αk+1 ,

Yk =
mk

2pk

((
xk+1

rk

)pk

−
(

rk

xk+1

)pk
)

,

Zk =

(
xk

xk+1

)pk

(Yk −Xk).

Çãiäíî óìîâè â) ìà¹ìî
ln Yk = ln mk − ln 2− ln pk+

+pk(ln xk+1 − ln rk) + o(1) =

= (2 + o(1)) ln l(rk+1)αk+1 ln rk+1, k →∞.

Çâiäñè, çîêðåìà, ìà¹ìî Xk = o(Yk), k →
∞. Âðàõîâóþ÷è öå, a òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ
(14), îòðèìó¹ìî

ln Zk = pk(ln xk − ln xk+1) + ln Yk + o(1) =

= pk(ln xk − ln xk+1) + ln mk − ln 2− ln pk+

+pk(ln xk+1 − ln rk) + o(1) =

= ln mk − ln pk − pkδk + O(1) =

= ln l(rk+1)− ln ln l(rk+1)− ln αk+1−
(2 + o(1)) ln l(rk+1)αk+1δk + O(1) =

= (1 + o(1)) ln l(rk+1), k →∞.

Òîäi, çãiäíî ç óìîâîþ á) i ïåðøèì çi ñïiâ-
âiäíîøåíü (14),
ln Zk ≥ ln l(rk) ln rkαk+1 + ln 2, k ≥ k0. (15)
Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó ôóíêöiþ f ∈

A(ζ) i íåõàé dp(r), ÿê i âèùå, � äiéñíà
÷àñòèíà p-òîãî êîåôiöi¹íòà Ôóð'¹ ôóíêöi¨
ln |f(reiθ)|.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå öiëå k ≥ k0. Ìîæëè-
âi òàêi äâà âèïàäêè.

Âèïàäîê 1: |dpk
(xk+1)| > Xk. Òîäi äëÿ âñiõ

r ∈ [xk+1, rk+1) çà ëåìîþ C îòðèìó¹ìî
ln Tf (r) ≥ ln Tf (xk+1) ≥ ln |dpk

(xk+1)|−
− ln 2 > ln Xk − ln 2 = ln l(rk+1) ln rk+1αk+1 =

ln nζ(r) ln l−1(nζ(r))αk+1.

Âèïàäîê 2: |dp(xk+1)| ≤ Xk. Òîäi çà ëåìîþ
3 ìà¹ìî

|dpk
(xk)| ≥

≥
(

xk

xk+1

)pk
(

1

2pk

∑
xk≤zn<xk+1

((
xk+1

rk

)pk

−

−
(

rk

xk+1

)pk
)
− |dpk

(xk+1)|
)

=

=

(
xk

xk+1

)pk

(Yk − |dpk
(xk+1)|) ≥

≥
(

xk

xk+1

)pk

(Yk −Xk) = Zk.

Òîäi äëÿ âñiõ r ∈ [xk, rk), âèêîðèñòîâóþ÷è
ëåìó D i ñïiââiäíîøåííÿ (15), îòðèìó¹ìî

ln Tf (r) ≥ ln Tf (xk) ≥ ln |dpk
(xk)| − ln 2 ≥

≥ ln Zk − ln 2 ≥ ln l(rk) ln rkαk+1 =

= ln nζ(r) ln l−1(nζ(r))αk+1.
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Íåõàé Ek = {r ∈ [rk−1, rk+1) : ln Tf (r) ≥
ln nζ(r) ln l−1(nζ(r))αk+1}, k ∈ N. Çà äîâåäå-
íèì ìíîæèíà Ek ïðè k ≥ k0 ìiñòèòü îäèí
ç ïiâiíòåðâàëiâ [xk, rk) ÷è [xk+1, rk+1), ëîãà-
ðèôìi÷íà ìiðà êîæíîãî ç ÿêèõ íå ìåíøà çà
δk+1. Âèáåðåìî k1 ≥ k0 íàñòiëüêè âåëèêèì,
ùîá ìíîæèíà E = Ek1 ∪ Ek1+2 ∪ Ek1+4 ∪ . . .
áóëà ïiäìíîæèíîþ iíòåðâàëó (1, +∞). Òîäi
ëîãàðèôìi÷íà ìiðà ìíîæèíè E íå ìåíøà ÿê
δk1 + δk1+2 + δk1+4 + . . . , à íàâåäåíèé ðÿä, çãi-
äíî âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi (δk), ¹ ðîçáiæíèì.
Îòæå, E ¹ íåñêií÷åííî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ìiðè.
Êðiì òîãî, çðîçóìiëî, ùî

ln nζ(r) ln l−1(nζ(r)) = o(ln Tf (r)),

Ef 3 r → +∞,

çâiäêè é âèïëèâà¹ (6).
Òåîðåìó ïîâíiñòþ äîâåäåíî.
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