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ОБОРОТНIСТЬ ТЕОРЕМИ ПРО ОБЕРНЕНУ ФУНКЦIЮ ДЛЯ
ДИФЕРЕНЦIЙОВНИХ ФУНКЦIЙ

Нехай X i Y – банаховi простори, U ⊂ X – вiдкрита множина i k ∈ N∪{∞}. Показано, що
Ck-вiдображення F : U → Y є локальним Ck-дифеоморфiзмом у точцi x0 ∈ U тодi i тiльки
тодi, коли похiдна (DF )x0 : X → Y є лiнiйним iзоморфiзмом.

Let X and Y be Banach spaces, U ⊂ X be an open set and k ∈ N ∪ {∞}. It is shown that a
Ck-mapping F : U → Y is a local Ck-diffeomorphism at a point x0 ∈ U if and only if the derivative
of (DF )x0 : X → Y is a linear isomorphism.

У статтi показано, що для теореми про
обернену функцiю для диференцiйовних
функцiй справджується обернене твердже-
ння.

1. Основнi означення. Спочатку наве-
демо необхiднi для подальшого означення,
запозиченi з [1]–[3].

Нехай X i Y – банаховi простори з нор-
мами ‖·‖X i ‖·‖Y вiдповiдно. Позначимо че-
рез L(X, Y ) банаховий простiр лiнiйних не-
перервних операторiв A, що дiють iз прос-
тору X у простiр Y , з нормою

‖A‖L(X,Y ) = sup
‖x‖X=1

‖Ax‖Y .

Через Lk(X, Y ), де k ∈ N, позначимо бана-
ховий простiр неперервних k-лiнiйних вiдо-
бражень iз X в Y . Зауважимо, що

Lk+1(X, Y ) = L(X, Lk(X, Y ))

i
L1(X,Y ) = L(X, Y ).

Нехай U ⊂ X i V ⊂ Y – вiдкритi мно-
жини. Вiдображення f : U → V назива-
ється диференцiйованим (за Фреше) в точцi
x ∈ U , якщо iснує таке лiнiйне вiдображення
(Df)x ∈ L(X, Y ), що

lim
h→0

‖f(x + h)− f(x)− (Df)xh‖Y

‖h‖X

= 0. (1)

Вiдображення f : U → V називається
C1-вiдображенням, якщо f диференцiйов-

не в кожнiй точцi x ∈ U i природне вiдо-
браження Df : U → L(X, Y ) неперерв-
не. Аналогiчно, вiдображення f називаєть-
ся Ck+1-вiдображенням, якщо Dkf дифе-
ренцйовне в кожнiй точцi x ∈ U i вiдобра-
ження Dk+1f : U → Lk+1(X,Y ) неперерв-
не. Ck+1-вiдображення f ще називають ди-
ференцiйовним вiдображенням класу Ck+1.
Нарештi, f – C∞-вiдображення, якщо це вi-
дображення є Ck-вiдображенням для кож-
ного k ∈ N.

Вiдображення f : U → V називає-
ться Ck-дифеоморфiзмом або дифеоморфiз-
мом класу Ck, якщо f взаємно однозначно
вiдображає U на V i обидва вiдображення f
i f−1 є Ck-вiдображеннями.

Аналогiчно, вiдображення f : U → V
називається C∞-дифеоморфiзмом або дифе-
оморфiзмом класу C∞, якщо f взаємно од-
нозначно вiдображає U на V i обидва вiдо-
браження f i f−1 є C∞-вiдображеннями.

Локальним Ck-дифеоморфiзмом (C∞-ди-
феоморфiмом) у точцi x ∈ X називається
вiдображення f : X → Y , для якого iснує та-
кий окiл U ⊂ X точки x, що звуження f |U
вiдображення f на U встановлює Ck-дифе-
оморфiзм (C∞-дифеоморфiзм) мiж U i вiд-
критою пiдмножиною простору Y .

2. Теорема про обернену функцiю.
Важливою для теорiї нелiнiйних вiдобра-
жень є наступна теорема про обернену
функцiю.
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Теорема 1 ([1]). Нехай X i Y – банахо-
вi простори, U ⊂ X – вiдкрита множина,
F : U → Y – Ck-вiдображення, k ∈ N, i для
деякої точки x0 ∈ U похiдна (DF )x0 :X→Y
є лiнiйним iзоморфiзмом.

Тодi F – локальний Ck-дифеоморфiзм у
точцi x0.

Нагадаємо, що лiнiйний неперервний опе-
ратор T : X → Y є лiнiйним iзомофiзмом,
якщо цей оператор має обернений неперерв-
ний оператор T−1 : Y → X.

Покажемо, що для теореми 1 правильною
є обернена теорема.

3. Обернена теорема до теореми 1.

Теорема 2. Нехай X i Y – банаховi прос-
тори, U ⊂ X – вiдкрита множина, k ∈ N
i вiдображення F : U → Y є локальним
Ck-дифеоморфiзмом у точцi x0 ∈ U .

Тодi похiдна (DF )x0 : X → Y є лiнiйним
iзоморфiзмом.

Доведення. Завдяки умовам теореми iс-
нують такi вiдкритi множини U1 ⊂ X i
V1 ⊂ Y , що мiстять точки x0 i y0 = F (x0)
вiдповiдно, i звуження F |U1 вiдображення F
на U1 встановлює Ck-дифеоморфiзм мiж U1

i V1. Тому Ck-вiдображення F : U1 → V1 має
обернене Ck-вiдображення F−1 : V1 → U1.
Оскiльки

F−1(F (x)) = x

i
F

(
F−1(y)

)
= y

для всiх x ∈ U1 i y ∈ V1, то на пiдставi тео-
реми про диференцiйовнiсть композицiї вiд-
ображень [1] для всiх x ∈ U1 i y ∈ V1

(
DF−1F

)
x

=
(
DF−1

)
F (x)

(DF )x = IX , (2)
(
DFF−1

)
y

= (DF )F−1(y)

(
DF−1

)
y

= IY , (3)

де IX i IY – одиничнi оператори, що дiють
у просторах X i Y вiдповiдно. Замiнюючи в
(2) i (3) x i y на x0 i y0 вiдповiдно i врахову-
ючи, що y0 = F (x0), отримаємо

(
DF−1

)
y0

(DF )x0
= IX ,

(DF )x0

(
DF−1

)
y0

= IY .

Таким чином, оператор (DF )x0
має оберне-

ний неперервний
(
(DF )x0

)−1 i
(
(DF )x0

)−1
=

(
DF−1

)
y0

.

Отже, якщо вiдображення F : U → Y
є локальним Ck-дифеоморфiзмом у точцi
x0 ∈ U , то похiдна (DF )x0

: X → Y є лi-
нiйним iзоморфiзмом.

Теорема 2 доведена.

4. Основнi твердження про обернену
функцiю. Об’єднуючи теореми 1 i 2, прихо-
димо до наступного твердження.

Теорема 3. Нехай X i Y – банаховi прос-
тори, U ⊂ X – вiдкрита множина i k ∈ N.

Ck-вiдображення F : U → Y є локальним
Ck-дифеоморфiзмом у точцi x0 ∈ U тодi i
тiльки тодi, коли похiдна (DF )x0 : X → Y
є лiнiйним iзоморфiзмом.

Аналогiчне твердження справджується i
для вiдображень класу C∞.

Теорема 4. Нехай X i Y – банаховi прос-
тори i U ⊂ X – вiдкрита множина.

C∞-вiдображення F :U→Y є локальним
C∞-дифеоморфiзмом у точцi x0 ∈ U тодi i
тiльки тодi, коли похiдна (DF )x0 : X → Y
є лiнiйним iзоморфiзмом.

Очевидно, що теорема 4 – наслiдок тео-
реми 3.
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