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ÏÐÎ ÐÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÎÄÍÎÃÎ ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÎÃÎ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÎÃÎ
ÐIÂÍßÍÍß

Ðîçãëÿäàþòüñÿ àáñòðàêòíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ iç çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âñòàíîâëþ-
þòüñÿ ðåçóëüòàòè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

We consider abstract parabolic equations with variable coe�cients. Some results on the
existence and uniqueness of solutions are established.

Íåõàé H � îñíàùåíèé ãiëüáåðòîâèé ïðî-
ñòið: W ⊂ H ⊂ W ′. Òóò W ′ � ïðîñòið, ñïðÿ-
æåíèé äî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó W . Ïðî-
ñòið W âêëàäåíèé â ïðîñòið H ëiíiéíî, íå-
ïåðåðâíî i ùiëüíî, ùî âèçíà÷à¹ àíàëîãi÷íå
âêëàäåííÿ H â W ′. Ñêàëÿðíèé äîáóòîê (u, v)
ïðîñòîðó H ðîçøèðåíèé ç W×W íà W×W ′

i íà W ′×W çà íåïåðåðâíiñòþ. Ïiñëÿ òàêîãî
ðîçøèðåííÿ çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà f ∈ W ′

íà åëåìåíòi v ∈ W çáiãà¹òüñÿ ç (f, v) i, ùî
òåæ ñàìå, ç (v, f). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç J èçîìå-
òðè÷íèé îïåðàòîð, ÿêèé äi¹ ç ïðîñòîðó W â
ïðîñòið W ′ i âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì
(u, v)W = (Ju, v), u, v ∈ W .

Â [1] äîñëiäæóâàëîñÿ àáñòðàêòíå ïàðàáî-
ëi÷íå ðiâíÿííÿ

v′(t) + Jv(t) = f(t)

iç ñòàëèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì J . Óçà-
ãàëüíþþ÷è öi ðåçóëüòàòè, ìè ðîçãëÿäà¹ìî
ñïî÷àòêó àíàëîãi÷íå àáñòðàêòíå ïàðàáîëi-
÷íå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, àëå iç çìií-
íèì îïåðàòîðíèì êîåôiöi¹íòîì, à ïîòiì àá-
ñòðàêòíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ äîâiëüíîãî
ïîðÿäêó iç çìiííèìè îïåðàòîðíèìè êîåôiöi-
¹íòàìè.

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ

v′(t) + M(t)Jv(t) = f(t), (1)

äå øóêàíà ôóíêöiÿ v(t) âèçíà÷åíà íà âiä-
ðiçêó [0, T ] i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç ïðîñòîðó
W . Âîíà ìà¹ òàêîæ çàäîâîëüíÿòè ïî÷àòêî-
âó óìîâó

v(0) = v0. (2)

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî M(t) � íåïåðåðâíà íà
[0, T ] ôóíêöiÿ, çíà÷åííÿìè ÿêèõ ¹ îáìåæå-
íi äîäàòíî âèçíà÷åíi îïåðàòîðè â ïðîñòîði
W ′, à µ(t) � íåïåðåðâíà íà [0, T ] ôóíêöiÿ,
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê íèæíÿ ìåæà îïåðàòîðà
M(t) äëÿ êîæíîãî t.

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â ðîçóìiííi
òåîði¨ ðîçïîäiëiâ äëÿ ôóíêöié iç çíà÷åííÿìè
â áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé E � áàíàõîâèé
ïðîñòið, à h(t) i g(t) � ëîêàëüíî iíòåãðîâíi
íà (0, T ) ôóíêöi¨ iç çíà÷åííÿìè â E. ßêùî
äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨
ôiíiòíî¨ íà (0, T ) ôóíêöi¨ ϕ(t) (ïðîáíî¨ ôóí-
êöi¨) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫ T

0

h(t)ϕ′(t)dt = −
∫ T

0

g(t)ϕ(t)dt,

òî g(t) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ h(t) â ðîçóìií-
íi òåîði¨ ðîçïîäiëiâ.

Ëåìà. Íåõàé ôóíêöiÿ f(t) íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó L2(0, T ; W ′), à åëåìåíò v0 íàëåæèòü
ïðîñòîðó H. ßêùî ôóíêöiÿ v(t) îäíî-
÷àñíî íàëåæèòü ïðîñòîðàì L2(0, T ; V ) òà
C([0, T ]; H) i ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),
(2), çàäîâîëüíÿþ÷è ðiâíÿííÿ (1) â ðîçóìií-
íi òåîði¨ ðîçïîäiëiâ, òî äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

||v(t)||2H +

∫ t

0

µ(s)||v(s)||2W ds ≤

≤ ||v0||2H +

∫ t

0

1

µ(s)
||f(s)||2W ′ ds. (3)

Äîâåäåííÿ. Âíàñëiäîê (1) ôóíêöiÿ v′(t)
áóäå íàëåæàòè ïðîñòîðó L2(0, T ; W ′). Âèêî-
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ðèñòîâóþ÷è ïðîäîâæåííÿ ñêàëÿðíîãî äîáó-
òêó ïðîñòîðó H, äîìíîæèìî (1) ïðè t = s
ñêàëÿðíî íà v(s). Çà ëåìîþ iç [1], ñòîð. 209
ðåçóëüòàò ìîæíà çàïèñàòè òàê:

1

2

d

ds
||v(s)||2H + (M(s)Jv(s), v(s)) =

= (f(s), v(s))

(ïîõiäíà îá÷èñëþ¹òüñÿ â ðîçóìiííi òåîði¨
ðîçïîäiëiâ). Ïîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü íà 2,
iíòåãðó¹ìî ïî âiäðiçêó [0, t]:

||v(t)||2H + 2

∫ t

0

(M(s)Jv(s), v(s))ds =

= ||v0||2H + 2

∫ t

0

(f(s), v(s))ds.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü

(M(s)Jv(s), v(s)) = (M(s)Jv(s), Jv(s))W ′ ≥

≥ µ(s)||v(s)||2W ,

îöiíþ¹ìî iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíî-
ñòi çíèçó. Íàðåøòi, îäåðæó¹ìî ïîòðiáíó íå-
ðiâíiñòü, îöiíþþ÷è iíòåãðàë â ïðàâié ÷à-
ñòèíi ðiâíîñòi çâåðõó çà íåðiâíiñòþ Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî. Ëåìà äîâåäåíà.

Ïðè äîâåäåííi íàñòóïíî¨ òåðåìè ñêîðè-
ñòà¹ìîñÿ òàêèì çàóâàæåííÿì. Íåõàé L �
ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó W .
Íåõàé P � îðòîïðîåêòîð íà L â ïðîñòîði H.
Ðîçãëÿäàþ÷è P ÿê îïåðàòîð ç H â W , áóäå-
ìî ìàòè, ùî éîãî ñïðÿæåíèé P ′ äi¹ ç W ′ â
H i çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(Pu, f) = (u, P ′f), u ∈ W, f ∈ W ′.

Ç öi¹¨ òîòîæíîñòi âèïëèâà¹, ùî P ′ ¹ ðîçøè-
ðåííÿì îïåðàòîðà P , òàêîæ ¹ ïðîåêòîðîì íà
L ç ÿäðîì {f ∈ W ′ | (f, u) = 0, u ∈ L}.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f(t) íàëåæèòü
ïðîñòîðó L2(0, T ; W ′), à åëåìåíò v0 íàëå-
æèòü ïðîñòîðó H. Òîäi iñíó¹ îäíà é òiëüêè
îäíà ôóíêöiÿ v(t), ÿêà îäíî÷àñíî íàëåæèòü
ïðîñòîðàì L2(0, T ; V ) òà C([0, T ]; H), çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) â ðîçóìiííi òåîði¨ ðîç-
ïîäiëiâ i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2).

Äîâåäåííÿ. �äèíiñòü âèïëèâà¹ ç ëåìè.
Äîâåäåìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó, âèêîðèñòî-
âóþ÷è, ÿê öå çðîáëåíî â [1], ìåòîä Ôàåäî-
Ãàëüîðêiíà. Íåõàé Lm � ïîñëiäîâíiñòü ñêií-
÷åííîâèìiðíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòîðó W ,
ÿêà çðîñòà¹ ïî âêëþ÷åííþ i òàêà, ùî îá'¹ä-
íàííÿ öèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ ùiëüíîþ ìíîæè-
íîþ â W . ×åðåç Pm ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíèé
îðòîïðîåêòîð â ïðîñòîði H. Äëÿ êîæíîãî m
âèçíà÷èìî íà [0, T ] ôóíêöiþ vm(t) iç çíà÷å-
ííÿìè â Lm ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

v′m(t) + P ′
m M(t)Jvm(t) = P ′

m f(t), (4)

vm(0) = Pm v0. (5)

Çàäà÷à (4), (5) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (äèâ. [1]),
òîìó çà âiäîìîþ òåîðåìîþ âîíà ìà¹ òiëüêè
îäèí ðîçâ'ÿçîê. Ìiðêóþ÷è ÿê ïðè äîâåäåí-
íi ëåìè i âðàõîâóþ÷è, ùî Pm vm(t) = vm(t),
îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

||vm(t)||2H +

∫ t

0

µ(s)||vm(s)||2W ds ≤

≤ ||v0||2H +

∫ t

0

1

µ(s)
||f(s)||2W ′ ds.

Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ îáìåæåííiñòü ïî-
ñëiäîâíîñòi vm(t) â ïðîñòîðàõ L2(0, T ; V ) òà
C([0, T ]; H). Òîìó âîíà ìà¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü,
ÿêà çáiãà¹òüñÿ â ñëàáêié òîïîëîãii ïðîñòî-
ðó L2(0, T ; V ) i ∗-ñëàáêié òîïîëîãii ïðîñòîðó
L∞(0, T ; H) (äèâ. [1]). Çáåðåæåìî ïîçíà÷åí-
íÿ vm(t) äëÿ öi¹¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi, à ãðàíè-
öþ ïîçíà÷åìî v(t). Ïîêàæåìî, ùî v(t) çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1). Äëÿ m > n ïîìíîæè-
ìî ðiâíÿííÿ (4) íà åëåìåíò w ∈ Ln ñêàëÿðíî
â ïðîñòîði H. Ðåçóëüòàò çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(v′m(t), w) + (vm(t), J−1M(t)Jw)W =

= (f(t), w). (6)

Öþ ðiâíiñòü ïîìíîæèìî íà ôóíêöiþ ϕ(t),
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâàíó i ôiíiòíó íà
(0, T ) (òîáòî ïðîáíó ôóíêöiþ), à îäåðæàíó
òîòîæíiñòü ïðîiíòåãðó¹ìî ïî âiäðiçêó [0, T ].
Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îäåðæó¹ìî
ðiâíiñòü

−
∫ T

0

(vm(t), ϕ′(t)w)dt+
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+

∫ T

0

(vm(t), ϕ(t)J−1M(t)Jw)V dt =

=

∫ T

0

(f(t), ϕ(t)w)dt,

â ÿêié ëåãêî ïåðåõîäèìî äî ãðàíèöi, êîëè m
ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi. Ðåçóëüòàò ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

−
∫ T

0

(v(t), w)ϕ′(t)dt+

+

∫ T

0

(M(t)Jv(t), w)ϕ(t)dt =

=

∫ T

0

(f(t), w)ϕ(t)dt

äëÿ w ∈ Ln. Îñêiëüêè îá'¹äíàííÿ ïiäïðîñòî-
ðiâ Ln ¹ ùiëüíèì â W , öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹-
òüñÿ äëÿ âñiõ w ç W . Òàêèì ÷èíîì, â ðîçó-
ìiííi òåîði¨ ðîçïîäiëiâ äëÿ âñiõ w ç W ìà¹ìî
ðiâíiñòü

d

dt
(v(t), w) + (M(t)Jv(t), w) = (f(t), w).

Çà ëåìîþ ç [1] (ñòîð. 201) öå îçíà÷à¹, ùî v(t)
çàäîâîëüíÿ¹ (1) â ðîçóìiííi òåîði¨ ðîçïîäi-
ëiâ. Ç (1) âèïëèâà¹, ùî v′(t) íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó L2(0, T ; W ′). Ðàçîì ç íàëåæíiñòþ v(t)
äî ïðîñòîðó L2(0, T ; W ) çãiäíî ç iíòåðïîëÿ-
öiéíîþ òåîðåìîþ Ëiîíñà-Ìàäæåíåñà öå äà¹
íåïåðåðâíiñòü v(t) íà [0, T ] ÿê ôóíêöi¨ iç çíà-
÷åííÿìè â H. Äàëi, ìiðêóþ÷è ÿê â [1] (ñòîð.
209), îäåðæó¹ìî, ùî çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ òàêîæ
ïî÷àòêîâà óìîâà (2). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

u(n)(t) + M(t)Ju(n−1)(t)+

+
n∑

j=1

Aj(t)u
(n−j)(t) = f(t), (7)

äå øóêàíà ôóíêöiÿ âèçíà÷åíà íà âiäðiçêó
[0, T ] i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç ïðîñòîðó W . Âî-
íà ìà¹ òàêîæ çàäîâîëüíÿòè ïî÷àòêîâi óìîâè

u(j)(0) = uj, j = 0, . . . ,m− 1. (8)

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî M(t), Aj(t), j = 1, . . . , n,
� íåïåðåðâíi íà [0, T ] ôóíêöi¨, çíà÷åííÿìè

ÿêèõ ¹ ëiíiéíi òà íåïåðåðâíi îïåðàòîðè. Ïðè
ôiêñîâàíîìó t îïåðàòîð M(t) ¹ íåïåðåðâíèì
äîäàòíî âèçíà÷åíèì îïåðàòîðîì â W ′, îïå-
ðàòîð A1(t) ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ ç H
â W ′, îïåðàòîðè Aj(t), j = 2, . . . , n, àíàëîãi-
÷íî äiþòü ç W â W ′.

Äëÿ n = 2 i M(t) = µ(t)I öÿ çàäà÷à ðîç-
ãëÿäàëàñÿ â [2] (òóò I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð,
à µ(t) � ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ).

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêöiÿ f(t) íàëåæèòü
ïðîñòîðó L2(0, T ; W ′), åëåìåíò un−1 íàëå-
æèòü H, à åëåìåíòè u0, . . . , un−2 íàëåæàòü
W . Òîäi iñíó¹ îäíà é òiëüêè îäíà âèçíà÷åíà
íà [0, T ] ôóíêöiÿ u(t), ÿêà

1) ìà¹ íåïåðåðâíi íà [0, T ] ïîõiäíi äî ïî-
ðÿäêó n−2 ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè ó ïðî-
ñòîði W ,

2) ìà¹ íåïåðåðâíó íà [0, T ] ïîõiäíó ïî-
ðÿäêà n−1 ÿê ôóíêöiÿ iç çíà÷åííÿìè ó ïðî-
ñòîði H,

3) ìà¹ óçàãàëüíåíó ïîõiäíó ïîðÿäêó n−1
ç ïðîñòîðó L2(0, T ; W ),

4) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (7) â ðîçóìií-
íi òåîði¨ ðîçïîäiëiâ i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi
óìîâè (8).

Äîâåäåííÿ. Ðîçâ'ÿçîê u(t) øóêàòèìåìî ó
âèãëÿäi ðÿäó

u(t) =
+∞∑

k=0

wk(t). (9)

Ôóíêöiÿ w0(t) âèçíà÷àåòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i

w
(n)
0 (t) + M(t)Jw

(n−1)
0 (t) = f(t) (10)

w
(i)
0 (0) = ui, i = 0, . . . , n− 1. (11)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ i ¹ ¹äè-
íèì. Ñïðàâäi, ïiñëÿ çàìiíè v(t) = w

(n−1)
0 (t)

ðiâíÿííÿ (7) íàáóâà¹ âèãëÿäó (1). ßêùî v(t)
âèçíà÷èòè ÿê ðîçâ'ÿçîê (1), ÿêèé çàäîâîëü-
íÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó v(0) = un−1, òî ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (10), (11) çíàéäåìî iíòåãðóþ÷è
v(t) i âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó ïî÷àòêîâi óìî-
âè (11).

Äàëi ïîñëiäîâíî âèçíà÷à¹ìî iíøi äîäàíêè
ðÿäó (9) ÿê ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

w
(n)
k+1(t) + M(t)Jw

(n−1)
k+1 (t) =
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= −
n∑

j=1

Aj(t)w
(n−j)
k (t) (12)

w
(i)
k+1(0) = 0, i = 0, . . . , n− 1. (13)

Ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü, ùî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè
1.

Íåõàé b � ìiíiìóì µ(t), à aj � ìàêñèìóì
||Aj(t)||. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

hk(t) = ||w(k−1)
0 (t)||2H + b

∫ t

0

||w(k−1)
0 (s)||2W ds.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (3) ìàòèìåìî, ùî

hk+1(t) ≤ 1

b

∫ t

0

||
n∑

j=1

Aj(s)w
(n−j)
k (s)||2W ′ds ≤

≤ 1

b

∫ t

0

(
n∑

j=1

aj||w(n−j)
k (s)||W

)2

ds ≤

≤ 1

b

∫ t

0

(
a1

1√
b

√
hk(s)+

+
1√
b

n∑
j=2

aj s(2j−3)

(j − 2)!(2j − 3)

√
hk(s)

)2

ds ≤

≤ 1

b2

(
a1 +

n∑
j=2

aj T (2j−3)

(j − 2)!(2j − 3)

)2 ∫ t

0

hk(s)ds.

ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç C ñòàëèé ìíîæíèê
ïåðåä iíòåãðàëîì, òî äiñòàíåìî íåðiâíiñòü

hk+1(t) ≤ C

∫ t

0

hk(s)ds. (14)

ßêùî m � ìàêñèìóì ôóíêöi¨ h0(t), òî ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨¨ çâiäñè îäåðæó¹-
ìî îöiíêó

hk(t) ≤ CkT km

k!
,

ÿêà çàáåçïå÷ó¹ çáiæíiñòü ðÿäó∑+∞
k=0 w

(n−1)
k (t) â ïðîñòîðàõ L2(0, T ; V )

òà C([0, T ]; H). Òîìó ðÿä (9) òà éîãî ïîõi-
äíi äî ïîðÿäêó n − 2 çáiãàþòüñÿ â ïðîñòîði
C([0, T ]; W ). Äëÿ ñóìè ðÿäó (9) âèêîíóþòüñÿ
âñi òâåðäæåííÿ òåîðåìè, çîêðåìà âèêîíàí-
íÿ (7) òà (8) ïåðåâiðÿ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüîþ
ïiäñòàíîâêîþ.

Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó
ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó (7), (8) ç íóëüîâèìè ïî-
÷àòêîâèìè óìîâàìè i íóëüîâîþ ïðàâîþ ÷à-
ñòèíîþ ðiâíÿííÿ (7). ßêùî u(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
öi¹¨ çàäà÷i, òî

u(n)(t)+M(t)Ju(n−1)(t) = −
n∑

j=1

Aj(t)u
(n−j)(t),

u(i)(0) = 0, i = 0, . . . , n− 1.

Àíàëîãi÷íî ç ïîïåðåäíiì ââåäåìî ôóíêöiþ
h(t), ÿêà âiäïîâiäà¹ u(t). Òàê ñàìî, ÿê ç (12)
i (13) îòðèìàíî (14), ç îñòàííiõ ðiâíîñòåé
îäåðæó¹òüñÿ îöiíêà

h(t) ≤ C

∫ t

0

h(s)ds,

ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî h(t) � íóëüîâà ôóíêöiÿ.
Òîäi i u(t) íóëüîâà i ¹äèíiñòü äîâåäåíà. Òåî-
ðåìà äîâåäåíà.
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