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ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÓ
Îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâà-

äðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíîãî ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ
íåéòðàëüíîãî òèïó â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó.

We obtain necessary and su�cient conditions for the exponential stability in the square mean
of a solution to a linear stochastic di�erential-functional equation of neutral type in the scalar case.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Ïèòàííþ ñòiéêîñòi çà Ëÿïóíîâèì

ðîçâ'ÿçêiâ äåòåðìiíîâàíèõ äèôåðåíöiàëüíî-
ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó
(ÄÄÔÐÍÒ) ïðèñâÿ÷åíî äîñòàòíüî âåëèêà
êiëüêiñòü ðîáiò, ñåðåä ÿêèõ îñîáëèâå ìiñöå
çàéìàþòü ïðàöi íàóêîâèõ øêië Õåéëà Äæ.
[15], Àçáåë¹âà Í.Â. [1], Êàìåíñüêîãî Ì.È.
[2], Õóñàèíîâà Ä.ß. [13], Ñëþñàð÷óêà Â.Þ.
[9].

Ó ðîáîòàõ Êîëìàíîâñüêîãî Â.Á. i Íî-
ñîâà Â.Ð. [8], Öàðêîâà �.Ô. [14], Õóñàè-
íîâà Ä.ß. [13] òà ¨õíiõ ó÷íiâ âèâ÷àëè-
ñÿ ïèòàííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñòîõàñòè-
÷íèõ äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâ-
íÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó (ÑÄÔÐÍÒ) çà óìî-
âè, ùî ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíîãî ÄÄÔÐÍÒ
ñòiéêi çà Ëÿïóíîâèì. Ïèòàííþ iñíóâàííÿ
ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ÑÄÔÐÍÒ òà óçàãàëü-
íåííþ äðóãîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà ïðèñâÿ÷å-
íî ðîáîòè Êîëìàíîâñüêîãî Â.Á. i Øàéõåòà
Ë.È. [2], Áåðåçè Â.Þ, ßñèíñüêîãî Â.Ê. [7]
òà iíøèõ.

Íåõàé íà éìîâiðíiñíîìó áàçèñi [7]
(Ω, F, P,=), äå = = {Ft, t ≥ 0} - ôiëü-
òðàöiÿ, çàäàíî ñèëüíèé ðîçâ'ÿçîê [2], [7]
x(t) = x(t, ω) ∈ R1 ëiíiéíîãî ñòîõàñòè-
÷íîãî äèôåðåíöiàëüíî � ôóíêöiîíàëüíîãî
ðiâíÿííÿ íåéòðàëüíîãî òèïó (ËÑÄÐÍÒ)

d {Dxt} = {Lxt} dt + {Gxt} dw(t). (1)

çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x0 = ϕ, (2)

Òóò xt ≡ {x(t + s),−h ≤ s ≤ 0} ∈
C ([−h, 0]); ϕ ∈ C ([−h, 0]) - F0 - âèìiðíèé âè-
ïàäêîâèé ïðîöåñ; w(t) = w(t, ω) - îäíîâèìið-
íèé âèïàäêîâèé âiíåðiâ ïðîöåñ, ùî óçãîäæå-
íèé ç = = {Ft, t ≥ 0}, D, L, G - ôóíêöiîíàëè,
ùî çàäàíi íà ïðîñòîði ñïiââiäíîøåííÿìè [4],
[15] äëÿ ψ ∈ C ([−h, 0])

Dψ ≡
∫ 0

−h

ψ(t)dr1(t);

Lψ ≡
∫ 0

−h

ψ(t)dr2(t); (3)

Gψ ≡
∫ 0

−h

ψ(t)dr3(t)

äå ri(t), i = 1, 2, 3 - ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàði-
àöi¨ íà âiäðiçêó [−h, 0].

Äëÿ ëiíiéíîãî ÑÄÔÐÍÒ (1), (2) ìà¹ ìi-
ñöå òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ç òî÷íi-
ñòþ äî ñòîõàñòè÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ñèëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó x(t) ∈ R1 [5] äëÿ ÿêîãî iñíó¹
E {x2(t)} < ∞.

Ôîðìóëà Êîøi äëÿ ËÑÄÔÐÍÒ
Ïîðÿä ç ðiâíÿííÿì (1) ðîçãëÿíåìî äåòåð-

ìiíîâàíå äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíå
ðiâíÿííÿ íåéòðàëüíîãî òèïó [1], [15]

d {Dyt} = {Lyt} dt. (4)
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çà ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

y(t) = ϕ(t), −h ≤ t ≤ 0. (5)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Êîøi X(t) [15] ÿê
ðîçâ'ÿçîê (4), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó
óìîâó

X(t) := 1(t) =

{
0,−h ≤ t < 0;
1, t = 0.

(6)

Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (4) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé, òîá-
òî ∀t ≥ 0 iñíóþòü êîíñòàíòè M > 0 òà c > 0,
òàêi, ùî

E |y(t)|2 ≤ Me−ctE ‖ϕ‖2 , (7)

äå ‖ϕ‖ ≡ max
−h≤t≤0

|ϕ(t)|.
Òîäi ìà¹ ìiñöå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Ðîçâ'ÿçîê ËÑÄÔÐÍÒ (1),

(2) çàäîâîëüíÿ¹ ñòîõàñòè÷íå iíòåãðàëüíå
ðiâíÿííÿ

x(t) = y(t) +

∫ t

0

X(t− s)Gxsdw(s). (8)

äå y(t)- ðîçâ'ÿçîê (4), (2).
Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ëiíiéíiñòü

ôóíêöiîíàëüíîãî îïåðàòîðà íåéòðàëüíîñòi
D, îòðèìà¹ìî

Dxt = Dyt +

∫ t

0

DXt−sGxsdw(s), (9)

Ïiäñòàâèìî (9) â (4) i, âðàõóâàâøè ëiíié-
íiñòü ôóíêöiîíàëüíîãî îïåðàòîðà L, îòðè-
ìà¹ìî

dDxt = dDyt + d
∫ t

0
DXt−sGxsdw(s) =

Lytdt + DX0Gxtdw(t) +∫ t

0
dtDXt−sGxsdw(s) = Lytdt + Gxtdw(t) +∫ t

0
(LXt−sdt)Gxsdw(s) = Lytdt + Gxtdw(t) +

L{∫ t

0
X(t − s)dtGxsdw(s)}dt = L{yt +∫ t

0
X(t − s)dtGxsdw(s)}dt + Gxtdw(t) =

Lxtdt + Gxtdw(t).
Òóò ïåðåñòàíîâêà ôóíêöiîíàëà L ç îïåðà-

öi¹þ iíòåãðóâàííÿ îá ðóíòîâàíà çà êîíñòðó-
êöi¹þ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà L. Òàêèì ÷èíîì,
âèïàäêîâèé ïðîöåñ, ÿêèé çàäàíî (8), çàäî-
âîëüíÿ¹ ËÑÄÔÐÍÒ. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Àñèìïòîòè÷íà ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ
ËÑÄÔÐÍÒ

Äàìî îçíà÷åííÿ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó ËÑÄÔÐÍÒ (1),
(2).

Îçíà÷åííÿ 1. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i (1), (2) íàçâåìî ñòiéêèì â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî ∀ε > 0 iñíó¹ δ = δ(ε),
òàêå, ùî ∀t [0, T ] i ϕ ∈ ([−h, 0])

E |x(t)|2 ≤ ε, (10)

ÿêùî
E ‖ϕ‖ < δ,

äå E {•} - îïåðàöiÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâà-
ííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
x(t) ≡ 0 ÑÄÐÐÍÒ (1), (2) íàçèâà¹òüñÿ àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêèì â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè-
÷íîìó, ÿêùî âií ¹ ñòiéêèì â òåðìiíàõ îçíà-
÷åííÿ 1 i

lim
t→∞

E |x(t)|2 → 0.

Äëÿ íàñòóïíîãî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíî ââå-
ñòè ïîíÿòòÿ ðiâíîìiðíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòié-
êîñòi [15]. Íåõàé ïî÷àòêîâà óìîâà äëÿ ðiâíÿ-
ííÿ (1) ìà¹ âèãëÿä

xσ ≡ x(σ + θ) = ϕ, (11)

äå σ ∈ R1.
Îçíà÷åííÿ 3. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (1), (11) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèì ðiâíîìiðíî ïî σ ∈ R1, ÿêùî âií ¹
àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì â òåðìiíàõ îçíà÷åí-
íÿ 2 äëÿ ∀σ ∈ R1.

Çàóâàæèìî, ùî íàäàëi óìîâó (7) ìîæíà
çàìiíèòè íà áiëüø ñèëüíó óìîâó. À ñàìå ìî-
æíà ïðèïóñêàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4)
¹ ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.

Ëåìà [15]. ßêùî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (4) ðiâíîìiðíî àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé, òî âií ¹ åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé,
i ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (6) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íîñòi äëÿ K >, ρ > 0:

|X(t)| ≤ Ke−ρt, V ar
[t−h,t]

X ≤ Ke−ρt.
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Äëÿ îäåðæàííÿ íåîáõiäíèõ òà äîñòàòíiõ
óìîâ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi òðèâiàëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó x(t) ≡ 0 ËÑÄÔÐÍÒ (1), (2) ââå-
äåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ i ïîâ'ÿçàíi ç íèìè
òâåðäæåííÿ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëå-
ííÿ (7) ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (1), çàïèøåìî ií-
òåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè íåéòðàëüíî-
ãî òèïó äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó γ(t) ≡ Gxt:

γ(t) = Gyt +

∫ t

0

H(t− s)γ(t)dw(s), (12)

äå
H(t) ≡ GXt, (13)

Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ

M(t, ϕ) ≡ E{|x(t)|2/F0} = E{|x(t)|2},
Γ(t, ϕ) ≡ E{|γ(t)|2/F0} = E{|γ(t)|2}.

Òóò óìîâíi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ ðiâíi
çâè÷àéíèì â ñèëó íåçàëåæíîñòi âèïàäêîâèõ
ïðîöåñiâ x(t) i γ(t) âiä ïî÷àòêîâî¨ σ - àëãåáðè
F0 [7].

Äàëi ïiäíåñåìî äî êâàäðàòó iíòåãðàëüíå
ïðåäñòàâëåííÿ (7) ñèëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ËÑÄ-
ÔÐÍÒ, îá÷èñëèìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ
i, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü 0 ìàòåìàòè÷íîãî ñïî-
äiâàííÿ âiä iíòåãðàëà Âiíåðà-Iòî i ðiâíiñòü
ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ âiä êâàäðàòó ií-
òåãðàëà Âiíåðà-Iòî çâè÷àéíîìó iíòåãðàëó Ði-
ìàíà [7], îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ äðóãîãî
ìîìåíòó M(t, ϕ) âèãëÿäó

M(t, ϕ) = |y(t)|2 +

∫ t

0

|X(t− s)|2 Γ(s, ϕ)ds.

(14)
Àíàëîãi÷íî ìàòèìåìî

Γ(t, ϕ) = |Gyt|2 +

∫ t

0

|H(t− s)|2 Γ(s, ϕ)ds.

(15)
Äîâåäåìî äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâà

(7), òîáòî ðîçâ'ÿçîê (4) åêñïîíåíöiàëüíî
ñòiéêèé. Òîäi ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ (16) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

∃c1 > 0,∃c2 > 0,∀ϕ ∈ C ([−h, 0]) :

∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)etC2 < C1 ‖ϕ‖2 . (16)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

B =

∫ ∞

0

|H(t)|2 dt < 1. (17)

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâè (7) iñíó¹ êîíñòàí-
òè M > 0, òàêà ùî

|H(t)| ≤ Me−ρt, |Gyt| ≤ Me−ρt ‖ϕ‖ (18)

äëÿ ∀ϕ ∈ C ([−h, 0]). Çíà÷èòü ìîæíà çàñòî-
ñóâàòè ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà [6] äî (15) i
îòðèìàòè ðiâíÿííÿ äëÿ çîáðàæåííÿ

∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)e−ztdt =

∫ ∞

0

|Gyt|2 e−ztdt+

+

∫ ∞

0

|H(t)|2 e−ztds

∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)e−ztdt, (19)

ÿêå åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ
∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)e−λtdt =

∫ ∞

0

|Gyt|2 e−λtdt×

×
(

1−
∫ ∞

0

|H(t)|2 e−λtdt

)−1

. (20)

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêîãî Reλ > 0. Íå âòðà÷à-
þ÷è çàãàëüíîñòi âiçüìåìî Imλ = 0. Çàóâà-
æèìî, ùî ôóíêöiÿ R(z) =

∫∞
0
|H(t)|2 e−ztdt

ÿê ôóíêöiÿ âiä z∈ R ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi-
¹þ, à òàêîæ |R(z)| ¹ ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ íà
(−ρ,∞) ïðè Imz = 0.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ (17).
Çíà÷èòü ∃ε > 0 òàêå, ùî

∫∞
0
|H(t)|2 eztdt < 1

äå z ∈ [−ε,∞). Òîäi äëÿ z ∈ [−ε,∞) âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)e−ztdt <

∫ ∞

0

|Gyt|2 e−ztdt×

×
(

1−
∫ ∞

0

|H(t)|2 eεtdt

)−1

≤
∫ ∞

0

|Gyt|2 eεtdt×

×
(

1−
∫ ∞

0

|H(t)|2 eεtdt

)−1

≤

≤ M2 ‖ϕ‖2 (ρ− ε)−1

(
1−

∫ ∞

0

|H(t)|2 eεtdt

)−1

.

(21)
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ßêùî â íåðiâíîñòi (21) ïîêëàñòè C2 = ε

i C1 = M2 (ρ− ε)−1 (
1− ∫∞

0
|H(t)|2 eεtdt

)−1,
òî îäåðæèìî ç (21) óìîâó (16).

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ (16) òà
Imz = 0, òîáòî

∃c1 > 0,∃c2 > 0,∀ϕ ∈ C ([−h, 0]) :
∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)etC2 < C1 ‖ϕ‖2 .

Öå îçíà÷à¹, ùî ∀s ∈ (−∞, C2):∫∞
0

Γ(t, ϕ)etsdt < C1 ‖ϕ‖2. Öå îçíà÷à¹,
ùî ôóíêöiÿ

∫∞
0

Γ(t, ϕ)etsdt ¹ àíàëiòè÷íîþ
ôóíêöi¹þ ïðè s ∈ (−∞, C2), òîáòî íå ìà¹
ïîëþñiâ ïðè s ∈ (−∞, C2). Òîäi âèêîðèñòî-
âóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (20), ðîáèìî âèñíîâîê
ïðî òå, ùî ôóíêöiÿ 1 − ∫∞

0
|H(t)|2 estdt íå

ìà¹ íóëiâ ïðè s ∈ (−∞, C2). Òîáòî
∫ ∞

0

|H(t)|2 eC2tdt < 1.

ßêùî æ âðàõóâàòè òå, ùî ôóíêöiÿ∫∞
0
|H(t)|2 eC2tdt ¹ íå çðîñòàþ÷îþ, ðîáèìî

âèñíîâîê ïðî òå, ùî âèêîíó¹òüñÿ (17). Òå-
îðåìà 2 äîâåäåíà.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâè
(7) äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ËÄÔÐÍÒ (4), (5) òà
(4), (6).

1. Òîäi íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìî-
âîþ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüî-
ìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó (1), (2) ¹ âèêî-
íàííÿ óìîâè

r(B) < 1, (22)
äå r(A) � ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ ìàòðèöi A,
îïåðàòîð B çàäàíî ôîðìóëîþ (17).

2. ßêùî r(B) > 1, òî â áóäü-ÿêîìó îêî-
ëi íóëÿ çíàéäåòüñÿ ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ ϕ(t)
òàêà, ùî

lim
t→∞

M
{|x(t)|2} = ∞. (23)

Äîâåäåííÿ. 1. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âè-
êîíó¹òüñÿ (22), à çíà÷èòü âèêîíó¹òüñÿ (18).
Óìîâà (7) ãàðàíòó¹ [15] iñíóâàííÿ äåÿêî¨ ñòà-
ëî¨ M2 > 0 òà c2 > 0 òàêèõ, ùî

|Gyt|2 etc2 ≤ M2 ‖ϕ‖2 , |y(t)|2 etc2 ≤ M2 ‖ϕ‖2 ,

|X(t)|2 etc2 ≤ M2 i |H(t)|2 etc2 ≤ M2 (24)

äëÿ äîâiëüíîãî t > 0 i ϕ ∈ C ([−h, 0]).
Çàóâàæèìî, ñòàëó c2 > 0 äëÿ âèêîíàííÿ

îöiíîê (24) ñëiä âèáèðàòè ÿê ó òåîðåìi 2.
Äàëi çà âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (24) î÷å-

âèäíà îöiíêà äëÿ t > 0 i ϕ ∈ C ([−h, 0])

Γ(t, ϕ)etc2 = |Gyt|2 etc2+

+

∫ t

0

|H(t− s)|2 e(t−s)c2esc2Γ(s, ϕ)ds ≤

≤ M2 ‖ϕ‖2 + M2

∫ t

0

esc2Γ(s, ϕ)ds ≤

≤ M2(1 + c1) ‖ϕ‖2 . (25)
äå c1 âèçíà÷åíà â äîâåäåííi òåîðåìè 2.

Òîäi ç âðàõóâàííÿì îäåðæàíèõ íåðiâíî-
ñòåé (24), (25) ëåãêî âèïèñàòè îöiíêó äëÿ
M(t, ϕ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (15), à ñà-
ìå

M(t, ϕ) ≤ M2 (1 + c1) ‖ϕ‖2 e−tc2 . äëÿ t > 0
i ϕ ∈ C ([−h, 0]).

Öå ãàðàíòó¹ âèêîíàííÿ óìîâè (10) åêñïî-
íåíöiàëüíî¨ ñòiéêîñòi. Äîñòàòíiñòü äîâåäåíî.

Íåîáõiäíiñòü. Ïðè âèêîíàííi óìîâè (7)
íåõàé ðîçâ'ÿçîê x(t) ≡ 0 åêñïîíåíöiàëüíî
ñòiéêèé, òîáòî E |x(t)|2 ≤ Me−ctE ‖ϕ‖2 äëÿ
t > 0 i ϕ ∈ C ([−h, 0]), äå M > 0 òà c > 0.
Òîäi ìàòèìåìî
Γ(t, ϕ) = E

{ |Gxt|2
} ≤ max

−h≤θ≤0
E

{|x(t + θ)|2}×

×
(

V ar
−h≤t≤0

r3

)2

≤ Ke−ctE ‖ϕ‖ ,

äå K > 0 - äåÿêà êîíñòàíòà.
À çíà÷èòü ìîæíà ïiäiáðàòè ñòàëó A1 > 0

òà c òàêó, ùî
∫ ∞

0

Γ(t, ϕ)etcdt < c1 ‖ϕ‖ .

Çàëèøèëîñü âèêîðèñòàòè òåîðåìó 3.1.,
ùî äà¹ íåðiâíiñòü (22), ÿêùî âðàõóâàòè ðiâ-
íiñòü (24) ëåìè 3.1.

Äîâåäåííÿ 2. Ç ðiâíîñòi (21) îòðè-
ìó¹ìî, ùî ïîëþñè

∫∞
0

Γ(t, ϕ)e−λtdt çái-
ãàþòüñÿ ç íóëÿìè

(
1− ∫∞

0
|H(t)|2 e−λtds

)
.∫∞

0
|H(t)|2 e−λtds - íåïåðåðâíà ñïàäíà ôóí-

êöiÿ äiéñíîãî àðãóìåíòó λ , òàêà ùî
lim

λ→∞

∫∞
0
|H(t)|2 e−λtds = 0.
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Îòîæ, îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ (23),
òî çíàéäåòüñÿ λ0 > 0, òàêå ùî(
1− ∫∞

0
|H(t)|2 e−λtds

)
= 0. À öå îçíà-

÷à¹, ùî ôóíêöiÿ
∫∞

0
Γ(t, ϕ)e−λtdt ìà¹ ïîëþñ

ïðè λ = λ0 > 0. Öå æ â ñâîþ ÷åðãó îçíà-
÷à¹, ùî lim

t→∞
Γ(t, ϕ) = lim

t→∞
eλ0t = ∞, ùî i

äîâîäèòü (23). Òåîðåìà 3.2 äîâåäåíà.
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