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Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò âîäíîãî ãîñïîäàðñòâà òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ðiâíå

ÎÄÍÀ ÎÇÍÀÊÀ ÇÁIÆÍÎÑÒI ×ÈÑËÎÂÈÕ ÐßÄIÂ
Íàâåäåíî íîâó îçíàêó çáiæíîñòi ÷èñëîâèõ ðÿäiâ.

We obtain a new test for convergence of in�nite numerical series.

Äëÿ ÷èñëîâîãî ðÿäó
∞∑

n=1

an (1)

ç íåíóëüîâèìè äiéñíèìè àáî êîìïëåêñíèìè
÷ëåíàìè íàâåäåìî îçíàêó çáiæíîñòi, ùî óçà-
ãàëüíþ¹ îçíàêó ä'Àëàìáåðà.

1. Îñíîâíà òåîðåìà
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ÷èñëî m ∈ N. Ðîç-

ãëÿíåìî ëiíiéíó ôóíêöiþ

P(z0, z1, . . . , zm) =

= p0z0 + p1z1 + . . . + pm−1zm−1 − zm

êîìïëåêñíèõ çìiííèõ z0, z1, . . . , zm, äå
p0, p1, . . . , pm−1 � äiéñíi àáî êîìïëåêñíi
÷èñëà, i ìíîãî÷ëåí

Pm(λ) = P(1, λ, . . . , λm)

ñòåïåíÿ m.
Ó ïîäàëüøîìó âèìàãàòèìåìî âèêîíàííÿ

äëÿ Pm(λ) îäíi¹¨ ç íàñòóïíèõ äâîõ óìîâ.
Óìîâà À. Ìîäóëi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

Pm(λ) ìåíøi 1.
Óìîâà Á. Ìîäóëi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

Pm(λ) áiëüøi 1.
Òåîðåìà 1. Íåõàé âñi ÷ëåíè ðÿäó (1) íå-

íóëüîâi i

lim
n→∞

P
(

1,
an+1

an

, . . . ,
an+m

an

)
= 0 (2)

àáî

lim
n→∞

P
(

an

an+m

, . . . ,
an+m−1

an+m

, 1

)
= 0. (3)

Òîäi:

1) ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà À,òî ðÿä (1)
çáiãà¹òüñÿ.

2) ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Á,òî ðÿä (1)
ðîçáiãà¹òüñÿ.

Öå òâåðäæåííÿ âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü.

2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ
Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíi ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ

xn+m =
m−1∑

k=0

pkxn+k, n ∈ N, (4)

i

xn+m =
m−1∑

k=0

(pk + qk,n)xn+k, n ∈ N, (5)

äå N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i qk,n,
k = 0,m− 1, n ∈ N, � äiéñíi àáî êîìïëåêñíi
÷èñëà, äëÿ ÿêèõ

sup
k=0,m−1, n∈N

|qk,n| < +∞.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ÷èñëà a1, a2, . . . , am.
Ðîçâ'ÿçîê xn ðiâíÿííÿ (4) àáî (5), ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâèì óìîâàì

xk = ak, k = 1,m,

ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç xn(a1, a2, . . . , am). Òà-
êèé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé i éîãî ìîæíà çíàéòè
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó êðîêiâ, âèêîðèñòîâó-
þ÷è (4) àáî (5).

Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè ïðî ðîçâ'ÿçêè öèõ
ðiâíÿíü, ùî äàäóòü çìîãó äîâåñòè òåîðåìó 1.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið Cm âåêòîðiâ

z = (z1, z2, . . . , zm)
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ç íîðìîé

‖z‖ = |z1|+ |z2|+ . . . + |zm|.
Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ A : Cm −→ Cm,
Bn : Cm −→ Cm i P : Cm −→ C ðiâíîñòÿìè

A(z1, z2, . . . , zm) =

= (z2, z3, . . . , zm, p0z1 + . . . + pm−1zm), (6)
Bn(z1, z2, . . . , zm) =

= (0, 0, . . . , 0, q0,nz1 + . . . + qm−1,nzm) (7)
i

P (z1, z2, . . . , zm) = z1.

Íîðìè öèõ âiäîáðàæåíü âiäïîâiäíî äîðiâíþ-
þòü

‖A‖ = sup
x∈Cm, ‖x‖=1

‖Ax‖,

‖Bn‖ = sup
x∈Cm, ‖x‖=1

∣∣∣∣∣
m−1∑

k=0

qk,nxk

∣∣∣∣∣ , (8)

‖P‖ = sup
x∈Cm, ‖x‖=1

|Px| = 1 (9)

i

‖Bn‖ ≤
m−1∑

k=0

|qk,n|. (10)

Òàêîæ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íèæíþ íîð-
ìó ëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü. Íàãàäà¹ìî, ùî
äëÿ ëiíiéíîãî âiäîáðàæåííÿ B : Cm −→ Cm

íèæíÿ íîðìà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

‖B‖0 = inf
x∈Cm, ‖x‖=1

‖Bx‖.

Âàæëèâèì äëÿ äîñëiäæåííÿ ðiçíèöåâîãî
ðiâíÿííÿ (5) ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

‖B‖0 =
1

‖B−1‖ , (11)

ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ ó âèïàäêó îáîðîòíîãî
âiäîáðàæåííÿ B.

Òåîðåìà 2. Íåõàé xn � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (4).

Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N
(xn, xn+1, . . . , xn+m−1) = An−1(x1, x2, . . . , xm).

Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç (4) i (6).

Íàñëiäîê 1. Ðîçâ'ÿçîê xn(a1, a2, . . . , am)
ðiâíÿííÿ (4) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

xn(a1, a2, . . . , am) = PAn−1(a1, a2, . . . , am).

Òåîðåìà 3. Íåõàé xn � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5).

Òîäi äëÿ âñiõ n ∈ N
(xn, xn+1, . . . , xn+m−1) =

= (A + Bn−1) · · · (A + B1)(x1, x2, . . . , xm).

Öå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç (5), (6) i (7).
Íàñëiäîê 2. Ðîçâ'ÿçîê xn(a1, a2, . . . , am)

ðiâíÿííÿ (5) ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

xn(a1, a2, . . . , am) =

= P (A + Bn−1) · · · (A + B1)(a1, a2, . . . , am).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(A) i r(A) âiäïîâiäíî
ñïåêòð i ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ âiäîáðàæåííÿ
A.

Íàãàäà¹ìî, ùî σ(A) � ìíîæèíà ÷èñåë
λ ∈ C, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ
λI − A, äå I � îäèíè÷íå âiäîáðàæåííÿ, íåî-
áîðîòíå, i

r(A) = max
λ∈σ(A)

|λ| = lim
n→+∞

n
√
‖An‖ [1]. (12)

Òåîðåìà 4. Äëÿ ñïåêòðà σ(A) âiäîáðà-
æåííÿ A ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

σ(A) = {λ : Pm(λ) = 0}. (13)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ A
äi¹ â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði Cm, òî
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè µ ∈ σ(A) iñíó¹ íåíóëüî-
âèé âåêòîð (x1, x2, . . . , xm) ∈ Cm, äëÿ ÿêîãî

A(x1, x2, . . . , xm) = µ(x1, x2, . . . , xm).

Îñêiëüêè íà ïiäñòàâi (6)

A(x1, x2, . . . , xm) =

= (x2, x3, . . . , xm, p0x1 + p1x2 + . . . + pm−1xm),

òî

µx1 = x2, µx2 = x3, . . . , µxm−1 = xm

i
µxm = p0x1 + p1x2 + . . . + pm−1xm.
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Òîìó
x1 6= 0,

xk = µk−1x1, k = 2,m,

i
(p0 + p1µ + . . . + pm−1µ

m−1 − µm)x1 = 0.

Îòæå, Pm(µ) = 0 i
σ(A) ⊂ {λ : Pm(λ) = 0}. (14)

Òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ
σ(A) ⊃ {λ : Pm(λ) = 0}. (15)

Ñïðàâäi, íåõàé µ � òàêå ÷èñëî, ùî Pm(µ) = 0.
Òîäi

A(1, µ, . . . , µm−1) =

= (µ, µ2, . . . , µm−1, p0+p1µ+. . .+pm−1µ
m−1) =

= (µ, µ2, . . . , µm) = µ(1, µ, . . . , µm−1).

Îòæå, ñïiââiäíîøåííÿ (15) ñïðàâäæó¹òüñÿ.
Ç (14) i (15) âèïëèâà¹ (13).
Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.
Íàñëiäîê 3. Óìîâà À âèêîíó¹òüñÿ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè r(A) < 1.
Íàñëiäîê 4. Óìîâà Á âèêîíó¹òüñÿ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè âiäîáðàæåííÿ A îáîðîò-
íå i r(A−1) < 1.

Òåîðåìà 5. Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà q > r(A)
iñíó¹ òàêå çàëåæíå âiä q ÷èñëî M ≥ 1, ùî
äëÿ âñiõ n ∈ N

‖An−1‖ ≤ Mqn−1.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç (12).
Ç òåîðåìè 5, íàñëiäêó 1 i ñïiââiäíîøåííÿ

(9) âèïëèâà¹, ùî ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåð-
äæåííÿ.

Íàñëiäîê 5. Äëÿ êîæíîãî q > r(A) iñ-
íó¹ òàêå çàëåæíå âiä q ÷èñëî M ≥ 1, ùî
äëÿ ðîçâ'ÿçêó xn(a1, a2, . . . , am) ðiâíÿííÿ (4)
((a1, a2, . . . , am) � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñ-
òîðó Cm) âèêîíóâàòèìåòüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿ
|xn(a1, a2, . . . , am)|≤Mqn−1‖(a1, a2, . . . , am)‖.

Äàëi íàâåäåìî îöiíêè äëÿ íîðìè òà íèæ-
íüî¨ íîðìè âiäîáðàæåííÿ

(A + Bn) · · · (A + B1)

çâåðõó òà çíèçó âiäïîâiäíî.
Òåîðåìà 6. Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà q > r(A)

iñíó¹ òàêå çàëåæíå âiä q ÷èñëî M ≥ 1, ùî

‖(A + Bn) · · · (A + B1)‖ ≤ M

n∏

k=1

(q + M‖Bk‖).

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî î÷åâèäíó
ðiâíiñòü

(A + Bn) · · · (A + B1) = An +
n∑

l=1

Sl, (16)

â ÿêié Sl � ñóìà n!

l!(n− l)!
äîäàíêiâ, êîæíèé

ç ÿêèõ ìà¹ âèãëÿä

Am0Bk1 . . . Aml−1Bkl
Aml , (17)

äå k1, . . . , kl i m0, . . . , ml � âiäïîâiäíî íàòó-
ðàëüíi i íåâiä'¹ìíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ

n ≥ k1 > . . . > kl ≥ 1,

m0 + . . . + ml = n− l.

Ââàæà¹òüñÿ, ùî â (17) A0 = I. Îñêiëüêè íà
ïiäñòàâi òåîðåìè 5

‖Am0Bk1A
m1Bk2 . . . Aml−1Bkl

Aml‖ ≤
≤ M l+1qn−l‖Bk1‖‖Bk2‖ · · · ‖Bkl

‖,
òî

‖Sl‖ ≤
∑

n≥k1>...>kl≥1

M l+1qn−l‖Bk1‖ · · · ‖Bkl
‖.

Òîìó çàâäÿêè (16)

‖(A + Bn) · · · (A + B1)‖ ≤

≤ ‖An‖+
n∑

l=1

‖Sl‖ ≤ Mqn+

+
n∑

l=1

∑

n≥k1>...>kl≥1

M l+1qn−l‖Bk1‖ · · · ‖Bkl
‖ =

= M

n∏

k=1

(q + M‖Bk‖).

Òåîðåìó 6 äîâåäåíî.
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Òåîðåìà 7. Íåõàé äëÿ âiäîáðàæåííÿ A
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Á i

‖A−1‖‖Bk‖ < 1, k ≥ 1.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ÷èñëà Q ∈ (r(A−1), 1)
iñíó¹ òàêå çàëåæíå âiä Q ÷èñëî M ≥ 1, ùî
äëÿ âñiõ n ∈ N

‖(A + Bn) · · · (A + B1)‖0 ≥

≥ 1

M

n∏

k=1

(
Q + M

‖A−1‖2‖Bk‖
1− ‖A−1‖‖Bk‖

)−n

. (18)

Äîâåäåííÿ. Çàâäÿêè óìîâi Á

0 6∈ σ(A).

Òîìó âiäîáðàæåííÿ A ¹ îáîðîòíèì. Çàôiêñó-
¹ìî äîâiëüíå k ∈ {1, . . . , n}. Íà ïiäñòàâi ðiâ-
íîñòi

A + Bk = A(I + A−1Bk)

i òîãî, ùî

‖A−1Bk‖ ≤ ‖A−1‖‖Bk‖ < 1, (19)

âiäîáðàæåííÿ A + Bk òàêîæ ¹ îáîðîòíèì
(äèâ., íàïðèêëàä, [1,2]) i

(A + Bk)
−1 = (I + A−1Bk)

−1A−1.

Íà ïiäñòàâi (19)

(I + A−1Bk)
−1 = I +

∞∑

l=1

(−A−1Bk

)l
.

Îòæå,

(A+Bk)
−1 = A−1+

∞∑

l=1

(−A−1Bk

)l
A−1. (20)

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî î÷åâèäíó íåðiâíiñòü

‖Dk‖ ≤ ‖A−1‖2‖Bk‖
1− ‖A−1‖‖Bk‖ ,

äå

Dk =
∞∑

l=1

(−A−1Bk

)l
A−1.

Çàâäÿêè òåîðåìi 6
∥∥(

A−1 + D1

) · · · (A−1 + Dn

)∥∥ ≤

≤ M

n∏

k=1

(
Q + M

‖A−1‖2‖Bk‖
1− ‖A−1‖‖Bk‖

)n

,

à çàâäÿêè ðiâíîñòi (11)

‖(A + Bn) · · · (A + B1)‖0 =

= ‖(A + B1)
−1 · · · (A + Bn)−1‖−1.

Òîìó íà ïiäñòàâi (20) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
(18).

Òåîðåìó 7 äîâåäåíî.
Òåïåð íàâåäåìî òâåðäæåííÿ ïðî îöiíêè

çâåðõó i çíèçó ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâîãî ðiâíÿí-
íÿ (5) ó âèïàäêó âèêîíàííÿ âiäïîâiäíî óìîâ
À i Á.

Òåîðåìà 8. Íåõàé äëÿ âiäîáðàæåííÿ A
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà À i

lim
n→∞

m−1∑

k=0

|qk,n| = 0.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ÷èñëà q ∈ (r(A), 1) iñíó¹
òàêå ÷èñëî N ≥ 1, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçêó
xn(a1, . . . , am) ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5), äå
(a1, . . . , am) � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó
Cm, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|xn(a1, . . . , am)| ≤ Nqn−1‖(a1, . . . , am)‖
äëÿ âñiõ n ∈ N.

Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì òåîðå-
ìè 6.

Òåîðåìà 9. Íåõàé:
(1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Á;

(2) lim
n→∞

m−1∑

k=0

|qk,n| = 0;

(3) äëÿ ðîçâ'ÿçêó xn ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ
(5) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖(xn, xn+1, . . . , xn+m−1)‖ 6= 0

äëÿ âñiõ n ∈ N.
Òîäi äëÿ êîæíîãî Q ∈ (r(A−1), 1) iñíó¹

òàêå ÷èñëî N ≥ 1, çàëåæíå âiä ðîçâ'ÿçêó xn

i Q, ùî

‖(xn, xn+1, . . . , xn+m−1)‖ ≥ 1

NQn

äëÿ âñiõ n ∈ N.
Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2008. Âèïóñê 374. Ìàòåìàòèêà. 119



Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì òåîðå-
ìè 7.

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî äëÿ ðîçâ'ÿçêó xn

ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5) äëÿ äåÿêîãî n0 ∈ N
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

‖(xn0 , xn0+1, . . . , xn0+m−1)‖ = 0,

òî
‖(xn, xn+1, . . . , xn+m−1)‖ = 0

äëÿ âñiõ n ≥ n0.
Çàóâàæåííÿ 2. Òåîðåìè 8 i 9 ìîæíà

äîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè ïðî ñòié-
êiñòü i íåñòiéêiñòü çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì
ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü [3,4].

3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1
ßêùî äëÿ ÷ëåíiâ ÷èñëîâîãî ðÿäó (1) âè-

êîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2), òî äëÿ äåÿêî¨
çáiæíî¨ äî 0 ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi (εn)n≥1

P

(
1,

an+1

an

, . . . ,
an+m

an

)
= εn, n ∈ N.

Iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî an �
ðîçâ'ÿçîê ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5), â ÿêîìó

q0,n = −εn

i
qk,n = 0, k = 1,m− 1.

ßêùî äëÿ ÷ëåíiâ ÷èñëîâîãî ðÿäó (1) âèêî-
íó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3), òî äëÿ äåÿêî¨
çáiæíî¨ äî 0 ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi (δn)n≥1

(ìîæíà ââàæàòè, ùî |δn| < 1 äëÿ âñiõ n ≥ 1)

P
(

an

an+m

, . . . ,
an+m−1

an+m

, 1

)
= δn, n ∈ N.

Iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî an �
ðîçâ'ÿçîê ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5), â ÿêîìó

qk,n = − pkδn

1 + δn

, k = 0,m− 1.

Çàçíà÷èìî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ

lim
n→∞

m−1∑

k=0

|qk,n| = 0.

Òîäi ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâè À äëÿ äå-
ÿêèõ ÷èñåë q ∈ (0, 1) i M ≥ 1 (äèâ. òåîðåìó
8) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|an| ≤ Mqn, n ∈ N.

Òîìó íà ïiäñòàâi îçíàêè ïîðiâíÿííÿ (äèâ.,
íàïðèêëàä, [5]) ÷èñëîâèé ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ.
Ó âèïàäêó âèêîíàííÿ óìîâè Á íà ïiäñòàâi
òåîðåìè 9 i òîãî, ùî an 6= 0 äëÿ âñiõ n ∈ N,
äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë Q ∈ (0, 1) i M ≥ 1 äëÿ
çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó (1) âèêîíó¹òüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

|an| ≥ 1

MQn
, n ∈ N.

Òîìó lim
n→∞

|an| 6= 0 i, îòæå, ÷èñëîâèé ðÿä (1)
ðîçáiãà¹òüñÿ (çàâäÿêè íåîáõiäíié óìîâi çái-
æíîñòi ÷èñëîâîãî ðÿäó [5]).

Îáãðóíòóâàííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 çà-
âåðøåíî.

4. Îêðåìi âèïàäêè òåîðåìè 1
Ó âèïàäêó ìíîãî÷ëåíà

P(z0, z1, . . . , zm) = −rz0 + zm

ñïiââiäíîøåííÿ (2) ìà¹ âèãëÿä

lim
n→∞

(
−r +

an+m

an

)
= 0.

Çàâäÿêè òåîðåìi 1 ñïðàâäæó¹òüñÿ íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 10. Íåõàé ÷ëåíè ðÿäó (1) çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè:

1) an 6= 0, n ≥ 1;
2) äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m

iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

an+m

an

= r, r ∈ C.

Òîäi ó âèïàäêó |r| < 1 ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ,
à ó âèïàäêó |r| > 1 öåé ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ.

Ïðèêëàä 1. Ðÿä (1), ÷ëåíè ÿêîãî íåíó-
ëüîâi i

an+2 − (1− i)an = sin2 an, n ≥ 1,

ðîçáiãà¹òüñÿ.
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Ñïðàâäi, ÿêùî lim
n→∞

|an| 6= 0, òî ðÿä
(1) ðîçáiãà¹òüñÿ. ßêùî lim

n→∞
an = 0, òî

lim
n→∞

sin2 an

an

= 0 i, îòæå, lim
n→∞

an+2

an

= 1− i.
Îñêiëüêè |1 − i| > 1, òî íà ïiäñòàâi òåîðå-
ìè 10 ðÿä (1) ðîçáiãà¹òüñÿ.

Òàêîæ îêðåìèì âèïàäêîì òåîðåìè 1 ¹
Òåîðåìà 11. Íåõàé an 6= 0, n ≥ 1, i âè-

êîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (3).

Òîäi ó âèïàäêó
m−1∑

k=0

|pk| < 1 ðÿä (1) çáiãà¹-

òüñÿ, à ó âèïàäêó |p0| > 1 +
m−1∑

k=1

|pk| öåé ðÿä

ðàçáiãà¹òüñÿ.

Ñïðàâäi, ó âèïàäêó
m−1∑

k=0

|pk| < 1 âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà À, à ó âèïàäêó |p0| > 1 +
m−1∑

k=1

|pk|
âèêîíó¹òüñÿ óìîâà Á. Òîìó òåîðåìà 11 � íà-
ñëiäîê îñíîâíî¨ òåîðåìè 1.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé äëÿ ÷ëåíiâ ÷èñëîâîãî
ðÿäó (1) âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

p0an + . . . + pm−1an+m−1 + an+m =

= fn(an), n ≥ 1, (21)
äå fn : C −→ C � âiäîáðàæåííÿ, äëÿ ÿêîãî
fn(0) = 0, n ≥ 1, i

lim
x→0

sup
n∈N

|fn(x)|
x

= 0. (22)

ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà À i ñóìà
m∑

k=1

|ak|
¹ äîñèòü ìàëîþ, òî ÷èñëîâèé ðÿä (1) çáiãà¹-
òüñÿ. Ñïðàâäi, çàâäÿêè öèì óìîâàì

lim
n→∞

an = 0, (23)

îñêiëüêè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiçíèöåâîãî
ðiâíÿííÿ

p0xn + . . . + pm−1xn+m−1 + xn+m = fn(xn)

àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé [3]. Òîìó íà ïiäñòàâi
(21), (22) i (23) äëÿ ÷ëåíiâ ðÿäó (1) âèêîíó¹-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2) i çàâäÿêè òåîðåìi 1
ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ.

Ç òåîðåì 10 i 11 îòðèìó¹òüñÿ
Îçíàêà ä`Àëàìáåðà ([5]). Íåõàé ÷ëåíè

ðÿäó (1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:
1) an > 0, n ≥ 1;
2) iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

an+1

an

= r, 0 ≤ r ≤ +∞.

Òîäi ó âèïàäêó r < 1 ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ,
à ó âèïàäêó r > 1 öåé ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî iíøi îçíàêè çáiæíîñòi ÷è-
ñëîâèõ ðÿäiâ ìîæíà çíàéòè â [6].
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