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Îäåñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi I.I.Ìå÷íèêîâà

ÓÑÅÐÅÄÍÅÍÍß IÌÏÓËÜÑÍÈÕ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ Ç
ÏÎÕIÄÍÎÞ ÕÓÊÓÕÀÐÈ

Îá ðóíòîâàíî ìåòîä óñåðåäíåííÿ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîõiäíîþ Õóêóõàðè òà ç
iìïóëüñàìè ó ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó.

In this paper we substantiate the averaging method for di�erential equations with Hukuhara's
derivative and impulses in �xed moments of time.

Ðîçâèòîê òåîði¨ ìíîãîçíà÷íèõ âiäîáðà-
æåíü ïðèçâiâ äî ïèòàííÿ, ùî ðîçóìiòè ïiä
ïîõiäíîþ âiä ìíîãîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ.
Îñíîâíîþ ïðè÷èíîþ âèíèêíåííÿ òðóäíî-
ùiâ äëÿ ââåäåííÿ öüîãî ïîíÿòòÿ ¹ íiëiíié-
íiñòü ïðîñòîðó comp(Rn)[conv(Rn)] íåïîðî-
æíiõ êîìïàêòíèõ [i îïóêëèõ] ìíîæèí åâêëi-
äîâîãî ïðîñòîðó Rn, ùî âåäå äî âiäñóòíîñòi
îïåðàöi¨ ðiçíèöi äâîõ ìíîæèí. Òîìó iñíó¹ äå-
êiëüêà ïiäõîäiâ äî âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè.
Îäíèì ç íèõ ¹ ðiçíèöÿ Õóêóõàðè [5].

Îçíà÷åííÿ 1 [5]. Íåõàé X, Y ∈
conv(Rn). Ìíîæèíà Z ∈ conv(Rn) òàêà, ùî
X = Y + Z, íàçèâà¹òñÿ ðiçíèöåþ ìíîæèí
X òà Y i ïîçíà÷à¹òüñÿ X h Y .

Îçíà÷åííÿ 2 [3,5]. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ X : R → conv(Rn) íàçèâà¹òüñÿ äè-
ôåðåíöiéîâàíèì çà Õóêóõàðîþ â òî÷öi t0 ∈
R, ÿêùî iñíó¹ ìíîæèíà DhX(t0) ∈ conv(Rn)
òàêà, ùî ãðàíèöi

lim
∆t↓0

X(t0 + ∆t) h X(t0)

∆t

òà

lim
∆t↓0

X(t0)
h X(t0 −∆t)

∆t

iñíóþòü òà äîðiâíþþòü DhX(t0).
Âiäçíà÷èìî, ùî â äàíîìó îçíà÷åííi ïðè-

ïóñêà¹òüñÿ, ùî äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ
äîäàòíèõ ∆t ðiçíèöi X(t0)

h X(t0 − ∆t) òà
X(t0 + ∆t) h X(t0) iñíóþòü.

Ïåðøi ðåçóëüòàòè ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü iç ïîõiäíîþ Õóêóõàðè
DhX = F (t,X), X(0) = X0, (1)

äå F : R×conv(Rn) → conv(Rn) ìíîãîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ, X0 ∈ conv(Rn)− ïî÷àòêîâèé
ñòàí, áóëè îòðèìàíi â ðîáîòàõ F.S. De Blasi,
F.Iervolino [3,4] òà îõîïëþâàëè êîëî ïèòàíü,
ïîâ'ÿçàíèõ ç iñíóâàííÿì ðîçâ'ÿçêiâ, ¨õ ¹äè-
íiñòþ òà íåïåðåðâíîþ çàëåæíiñòþ âiä ïî÷à-
òêîâèõ óìîâ òà ïàðàìåòðiâ.

Îçíà÷åííÿ 3 [4]. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ X(·) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-
ííÿ (1), ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå, äèôåðåíöi-
éîâíå çà Õóêóõàðîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòå-
ìi (1) ìàéæå âñþäè íà [0, T ].

Äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (1) åêâiâàëåí-
òíå iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ [3]

X(t) = X0 +

t∫

0

F (s,X(s)) ds,

iíòåãðàë â ÿêîìó ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi Õóêó-
õàðè [4].

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà
¹äèíîñòi:

Òåîðåìà 1 [3,4]. Íåõàé ìíîãîçíà÷íå âiä-
îáðàæåííÿ F (t,X) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) F (t,X) âèìiðíå ïî t íà R ïðè êîæíî-
ìó ôiêñîâàíîìó X ∈ conv(Rn);

2) F (t,X) íåïåðåðâíå ïî X íà conv(Rn)
ïðè ìàéæå âñiõ t ∈ R;

3) iñíó¹ ñóìîâíà ôóíêöiÿ k(t) òàêà, ùî
h(F (t,X), 0) ≤ k(t)
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äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ R.
Òîäi çàäà÷à (1) ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí

ðîçâ'ÿçîê.
ßêùî, îêðiì òîãî, F (t,X) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó Ëiïøèöÿ ïî X íà conv(Rn), òîáòî
iñíó¹ îáìåæåíà ñóìîâíà ôóíêöiÿ λ(t) ≥ 0
òàêà, ùî

h(F (t,X1), F (t,X2)) ≤ λ(t)h(X1, X2),

òî çàäà÷à (1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óñåðåäíåííÿ äëÿ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîõiäíîþ Õóêó-
õàðè ðîçãëÿäàëîñü â ðîáîòàõ M.Kisielewicz
[6] òà À.Â.Ïëîòíiêîâà [1]. Ó ïðàöÿõ
Â.Î.Ïëîòíiêîâà òà Ï.Ì.Êiòàíîâà äîñëi-
äæåíi iìïóëüñíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ
ç ïîõiäíîþ Õóêóõàðè òà îòðèìàíî îáãðóí-
òóâàííÿ ìåòîäó ïîâíîãî óñåðåäíåííÿ äëÿ
ñèñòåì, ïðàâi ÷àñòèíè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó Ëiïøèöÿ.

Ðîçãëÿíåìî îáãðóíòóâàííÿ ñõåìè ÷àñòêî-
âîãî óñåðåäíåííÿ äëÿ iìïóëüñíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïîõiäíîþ Õóêóõàðè ó âè-
ïàäêó, êîëè ïðàâi ÷àñòèíè íåóñåðåäíåíîãî
ðiâíÿííÿ íå çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ.

Ðîçãëÿíåìî iìïóëüñíå äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ ç ïîõiäíîþ Õóêóõàðè âèãëÿäó

DhX(t) = εF (t,X), t 6= τi, X(0) = X0, (2)

∆X|t=τi
= εIi(X). (3)

Ñèñòåìi (2), (3) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü
íàñòóïíó ÷àñòêîâî óñåðåäíåíó ñèñòåìó

DhY (t) = εF (t, Y ), t 6= σj, X(0) = X0, (4)

∆Y |t=σj
= εIj(Y ), (5)

äå

lim
T→∞

1

T
h

(∫ T

0

F (t,X)dt +
∑

0≤τi<T

Ii(X), (6)

∫ T

0

F (t,X)dt +
∑

0≤σj<T

Ij(X)


 = 0.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà, ùî âñòàíîâ-
ëþ¹ áëèçêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (2), (3) i (4),
(5) íà ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó.

Òåîðåìà 2 Íåõàé â îáëàñòi

D = {(t,X) : t ≥ 0, X ∈ Q ⊂ conv(Rn)}
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, X) âè-
ìiðíå ïî t ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó X òà
iñíóþòü ôóíêöiÿ k(t) ≥ 0, ñòàëà k0 ≥ 0 i íå-
ñïàäíà ôóíêöiÿ ψ(u) ≥ 0, lim

u↓0
ψ(u) = 0 òàêi,

ùî

h(F (t,X1), F (t,X2)) ≤ k(t)ψ(h(X1, X2)),

∫ t2

t1

k(t)dt ≤ k0(t2 − t1)

íà áóäü-ÿêîìó ñêií÷åííîìó ïðîìiæêó
[t1, t2];

2) ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ Ii(X) òàêi,
ùî

h(Ii(X1), Ii(X2)) ≤ k0ψ(h(X1, X2));

3) ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, X) âè-
ìiðíå ïî t ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó X
òà çàäîâîëüíÿþòü ïî X óìîâi Ëèïøèöÿ ç
îáìåæåíîþ ñóììîâíîþ ôóíêöi¹þ λ(t) ≥ 0,
òîáòî iñíó¹ λ(t) ≤ λ òàêà, ùî

h(F (t,X1), F (t, X2)) ≤ λ(t)h(X1, X2);

4) ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ Ij(X) çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ λ :

h(Ij(X1), Ij(X2)) ≤ λh(X1, X2));

5) iñíóþòü ñóìîâíà ôóíêöiÿ M(t) ≥ 0 òà
ñòàëà M0 ≥ 0 òàêi, ùî

|F (t,X)| ≤ M(t), |F (t,X)| ≤ M(t),

|Ii(X)| ≤ M0, |I i(X)| ≤ M0,
∫ t2

t1

M(t)dt ≤ M0(t2 − t1)

äëÿ áóäü-ÿêîãî ñêií÷åííîãî ïðîìiæêó [t1, t2];
6) ðiâíîìiðíî âiäíîñíî X â îáëàñòi Q

iñíó¹ ãðàíèöÿ (6) òà iñíó¹ ñòàëà 0 ≤ d < ∞
òàêà, ùî

1

T
i(t, t + T ) ≤ d,

1

T
j(t, t + T ) ≤ d,
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äå i(t, t + T ) i j(t, t + T )− êiëüêiñòü òî÷îê
ïîñëiäîâíîñòåé τi òà σj âiäïîâiäíî íà ïðî-
ìiæêó [t, t + T ];

7) ðîçâ'ÿçîê Y (t), Y (0) = X0 ∈ Q′ ⊂ Q
ñèñòåìè (4), (5) ïðè t ≥ 0 äëÿ âñiõ ε ∈ (0, θ]
íàëåæèòü îáëàñòi Q ðàçîì ç äåÿêèì ρ−
îêîëîì.

Òîäi äëÿ áóäü ÿêèõ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî
η > 0 i ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî L > 0 ìî-
æíà âêàçàòè òàêå ε0(η, L) ∈ (0, θ], ùî ïðè
0 < ε ≤ ε0 íà âiäðiçêó t ∈ [0, ε−1] âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

h(X(t), Y (t)) ≤ η,

äå X(·) è Y (·)− ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (2), (3)
òà (4), (5) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ç
ïîõiäíîþ Õóêóõàðè (2), (3) òà (4), (5) åêâiâà-
ëåíòíi âiäïîâiäíî iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì

X(t) = X0+ε

∫ t

0

F (s,X(s))ds+ε
∑

0≤τi<t

Ii(X(τi)),

(7)

Y (t) = X0+ε

∫ t

0

F (s, Y (s))ds+ε
∑

0≤σj<t

Ij(Y (σj)).

(8)
Îöiíèìî h(X(t), Y (t)). Íà ïiäñòàâi ñïiâ-

âiäíîøåíü (7) òà (8) ìà¹ìî
h(X(t), Y (t)) =

= h

(
X0 + ε

∫ t

0

F (s,X(s))ds + ε
∑

0≤τi<t

Ii(X(τi)),

X0 + ε

∫ t

0

F (s, Y (s))ds + ε
∑

0≤σj<t

Ij(Y (σj))


 ≤

≤ εh

(∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤τi<t

Ii(X(τi)),

∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤τi<t

Ij(X(σj))

)
+

+εh




∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤σj<t

Ij(X(σj)),

∫ t

0

F (s, Y (s))ds +
∑

0≤σj<t

Ij(Y (σj))


 ≤

≤ εh

(∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤τi<t

Ii(X(τi)),

∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤σj<t

Ij(X(σj))


 +

+ελ

∫ t

0

h(X(s), Y (s))ds+ελ
∑

0≤σj<t

h(X(σj), Y (σj)).

(9)
Îêðåìî ðîçãëÿíåìî ïåðøèé äîäàíîê.

Ïðîâåäåìî ðîçáèòòÿ âiäðiçêó [Lε−1] ç êðî-
êîì L

εm
, äå m− öiëå ÷èñëî òà ïîçíà÷èìî

ti = iL
εm

, i = 0,m.
Íåõàé t ∈ (tk, tk+1]. Òîäi

h

(∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤τi<t

Ii(X(τi)),

∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤σj<t

Ij(X(σj))


 =

= h




k−1∑
s=0




∫ ts+1

ts

F (s,X(s))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(τi))


+

+

∫ t

tk

F (s, X(s))ds +
∑

tk≤τi<t

Ii(X(τi)),

k−1∑
s=0




∫ ts+1

ts

F (s,X(s))ds +
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(σj))


 +

+

∫ t

tk

F (s,X(s))ds +
∑

tk≤σj<t

Ij(X(σj))


 =

= h

(
k−1∑
s=0

F s + F k,

k−1∑
s=0

F
s
+ F

k

)
≤

≤
k−1∑
s=0

h(F s, F
s
) + h(F k, F

k
), (10)
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äå

F s =

∫ ts+1

ts

F (s, X(s))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(τi)),

F
s
=

∫ ts+1

ts

F (s,X(s))ds+
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(σj)),

s = 0, k − 1,

F k =

∫ t

tk

F (s,X(s))ds +
∑

tk≤τi<t

Ii(X(τi)),

F
k

=

∫ t

tk

F (s,X(s))ds +
∑

tk≤σj<t

Ij(X(σj)).

Îöiíèìî h(F s, F
s
) :

h(F s, F
s
) ≤

≤ h




∫ ts+1

ts

F (s,X(s))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(τi)),

∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(ts))


 +

+h




∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(ts)),

∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(ts))


 +

+h




∫ ts+1

ts

F (s, X(ts))ds +
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(ts)),

∫ ts+1

ts

F (s,X(s))ds +
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(σj))


 ≤

≤
∫ ts+1

ts

k(s)ψ(h(X(s), X(ts)))ds+

+k0

∑
ts≤τi<ts+1

ψ(h(X(τi), X(ts)))+

+h




∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(ts)),

∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(ts))


 +

+λ

∫ ts+1

ts

h(X(s), X(ts))ds+

+λ
∑

ts≤σj<ts+1

h(X(σj), X(ts)). (11)

Çà óìîâîþ 6 òåîðåìè iñíó¹ ìîíîòîííî
ñïàäíà ôóíêöiÿ ϑ(t), ùî ïðÿìó¹ äî 0 ïðè
t → ∞, òàêà, ùî â óñié îáëàñòi Q âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

h

(∫ t

0

F (s,X)ds +
∑

0≤τi<t

Ii(X),

∫ t

0

F (s,X)ds+

+
∑

0≤σj<t

Ij(X)


 ≤ tϑ(t).

Òàêèì ÷èíîì,

h




∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(ts)),

∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤σj<ts+1

Ij(X(ts))


 ≤

≤ h




∫ ts+1

0

F (s,X(ts))ds +
∑

0≤τi<ts+1

Ii(X(ts)),

∫ ts+1

0

F (s,X(ts))ds +
∑

0≤σj<ts+1

Ij(X(ts))


 +

+h

(∫ ts

0

F (s,X(ts))ds +
∑

0≤τi<ts

Ii(X(ts)),

∫ ts

0

F (s,X(ts))ds +
∑

0≤σj<ts

Ij(X(ts))


 ≤

≤ ts+1ϑ(ts+1) + tsϑ(ts) ≤ 2
L

ε
ϑ

(
L

ε

)
.

Êðiì òîãî, çà óìîâîþ 5 òåîðåìè òà ðiâíî-
ñòi (7), ìà¹ìî

h(X(s), X(ts)) ≤ h (X(ts)+
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+ ε

∫ s

ts

F (τ,X(τ))dτ + ε
∑

ts≤τi<s

Ii(X(τi)), X(ts)

)
≤

≤ ε

[
M0(s− ts) + d

L

εm
M0

]
≤ LM0(1 + d)

m
.

(12)
Òîäi âðàõîâóþ÷è (11) îòðèìà¹ìî

h(F s, F
s
) ≤ k0L(1 + d)

εm
ψ

(
LM0(1 + d)

m

)
+

+2
L

ε
ϑ

(
L

ε

)
+

λL2M0(1 + d)2

εm2
. (13)

Îöiíèìî h(F k, F
k
) =

= h

(∫ t

tk

F (s,X(s))ds +
∑

tk≤τi<t

Ii(X(τi)),

∫ t

tk

F (s,X(s))ds +
∑

tk≤σj<t

Ij(X(σj))


 ≤

≤
∫ t

tk

|F (s,X(s))|ds +
∑

tk≤τi<t

|Ii(X(τi))|+

+

∫ t

tk

|F (s, X(s))|ds +
∑

tk≤σj<t

|Ij(X(σj))| ≤

≤ 2LM0(1 + d)

εm
. (14)

Ç (10), (13) òà (14) âèïëèâà¹

εh

(∫ t

0

F (s,X(s))ds +
∑

0≤τi<t

Ii(X(τi)),

∫ t

0

F (s, X(s))ds +
∑

0≤σj<t

Ij(X(σj))


 ≤

≤ ε

k−1∑
s=0

[
k0L(1 + d)

εm
ψ

(
LM0(1 + d)

m

)
+

+2
L

ε
ϑ

(
L

ε

)
+

λL2M0(1 + d)2

εm2

]
+

+
2LM0(1 + d)

m
≤

≤ k0L(1 + d)ψ

(
LM0(1 + d)

m

)
+ 2Lmϑ

(
L

ε

)
+

+
LM0(1 + d)(λL(1 + d) + 2)

m
≡ γ(m, ε).

Íà ïiäñòàâi (9) ìà¹ìî

h(X(t), Y (t)) ≤ ελ

∫ t

0

h(X(s), Y (s))ds+

+ελ
∑

0≤σj<t

h(X(σj, Y (σj)) + γ(m, ε),

çâiäêè, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü
Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, îòðèìà¹ìî

h(X(t), Y (t)) ≤ γ(m, ε)(1 + ελ)dteελt ≤
≤ γ(t, ε)eελdteελt ≤ γ(m, ε)e(1+d)L. (15)

×èñëî m0 âèáåðåìî ç óìîâè

k0L(1 + d)ψ

(
M0(1 + d)

m

)
+

+
LM0(1 + d)(λL(1 + d) + 2)

m
<

η

2
e−(1+d)L,

ïîòiì ïðè ôiêñîâàíîìó m0 âèáåðåìî ε0 ç
óìîâè

2Lm0ϑ

(
L

ε

)
<

η

2
e−(1+d)L.

Òàêèì ÷èíîì, h(X(t), Y (t)) < η çà óìî-
âè, ùî X(·) íà âiäðiçêó [0, Lε−1] íå çàëèøà¹
îáëàñòi Q.

Ïîêàæåìî, ùî X(·) ∈ Q íà âiäðiçêó
[0, Lε−1]. Ñïðàâäi, îñêiëüêè ïî÷àòêîâà ìíî-
æèíà X0 ∈ intQ, òî íà äåÿêîìó âiäðiçêó
[0, t0] ðîçâ'ÿçîê X(·) ∈ Q. Âèáåðåìî ε0 i m0

òàê, ùîá

γ(m, ε) < e−(1+d)L min
{ρ

2
,
η

2

}
.

Òîäi íà âiäðiçêó [0, t0], äå X(·) ∈ Q, ìàòè-
ìåìî

h(X(t), Y (t)) <
ρ

2
.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî t0 < Lε−1, òî
íà âiäðiçêó [0, Lε−1] âíàñëiäîê íåïåðåðâíî-
ñòi ðîçâ'ÿçêiâ X(·) òà Y (·) çíàéäåòüñÿ òî÷êà
t′, â ÿêié áóäå âèêîíóâàòèñü íåðiâíiñòü

ρ

2
< h(X(t′), Y (t′)) < ρ.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïðè t = t′ ðîçâ'ÿçîê
íå çàëèøèâ îáëàñòi Q. Òîìó t′ ∈ [0, t0] òà òîäi
h(X(t′), Y (t′)) < ρ

2
, òîáòî îòðèìàëè ñóïåðå-

÷íiñòü. Òàêèì ÷èíîì, t0 ≥ Lε−1. ¥
Ç äàíî¨ òåîðåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹
Òåîðåìà 3. Íåõàé â îáëàñòi

D = {(t,X) : t ≥ 0, X ∈ Q ⊂ conv(Rn)}
âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1) ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ F (t,X),
F (t,X) âèìiðíi ïî t ïðè êîæíîìó ôiêñîâà-
íîìó X, îáìåæåíi ñòàëîþ M òà çàäîâîëü-
íÿþòü ïî X óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ λ;

2) ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ Ii(X),
Ij(X) ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ñòàëîþ M òà
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ
λ;

3) ðiâíîìiðíî âiäíîñíî X â îáëàñòi Q
iñíó¹ ãðàíèöÿ (6) òà iñíó¹ ñòàëà 0 ≤ d < ∞
òàêà, ùî

1

T
i(t, t + T ) ≤ d,

1

T
j(t, t + T ) ≤ d,

äå i(t, t + T ) è j(t, t + T )− êiëüêiñòü òî÷îê
ïîñëiäîâíîñòåé τi òà σj âiäïîâiäíî íà ïðî-
ìiæêó [t, t + T ];

4) ðîçâ'ÿçîê Y (t), Y (0) = X0 ∈ Q′ ⊂ Q
ñèñòåìè (4), (5) ïðè t ≥ 0 äëÿ âñiõ ε ∈ (0, θ]
íàëåæèòü îáëàñòi Q ðàçîì ç äåÿêèì ρ−
îêîëîì.

Òîäi äëÿ áóäü - ÿêèõ íàñêiëüêè çàâãîäíî
ìàëîãî η > 0 òà íàñêiëüêè çàâãîäíî âåëè-
êîãî L > 0 ìîæíà âêàçàòè òàêå ε0(η, L) ∈
(0, θ], ùî ïðè 0 < ε ≤ ε0 íà âiäðiçêó 0 ≤ t ≤
Lε−1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

h(X(t), Y (t)) ≤ η,

äå X(·) è Y (·)− ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (2), (3) è
(4), (5) âiäïîâiäíî.

Â òåîðåìi 2 ìîæíà ïîñëàáèòè óìîâè íà
ïðàâi ÷àñòèíè íåóñåðåäíåííîãî ðiâíÿííÿ, à
ñàìå ìà¹ ìiñöå òåîðåìà:

Òåîðåìà 4. Íåõàé â îáëàñòi

D = {(t,X) : t ≥ 0, X ∈ Q ⊂ conv(Rn)}
âèêîíóþòüñÿ óìîâè 3) - 7) òåîðåìè 2, òà:

1') ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F (t, X)
âèìiðíå ïî t ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó X
òà ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå ïî X ðiâíîìiðíî
âiäíîñíî t;

2') ìíîãîçíà÷íi âiäîáðàæåííÿ Ii(X)
îäíîñòàéíî íåïåðåðâíi.

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÿê çàâãîäíî ìàëîãî
η > 0 òà ÿê çàâãîäíî âåëèêîãî L > 0 ìî-
æíà âêàçàòè òàêå ε0(η, L) ∈ (0, θ], ùî ïðè
0 < ε ≤ ε0 íà âiäðiçêó 0 ≤ t ≤ Lε−1 âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

h(X(t), Y (t)) ≤ η,

ãäå X(·) è Y (·)− ðîçâ'ÿçêè ñèñòåì (2), (3)
è (4), (5) âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî äîâåäåí-
íþ òåîðåìè 2 çà âèíÿòêîì òîãî, ùî ïðè îöi-
íþâàííi h(F s, F

s
) ïåðøèé äîäàíîê îöiíèìî

âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè 1') òà 2').
Äëÿ äîâiëüíîãî η1 > 0 çíàéäåìî δ1 > 0

òàêå, ùî

h(F (t,X1), F (t,X2)) < η1

òà
h(Ii(X1), Ii(X2)) < η1

ïðè h(X1, X2) < δ.
Âèáåðåìî m1

0 ∈ N òàêå, ùî ïðè m > m1
0

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

LM0(1 + d)

m
< δ.

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (12), ìà¹ìî

h




∫ ts+1

ts

F (s, X(s))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(τi)),

∫ ts+1

ts

F (s,X(ts))ds +
∑

ts≤τi<ts+1

Ii(X(ts))


 <

<
L

εm
η1 + d

L

εm
η1 =

(1 + d)Lη1

εm
.

Ó öüîìó âèïàäêó

γ(m, ε) ≡ (1 + d)Lη1 + 2Lmϑ

(
L

ε

)
+
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+
LM0(1 + d)(λL(1 + d) + 2)

m
.

×èñëà η1 òà m0 ≥ m1
0 âèáåðåìî ç óìîâ

(1 + d)Lη1 <
η

3
e−(1+d)L

òà
LM0(1 + d)(λL(1 + d) + 2)

m
<

η

3
e−(1+d)L,

ïîòiì ïðè ôiêñîâàíîìó m0 âèáåðåìî ε0 ç
óìîâè

2Lm0ϑ

(
L

ε

)
<

η

3
e−(1+d)L.

Òàêèì ÷èíîì ç (15) âèïëèâà¹, ùî
h(X(t), Y (t)) < η. ¥

Íàñëiäîê. Íåõàé

F (t,X) ≡ F0(X) =

= lim
T→∞

1

T

(∫ T

0

F (t,X)dt +
∑

0≤τi<T

Ii(X)

)
,

I i(X) ≡ {0}.
Òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (6) âèêîíó¹òüñÿ òà òåî-
ðåìè 2 - 4 îáãðóíòîâóþòü ñõåìó ïîâíîãî óñå-
ðåäíåííÿ.

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè ó ïðîñòîði
conv(Rn) îïåðàöiÿ âiäíiìàííÿ íå çàâæäè
âèçíà÷åíà, òî óìîâè iìïóëüñíî¨ äi¨ (3) òà (5)
â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåîáõiäíî çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

X(τi + 0) = ψi(X(τi)),

Y (σj + 0) = ψj(Y (σj)).

Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà óñåðåäíåííÿ
(6) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

lim
T→∞

1

T
h

(∫ T

0

F (s,X)ds + ψi(0,T )(...ψ2(ψ1(X))...),

∫ T

0

F (s,X)ds + ψj(0,T )(...ψ2(ψ1(X))...)

)
= 0.
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