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ÌÍÎÆÈÍÀ ÒÎ×ÎÊ ÐÎÇÐÈÂÓ l-ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ ÏÅÐØÎÃÎ ÊËÀÑÓ

Îõàðàêòåðèçîâàíî ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Áåðà f : Rd → R
çâóæåííÿ ÿêèõ íà êîæíó ïðÿìó ¹ íåïåðåðâíèì.

We characterize the discontinuity point set of a Baire one function f : Rd → R such that its
restrictions to every line is continuous.

1. Âñòóï
Ïèòàííÿ ïðî îïèñ ìíîæèíè òî÷îê ðîç-

ðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü íà
äàíèé ìîìåíò äóæå äîáðå âèâ÷åíe. Çîêðå-
ìà, Â.Ìàñëþ÷åíêî i Â.Ìèõàéëþê [1] îòðè-
ìàëè ïîâíèé îïèñ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî âèçíà÷å-
íi íà äîáóòêó ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ. Â ðÿ-
äi ðîáiò àâòîðà áóëî çäiéñíåíî îïèñ êîëè-
âàíü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ùî âè-
çíà÷åíi íà äîáóòêó ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ.
Â [2] çà äîïîìîãîþ ââåäåíîãî òàì ïîíÿòòÿ
ñòè÷íî¨ ìíîæèíè áóëî îòðèìàíî õàðàêòå-
ðèçàöiþ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó êâàçiíåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié, ùî âèçíà÷åíi íà äîâiëüíèõ
ñïàäêîâî íîðìàëüíèõ ïðîñòîðàõ.

Ùî æ ñòîñó¹òüñÿ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðè-
âó l-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, (òîáòî ôóíêöié,
çâóæåííÿ ÿêèõ íà êîæíó ïðÿìó ¹ íåïåðåðâ-
íèì), òî ìîæíà çãàäàòè ëèøå òiëüêè êëàñè-
÷íó ðîáîòó Þí iâ [3], â ÿêié âîíè áóäóþòü
ïðèêëàä l-íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà R2 ç êîí-
òèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó. Â öié
ðîáîòi ìè, ìîäèôiêóþ÷è ìåòîä ñòè÷íèõ ìíî-
æèí, îõàðàêòåðèçó¹ìî ìíîæèíè òî÷îê ðîç-
ðèâó l-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

2. l-ñòè÷íi ìíîæèíè
Ìíîæèíó M ⊆ Rd ìè íàçèâàòèìåìî

l-îêîëîì òî÷êè x0 ∈ Rd, ÿêùî äëÿ êîæíî-
ãî íàïðÿìêó e ∈ Rd iñíó¹ ε > 0 òàêå,
ùî [x0, x0 + εe] ⊆ M . Êàçàòèìåìî, ùî M
¹ l-îêîëîì ìíîæèíè E ⊆ Rd, ÿêùî M ¹
l-îêîëîì êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E.

Çàóâàæèìî, ùî l-íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨

f : Rd → R, îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè
x0 ∈ Rd i ε > 0 iñíó¹ òàêèé ¨¨ l-îêië M , ùî
|f(x)− f(x0)| < ε, äëÿ êîæíîãî x ∈ M .

Çàìêíåíó ìíîæèíó E íàçèâàòèìåìî
l-ñòè÷íîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ¨¨ çàìêíåíèé
l-îêië M , ùî E ⊆ Rd \M . Çëi÷åííi îá'¹ä-
íàííÿ l-ñòè÷íèõ ìíîæèí íàçèâàòèìåìî σ-l-
ñòè÷íèìè ìíîæèíàìè.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé M çàìêíåíèé
l-îêië òî÷êè x0 â Rd. Òîäi x0 ∈ intM .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè En =
{x ∈ Rd : [x0, x0 + 1

n
x] ⊆ M}. Îñêiëüêè M ¹

l-îêîëîì òî÷êè x0, òî
⋃∞

n=1 En = Rd. Àëå Rd

äðóãî¨ êàòåãîði¨. Òîìó iñíó¹ òàêèé íîìåð n,
ùî ìíîæèíà En íå ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Çíà-
÷èòü, ìíîæèíà U = intEn ¹ âiäêðèòîþ i íå-
ïîðîæíüîþ. Íåõàé V =

⋃
x∈U(x0, x0 + 1

n
x),

E =
⋃

x∈En∩U(x0, x0 + 1
n
x). Íåñêëàäíî äîâå-

ñòè, ùî V âiäêðèòà i íåïîðîæíÿ, ïðè÷îìó
V ⊆ E i x0 ∈ V . Àëå E ⊆ M i M çàìêíåíà.
Òîìó V ⊆ E ⊆ M . Îòæå, x0 ∈ V ⊆ intM .

Ëåìà 2.3. Íåõàé F � çàìêíåíà ïiäìíî-
æèíà Rd. Òîäi iñíó¹ íåñêií÷åííî äèôåðåíöi-
éîâíà ôóíêöiÿ ψ : Rd → [0, +∞), òàêà, ùî
ψ−1(0) = F .

Äîâåäåííÿ. Íà Rd ìè ðîçãëÿäàòèìåìî
åâêëiäîâó íîðìó. Ñèìâîëîì B(a, r) ïîçíà÷à-
òèìåìî âiäêðèòó êóëþ âiäíîñíî öi¹¨ íîðìè.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíèõ a ∈ Rd òà r > 0
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ ϕa,r :
Rd → [0,∞) òàêó, ùî suppϕa,r = B(a, r)

(íàïðèêëàä, ϕa,r(x) = e
− 1

r2−‖x−a‖2 ïðè x ∈
B(a, r) i ϕa,r(x) = 0 â iíøèõ òî÷êàõ Rd). Äà-
ëi çàíóìåðó¹ìî â ïîñëiäîâíiñòü

(
(an, rn)

)∞
n=1
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âñi öåíòðè êóëü a ∈ Qd òà ¨õ ðàäióñè r ∈
Q+ òàêi, ùî B(a, r) ∩ F = Ø. Ïîêëàäåìî
ψn = ϕan,rn . Ïiäáåðåìî òåïåð êîåôiöi¹íòè
λn > 0 òàê, ùîá ôóíêöiÿ ψ =

∑∞
n=1 λnψn

áóëà á íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ. Äëÿ
öüîãî äîñòàòíüî çàáåçïå÷èòè ðiâíîìiðíó çái-
æíiñòü âñiõ ðÿäiâ

∑∞
n=1 λn

∂kψn(x)
∂xi1

···∂xik
. Íåõàé

µn = max
{∣∣∣ ∂kψn(x)

∂xi1
···∂xik

∣∣∣ : x ∈ Rd, is ≤ d, k ≤ n
}

i λn = 1
2nµn

. Òîäi ïðè n ≥ k i x ∈ Rd ìàòèìå-
ìî, ùî λn

∣∣∣ ∂kψn(x)
∂xi1

···∂xik

∣∣∣ ≤ λnµn = 1
2n . Îòæå, ψ �

øóêàíà ôóíêöiÿ.
Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé ϕ : Rd−1 → R

� îïóêëà ôóíêöiÿ i F ⊆ Rd−1 � çàìêíå-
íà íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà. Òîäi ìíîæèíà
E = {(x, ϕ(x)) : x ∈ F} � l-ñòè÷íà â Rd.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàâøè ïîïåðåäí¹
òâåðäæåííÿ, âiçüìåìî òàêó äèôåðåíöiéîâíó
ôóíêöiþ ψ : Rd−1 → [0, +∞), ÿêà ïåðåòâî-
ðþ¹òüñÿ â íóëü ëèøå íà ìíîæèíi F . Ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíó G = {(x, y) ∈ Rd−1 × R :
ϕ(x) < y < ϕ(x) + ψ(x)} i ïîêàæåìî, ùî
M = Rd \ G ¹ øóêàíèì l-îêîëîì ìíîæèíè
E. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ ϕ i ψ íåïåðåðâíi òî G
âiäêðèòà, à çíà÷èòü, M çàìêíåíà.

Ðîçãëÿíåìî z0 ∈ E. Òîäi z0 = (x0, y0), äå
x0 ∈ F i y0 = ϕ(x0). Ïîêàæåìî, ùî z0 ∈ G =

Rd \M . Íåõàé U òà V îêîëè òî÷îê x0 òà y0

âiäïîâiäíî i W = U×V . Îñêiëüêè ôóíêöi¨ ϕ
òà ψ íåïåðåðâíi, ψ(x0) = 0 i F íiäå íå ùiëü-
íà, òî iñíó¹ òàêå x1 ∈ U \F , ùî y1 = ϕ(x1) +
1
2
ψ(x1) ∈ V . Òîäi z1 = (x1, y1) ∈ G ∩W .
Äîâåäåìî òåïåð, ùî M ¹ l-îêîëîì òî÷êè

z0. Âiçüìåìî íàïðÿìîê w = (u, v) ∈ Rd, äå
u ∈ Rd−1, à v ∈ R, i çíàéäåìî ε > 0, òàêå,
ùî [z0, z0 + εw] ⊆ M . Âèïàäîê u = 0 î÷å-
âèäíèé, àäæå òîäi âñÿ ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó z0 â íàïðÿìêó w ìiñòèòüñÿ â M .

Íåõàé òåïåð u 6= 0. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨
f(t) = ϕ(x0 + tu) i g(t) = ψ(x0 + tu), t ∈ R.
Çðîçóìiëî, ùî f îïóêëà à g äèôåðåíöiéîâ-
íà. Îñêiëüêè òî÷êè t = 0 ¹ òî÷êîþ ìiíiìó-
ìó ôóíêöi¨ g, òî g′(0) = 0. Äàëi, çà ðàõóíîê
îïóêëîñòi f , iñíó¹ ïðàâà ïîõiäíà k+ = f ′+(0).
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f + g òàêîæ ìà¹ ïðà-
âó ïîõiäíó, ïðè÷îìó (f + g)′+(0) = k+. ßêùî
v ≤ k+, òî ïðîìiíü y = vt + y0, t > 0,

ïðîõîäèòü íèæ÷å ïðàâî¨ äîòè÷íî¨ äî ãðàôi-
êà ôóíêöi¨ f â òî÷öi 0. À òîìó, çà ðàõóíîê
îïóêëîñòi, y = vt + y0 ≤ k+t + y0 ≤ f(t) ≤
f(t) + g(t), ïðè t ≥ 0. Íåõàé v > k+. Îñêiëü-
êè k+ = lim

t→+0

f(t)+g(t)−y0

t
, òî äëÿ äåÿêîãî ε > 0

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü v > f(t)+g(t)−y0

t
ïðè

0 < t ≤ ε. Òîäi f(t) ≤ f(t) + g(t) ≤ vt + y0,
ïðè 0 ≤ t ≤ ε. Îòæå, òàê ÷è iíàêøå, ìè áóäå-
ìî ìàòè, ùî äëÿ äåÿêîãî ε > 0 âèêîíó¹òüñÿ,
ùî vt + y0 6∈ (f(t), f(t) + g(t)) ïðè 0 ≤ t ≤ ε.
Ïîâåðòàþ÷èñü äî ôóíêöié ϕ i ψ ìàòèìåìî,
ùî vt+y0 6∈ (ϕ(x0+ut), ϕ(x0+ut)+ψ(x0+ut))
ïðè 0 ≤ t ≤ ε. Îòæå, [z0, z0 + εw] = {(x0 +
ut, y0 + vt) : 0 ≤ t ≤ ε} ⊆ M .

Òàêèì ÷èíîì, M � çàìêíåíèé l-îêië ìíî-
æèíè F , òàêèé, ùî F ⊆ Rd \M . Îòæå, F �
l-ñòè÷íà ìíîæèíà.

3. Ïîáóäîâà l-íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ç
äàíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó

Ëåìà 3.1. Íåõàé E � l-ñòè÷íà ïiäìíî-
æèíà Rd. Òîäi iñíóþòü çàìêíåíèé l-îêië M
ìíîæèíè E i ìíîæèíà A ⊆ Rd \M òàêi, ùî
A ∩M = E.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äåÿêèé çàìêíå-
íèé l-îêië M ìíîæèíè E, äëÿ ÿêîãî E ⊆
Rd \M . Íåõàé {xn : n ∈ N} ùiëüíà â E.
Äëÿ äîâiëüíèõ m, n ∈ N âèáåðåìî òî÷êó
amn ∈ B(xn, 1

m+n
) \ M . Òîäi ìíîæèíà A =

{amn : m,n ∈ N} øóêàíà.
Òåîðåìà 3.2. Íåõàé E � σ-l-ñòè÷íà ïiä-

ìíîæèíà Rd. Òîäi iñíó¹ íàïiâíåïåðåðâíà
çíèçó l-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : Rd → [0, 1]
òàêà, ùî D(f) = E.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïà-
äîê l-ñòè÷íî¨ ìíîæèíè E. Âèáåðåìî M i A
òàêi, ÿê â ëåìi 3.1. Íåõàé X = Rd \ E i
B = M ∩ X. Îñêiëüêè A ∩ B ∩ X = Ø,
òî çà ëåìîþ Óðèñîíà iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : X → [0, 1], òàêà, ùî f(x) = 1 íà
A i f(x) = 0 íà B. Äîâèçíà÷èìî f ïîêëà-
äàþ÷è f(x) = 0 íà E. Òîäi f(x) = 1 íà A
i f(x) = 0 íà M . Çðîçóìiëî, ùî ïîçà ìíî-
æèíîþ E ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, à çíà÷èòü,
i l-íåïåðåðâíà. Êðiì òîãî, îñêiëüêè M � l-
îêië E i f(x) = 0 íà M , òî f l-íåïåðåðâíà
â òî÷êàõ ìíîæèíè E, Îòæå, f l-íåïåðåðâíà
íà Rd. Äàëi, ÿñíî, ùî D(f) ⊆ E. Êðiì òîãî,
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îñêiëüêè f(x) = 1 íà A i f(x) = 0 íà E ⊆ A,
òî D(f) = E ⊆ f−1(0) i òîìó f íàïiâíåïå-
ðåðâíà çâåðõó.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàãàëüíèé âèïàäîê. Íå-
õàé E =

⋃∞
n=1 En, äå En � l-ñòè÷íi.

Ïîáóäó¹ìî äëÿ êîæíîãî n òàêó íàïiâ-
íåïåðåðâíó çíèçó l-íåïåðåðâíó ôóíêöiþ
fn : Rd → [0, 1], ùî D(fn) = En. Òîäi
f =

∑∞
n=1

1
2n fn ¹ íàïiâíåïåðåðâíîþ çíèçó

l-íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, ïðè÷îìó, ìiðêóþ-
÷è ÿê â [1, ëåìà 2], íåñêëàäíî äîâåñòè, ùî
D(f) =

⋃∞
n=1 D(fn) =

⋃∞
n=1 En = E.

4. Õàðàêòåðèçàöèÿ ìíîæèí òî÷îê
ðîçðèâó l-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé E � ïiäìíîæèíà Rn.
Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) E � σ-l-ñòè÷íà;
(ii) iñíó¹ íàïiâíåïåðåðâíà l-íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f : Rd → R òàêà, ùî D(f) = E;
(iii) iñíó¹ òàêà l-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ïåð-

øîãî êëàñó f : Rd → R, ùî D(f) = E.
Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i)⇒(ii) äîâåäå-

íà â òåîðåìi 3.2. Îñêiëüêè íà äîñêîíàëî íîð-
ìàëüíîìó ïðîñòîði êîæíà íàïiâíåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó [4,
ñ.182], òî (ii)⇒(iii). Äîâåäåìî, ùî (iii)⇒(i).

Çàíóìåðó¹ìî â ïîñëiäîâíiñòü (Vn)∞n=1 âñi
iíòåðâàëè ç ðàöiîíàëüíèìè êiíöÿìè. Ïîêëà-
äåìî En = f−1(Vn) \ intf−1(Vn). Îñêiëüêè
ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó, òî
En � ìíîæèíè òèïó Fσ. Ðîçãëÿíåìî çàìêíå-
íi ìíîæèíè Enk, òàêi, ùî En =

⋃∞
k=1 Enk.

Äîâåäåìî, ùî D(f) =
⋃∞

n,k=1 Enk. Ïå-
ðåâiðèìî ñïî÷àòêó âêëþ÷åííÿ ⊆. Íåõàé
x0 ∈ D(f). Òîäi iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ⊆ Rd,
ùî äëÿ íå¨ x0 ∈ A, àëå f(x0) 6∈ f(A).
Âiçüìåìî òàêå n ∈ N, ùî f(x0) ∈ Vn i
V n ∩ f(A) = Ø. Ïîêàæåìî, ùî x0 ∈ En. Ïî-
ïåðøå, çðîçóìiëî, ùî x0 ∈ f−1(Vn). Ïðè-
ïóñòèìî, ùî x0 ∈ intf−1(Vn). Òîäi, îñêiëü-
êè x0 ∈ A, òî A ∩ intf−1(Vn) 6= Ø. Âiçüìå-
ìî a ∈ A ∩ intf−1(Vn). Àëå êîæíà ëiíiéíî íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ ¹ íàðiçíî íåïåðåðâíîþ, à
çíà÷èòü, i êâàçiíåïåðåðâíîþ [5, òåîðåìà III].
Òîìó (äèâ. [1, ëåìà 1]) f(intS) ⊆ f(S),
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè S ⊆ Rd. Òîìó
f(a) ∈ f(intf−1(Vn)) ⊆ f(f−1(Vn)) ⊆ V n, ùî

íåìîæëèâî. Òàêèì ÷èíîì, x0 ∈ f−1(Vn) \
intf−1(Vn) = En =

⋃∞
k=1 Enk.

Äîâåäåìî òåïåð çâîðîòíå âêëþ÷åííÿ. Âi-
çüìåìî x0 ∈ Enk. Òîäi x0 ∈ En = f−1(Vn) \
intf−1(Vn). Íåõàé A = Rd \ f−1(Vn). Òîäi
A = Rd \ f−1(Vn) = Rd \ intf−1(Vn) 3 x0 i
f(A) ⊆ R \ Vn 63 f(x0). Îòæå, x0 ∈ D(f).

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ìíîæèíè Enk

l-ñòè÷íi. Íåõàé Mn = f−1(Vn). Çðîçóìiëî,
ùî Mn ¹ çàìêíåíèì l-îêîëîì ìíîæèíè Enk.
Êðiì òîãî, Enk ⊆ En ⊆ Rd\intMn = Rd \Mn.

Îñêiëüêè ç l-íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹ íà-
ðiçíà íåïåðåðâíiñòü, à íàðiçíî íåïåðåðâíi
ôóíêöi¨ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ àâòîìàòè÷íî
¹ ôóíêöiÿìè ïåðøîãî êëàñó Áåðà [6], òî äëÿ
ôóíêöié äâîõ çìiííèõ ïîïåðåäíÿ òåîðåìà
äà¹ ïîâíèé îïèñ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó l-
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé E � ïiäìíîæèíà
R2. Òîäi íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) E � σ-l-ñòè÷íà;
(ii) iñíó¹ íàïiâíåïåðåðâíà l-íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f : R2 → R òàêà, ùî D(f) = E;
(iii) iñíó¹ òàêà l-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

f : R2 → R, ùî D(f) = E.
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