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СПIВIСНУВАННЯ ТИПIВ УНIМОДАЛЬНИХ ЦИКЛIВ
НЕПЕРЕРВНОГО ВIДОБРАЖЕННЯ ВIДРIЗКА В СЕБЕ

Розглянуто цикли спецiального класу неперервних вiдображень вiдрiзка в себе, графiк
яких складається з двох гiлок монотонностi. Використовуючи запропоновану класифiкацiю
циклiв за рiзними ознаками: за перiодом, за взаємним розташуванням точок циклу, за розта-
шуванням точок циклу на рiзних iнтервалах монотонностi вiдображення, описано властивостi
циклiв таких вiдображень та дослiджено питання про їх спiвiснування.

We consider cycles of a special class of continuous maps generated by two monotonic conti-
nuous maps of an interval. Using a classification by different cycle features, namely, with period,
mutual arrangement of cycle points, arrangement of cycle points on different branches of monotony,
properties of cycles of maps mentioned above are described and the problem on cycles coexistence
is studied.

1. Вступ. Питання про спiвiснування пе-
рiодичних траєкторiй одновимiрних динамi-
чних систем iнтенсивно вивчається багатьма
дослiдниками протягом останнiх 50-ти ро-
кiв, завдяки працям яких виник новий на-
прямок в теорiї динамiчних систем – комбi-
наторна динамiка.

Це питання виникало задовго до ство-
рення комбiнаторної динамiки. Так, твер-
дження про iснування нерухомої точки не-
перервного вiдображення iнтервалу, що має
цикл перiоду 2, яке є наслiдком теореми про
промiжне значення з математичного ана-
лiзу, було використане ще А.Пуанкаре для
доведення твердження про iснування то-
чки рiвноваги для звичайного диференцi-
ального рiвняння другого порядку в обла-
стi, що обмежена замкненим циклом. На-
ступним кроком в теорiї одновимiрних ди-
намiчних систем стало твердження про те,
що з наявностi циклу перiоду n > 2 не-
перервного вiдображення вiдрiзка випливає
наявнiсть циклу перiоду 2 цього вiдобра-
ження. У статтях [1-4] доведено тверджен-
ня про збiжнiсть iтерацiй неперервного вiд-
ображення iнтервалу, яке не має циклу перi-
оду 2, а в [2-4] показано, що вiдображення,
яке не має циклiв перiоду 2, не має також
i циклiв перiоду n > 2. Цi результати ста-

ли теоретичним обґрунтуванням збiжностi
всiх розв’язкiв рiзницевих рiвнянь першого
порядку, якi широко використовуються при
моделюваннi фiзичних систем, i їх побудовi
за допомогою електронно-обчислювальних
пристроїв. Цi результати є одними з перших
тверджень, якi можна вiднести до комбiна-
торної динамiки.

Фактично зародження комбiнаторної ди-
намiки, як напрямку теорiї динамiчних си-
стем, почалося з праць О.М. Шарковського,
який запропонував розглядати тип взаємо-
зв’язку мiж траєкторiями – їх спiвiснування.
Зокрема, одним iз результатiв, отриманих у
статтi [4] був наслiдок про те, що з iснува-
ння у неперервного вiдображення вiдрiзку
циклу перiоду бiльшого за 2 випливає iсну-
вання у нього циклу перiоду 2. В [5] було
доведено, що неперервне вiдображення вiд-
рiзка в себе, яке має цикл перiоду, що не до-
рiвнює степеню 2, має цикли будь-якого пе-
рiоду 2i, де i ≥ 0. Цi результати стали скла-
довою частиною теореми Шарковського про
спiвiснування циклiв рiзних перiодiв для не-
перервних вiдображень вiдрiзка в себе [6].
Для формулювання цiєї теореми, яка вико-
ристовується у цiй статтi, визначимо необхi-
днi для цього поняття.

Розглядається вiдображення вигляду f :
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I → I, де I – замкнений обмежений iнтер-
вал дiйсної прямої R, функцiя f(x) є непе-
рервною, тобто f ∈ C0(I; I). При цьому для
i-тої iтерацiї вiдображення f використовує-
ться позначення f i, де i ∈ N, та f 0 є тото-
жним вiдображенням.

Якщо для точки x ∈ I iснує таке нату-
ральне число i, що f i(x) = x, то точка x на-
зивається перiодичною точкою вiдображен-
ня f , а число n = min{i ∈ N|f i(x) = x} –
перiодом точки x. У випадку i = 1 точка
x ∈ I називається нерухомою точкою вiд-
ображення f : I → I.

Множина всiх перiодичних точок вiд-
ображення f позначається за допомогою
Per(f).

Послiдовнiсть (f i(x), i ≥ 0), де x ∈
Per(f) – перiодична точка перiоду n, на-
зивається перiодичною траєкторiєю вiдобра-
ження f , а множина точок {f i(x), i ≥ 0},
x ∈ Per(f) – циклом перiоду n вiдображен-
ня f .

Цикли неперервного вiдображення вiд-
рiзка в себе можна впорядкувати певним чи-
ном. Має мiсце наступна теорема.

Теорема Шарковського [6]. Якщо f ∈
C0(I; I) має цикл перiоду n, то воно має
також i цикл перiоду m такого, що m / n,
де

1 / 2 / 22 / 23 / ... / 22 · 7 / 22 · 5/
/22 · 3 / ... / 2 · 7 / 2 · 5 / 2 · 3 / ...

... / 9 / 7 / 5 / 3.

Бiльше того, для будь-якого n iснує непе-
рервне вiдображення g : I → I, що має цикл
перiоду n i це вiдображення не має циклу
перiоду k, якщо n / k.

З моменту опублiкування цiєї теореми у
1964 роцi, iнтерес до неї не згасає, про що
свiдчать численнi публiкацiї, в яких запро-
поновано як новi варiанти її доведення, так
i аналоги та узагальнення цiєї теореми для
рiзних класiв динамiчних систем. У теоремi
Шарковського цикли неперервного вiдобра-
ження класифiкуються лише за величиною
(значенням) перiоду. З iншого боку, задане
вiдображення вiдрiзка в себе може мати де-
кiлька циклiв одного й того самого (фiксова-

ного) перiоду. Тому згаданої у данiй теоре-
мi класифiкацiї циклiв недостатньо, оскiль-
ки цикли одного й того самого перiоду ба-
жано якось розрiзняти.

Природно крiм класифiкацiї циклiв за пе-
рiодами, розглянути їх класифiкацiю за ти-
пами, тобто за циклiчними перестановками,
якi певним чином можна пов’язати з даним
циклом. Дiйсно, обмеження вiдображення
на цикл є циклiчною перестановкою, тобто f
взаємно однозначно вiдображає на себе скiн-
чену множину точок циклу, яка не мiстить
власних iнварiантних пiдмножин. Крiм то-
го, цикл вiдображення – це лiнiйно впоряд-
кована пiдмножина iнтервалу.

Це спостереження дає нам змогу, на вiд-
мiну вiд звичайного поняття циклiчної пере-
становки, розглядати циклiчнi перестанов-
ки лiнiйно впорядкованих множин в якостi
типу таких множин та зображати їх графi-
чно в прямокутнiй декартовiй системi коор-
динат. Далi природно виникає питання про
спiвiснування циклiв рiзних типiв, тобто ци-
клiчних перестановок, якi вiдповiдають цим
циклам. Для цього, на множинi циклiчних
перестановок можна визначити вiдношення
порядку “≺” наступним чином: перестанов-
ки π i π

′ знаходяться у вiдношеннi “≺” (ви-
користовується позначення π ≺ π

′), якщо
деяке вiдображення f ∈ C0(I; I), яке має
цикл типу π, має також i цикл типу π

′ . Мно-
жина циклiчних перестановок з так визначе-
ним порядком є лише частково впорядкова-
ною множиною [7,8].

Визначення типу циклу як циклiчної пе-
рестановки є незручними для узагальнен-
ня поняття типу циклу багатовимiрного вiд-
ображення. У статтi [9] запропоновано ха-
рактеризувати цикл не за вiдповiдною йо-
му циклiчною перестановкою, а за її циклi-
чним зображенням. Крiм того, класифiка-
цiя циклiв одновимiрного вiдображення за
циклiчними перестановками ускладнена вiд-
сутнiстю лiнiйного порядку на всiй множи-
нi циклiчних перестановок. Проте в цiй час-
тково впорядкованiй множинi є лiнiйно впо-
рядкованi пiдмножини циклiчних переста-
новок. Цi спецiальнi пiдмножини були об’-
єктом дослiдження в працях [10-12], але за-

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 4. 103



лишились нез’ясованими деякi важливi пи-
тання, зокрема, питання про знаходження
класу вiдображень, типи всiх циклiв якого
є елементами цiєї спецiальної пiдмножини.

Для повноти перелiку iснуючих класифi-
кацiй циклiв неперервних вiдображень зга-
даємо також класифiкацiю циклiв за числом
обертання циклу, але використовувати її в
цiй статтi не будемо. Ця класифiкацiя ци-
клiв є бiльш детальною, нiж класифiкацiя
за перiодами, але менш детальною, нiж кла-
сифiкацiя за типами. Число обертання ци-
клу визначається як вiдношення кiлькостi
точок циклу, координата образу яких мен-
ша за координату самої точки, до перiоду
циклу. Властивостi циклiв за такою класи-
фiкацiєю та їх спiвiснування розглядалися в
[13–16].

У данiй статтi вивчаються цикли спецi-
ального класу неперервних вiдображень вiд-
рiзка в себе, графiк яких схожий на сим-
вол “Λ”. Строге визначення такого вiдобра-
ження дано в основнiй частинi цiєї роботи.
Такi вiдображення мають лише 2 гiлки мо-
нотонностi i в певному сенсi є найпростiши-
ми неперервними вiдображеннями, хоча ма-
ють властивостi, якi притаманнi “багатогiл-
ковим” вiдображенням (але не навпаки ! ).
Цей клас вiдображень було обрано в яко-
стi найпростiшого класу серед “багатогiлко-
вих” вiдображень ще й тому, що неперерв-
нi вiдображення з однiєю гiлкою монотон-
ностi мають лише одну нерухому точку або
ж цикл перiоду 2.

Для цього класу вiдображень необхiдно
класифiкувати цикли бiльш детально, нiж
за типами, в сенсi циклiчного зображення
вiдповiдної перестановки. Розглянемо при-
клад, який пояснює необхiднiсть такого уто-
чнення класифiкацiї за типами. Вiдображе-
ння “тент” f ∈ C0(I; I), де

f(x) =

{
2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,

2(1− x), 1/2 < x ≤ 1,
(1)

володiє двома циклами перiоду 3:

B1 =

{
2

9
;

4

9
;

8

9

}
, B2 =

{
2

7
;

4

7
;

6

7

}
.

Хоча цi цикли мають однаковий тип
(1, 2, 3), але точки циклiв B1 i B2 по-
рiзному розташованi на гiлках монотонностi
вiдображення f .

Як зазначалося вище, на множинi всiх ти-
пiв циклiв, тобто вiдповiдних їм циклiчних
перестановок, iснує лише частковий поря-
док, проте цикли, якi, наприклад, має вiд-
ображення “тент”, є лiнiйно впорядковани-
ми з точки зору їх спiвiснування, причо-
му цей порядок спiвпадає з лiнiйним поряд-
ком вкладеностi носiїв циклiв вiдображен-
ня “тент”, де пiд носiєм циклу розумiємо за-
мкнений обмежений iнтервал, кiнцями яко-
го є найменша та найбiльша точка циклу.
Використовуючи циклiчну перестановку, ми
в подальшому визначаємо модель типу ци-
клу, що дає нам змогу бiльш детально кла-
сифiкувати цикли одного типу.

Запропонована модель типу циклу [17]
будується з використанням лише циклiчної
перестановки, а не з властивостей вiдобра-
ження, тобто це суто комбiнаторний алго-
ритм. Проте, якщо вiдображення є унiм-
одальним, то запропоноване нами поняття
моделi типу циклу спiвпадає з перiодично
повторюваною частиною символьного коду
мiнiмальної точки циклу, яка побудована за
стандартним алгоритмом кодування в сим-
вольнiй динамiцi [10, 18, 19]. У цьому сен-
сi модель типу циклу є узагальненням сим-
вольного зображення перiодичної точки для
унiмодального вiдображення.

Статтю органiзовано наступним чином:
спочатку сформульовано низку означень
(“типу циклу”; “опуклої вгору” i “опуклої
вниз” циклiчної перестановки). Зауважимо,
що у частково впорядкованiй множинi всiх
циклiчних перестановок iснують принаймнi
2 лiнiйно впорядкованi пiдмножини, одна з
яких складається з усiх опуклих вгору ци-
клiчних перестановок, а iнша – усiх опу-
клих вниз циклiчних перестановок, але в си-
лу топологiчної спряженостi вiдображень f
та 1 − f(1 − x) розглядаються лише опуклi
вгору циклiчнi перестановки.

У подальшому дано означення моделi ти-
пу циклу та ваги опуклої циклiчної переста-
новки. Саме модель типу циклу лежить в
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основi уточненої класифiкацiї циклiв непе-
рервного вiдображення.

Згодом дано означення Λ-вiдображення.
Поняття ваги опуклої циклiчної перестанов-
ки разом з поняттям моделi типу циклу для
Λ-вiдображення дає можливiсть встанови-
ти вiдношення лiнiйного порядку на мно-
жинi опуклих циклiчних перестановок. Ви-
користовуючи теорему з [17] про те, що всi
опуклi циклiчнi перестановки є типами ци-
клiв Λ-вiдображення, у тому числi вiдобра-
ження “тент”, i, навпаки, будь-яка циклi-
чна перестановка, яка вiдповiдає циклу Λ-
вiдображення, є опуклою, нами доведено те-
орему про лiнiйний порядок циклiчних пе-
рестановок для унiмодальних циклiв непе-
рервного вiдображення.

2. Визначення опуклої циклiчної пе-
рестановки. Нехай I = [0; 1]. У подальшо-
му використовуються наступнi означення [9,
17, 20].

Означення 1. Нехай B =
{β, f(β), ..., fn−1(β)} – цикл перiоду n вiд-
ображення f ∈ C0(I; I), де β = min

1≤i≤n
f i−1(β)

та fn(β) = β. Впорядкований набiр чи-
сел r = (r1, ..., ri, ..., rn), кожен еле-
мент якого визначається за формулою
ri = #{k| 1 ≤ k ≤ n, fk−1(β) ≤ f i−1(β)},
де “#A”, означає кiлькiсть елементiв
множини A, називається типом циклу B.

З означення 1 випливає, що r1 = 1 та для
будь-яких рiзних номерiв 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤
n виконується нерiвнiсть: ri 6= rj.

Будь-якому циклу B одновимiрного вiд-
ображення можна поставити у вiдповiд-
нiсть деяку циклiчну перестановку. Дiй-
сно, якщо точки циклу B позначимо так:
β1, ..., βi, βi+1, ..., βn, де β1 < ... < βi <
βi+1 < ... < βn i при цьому f(βi) = βji

,
1 ≤ ji ≤ n, 1 ≤ i ≤ n, то вiдповiдну циклу B
циклiчну перестановку можна записати на-
ступним чином

π =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
.

Циклiчне зображення перестановки π має
вигляд (1, π(1), ..., πi−1(1), ..., πn−1(1)).

Оскiльки B = {β, f(β), ..., fn−1(β)}, то
для всiх 1 ≤ i ≤ n маємо ri = πi−1(1). Тобто
означення типу циклу через вiдповiдну ци-
клiчну перестановку та впорядкований на-
бiр (r1, ..., ri, ..., rn) еквiвалентнi. Таким
чином, цей впорядкований набiр спiвпадає
iз циклiчним зображенням перестановки π
циклу B. Враховуючи еквiвалентнiсть по-
нять циклiчної перестановки π, що вiдпо-
вiдає циклу B, i типу циклу B як рядка
(r1, ..., ri, ..., rn), надалi пiд типом циклу
ми будемо розумiти один з цих об’єктiв, за-
лежно вiд контексту.

Означення 2. Циклiчна перестановка

π =

(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
називається

опуклою вгору [10, 12, 17], якщо виконую-
ться нерiвностi ji < ji+1 при 1 ≤ i < î та
ji > ji+1 при î ≤ i < n, де 2 ≤ î ≤ n − 1 та
π(̂i) = n.

Аналогiчно, циклiчна перестановка π =(
1 2 ... n
j1 j2 ... jn

)
називається опу-

клою вниз, якщо виконуються нерiвностi
ji > ji+1 при 1 ≤ i < ǐ i ji < ji+1 при
ǐ ≤ i < n, де 2 ≤ ǐ ≤ n− 1 i π(̌i) = 1.

Означення 3. Унiмодальним циклом
називається цикл, тип якого є опуклою вго-
ру або опуклою вниз перестановкою.

Нехай вiдображення f ∈ C0(I; I) тополо-
гiчно спряжене вiдображенню g ∈ C0(I; I),
яке визначається рiвнiстю g = h−1 ◦ f ◦ h,
де h(x) = 1 − x. Якщо вiдображення f має
цикл, якому вiдповiдає опукла вгору циклi-
чна перестановка π̂, то вiдображення g має
цикл, якому вiдповiдає опукла вниз циклi-
чна перестановка π̌. При цьому π̌(i) = n+1−
π̂(n + 1− i) для всiх 1 ≤ i ≤ n. Отже, доста-
тньо розглядати властивостi лише опуклих
вгору циклiчних перестановок, адже власти-
востi опуклих вниз циклiчних перестановок
встановлюються автоматично, використову-
ючи їх зв’язок з опуклими вгору циклiчни-
ми перестановками. Тому у подальшому до-
статньо розглядати лише вiдображення, що
мають унiмодальнi цикли, яким вiдповiда-
ють опуклi вгору циклiчнi перестановки. Та-
кi перестановки називатимемо опуклими ци-
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клiчними перестановками.
Множину всiх опуклих циклiчних пере-

становок порядку n позначимо Πn.

3. Модель типу циклу, що заданий
опуклою циклiчною перестановкою. З
опуклими циклiчними перестановками тiсно
пов’язанi цикли унiмодальних неперервних
вiдображень. Сформулюємо означення унi-
модального вiдображення.

Означення 4. Вiдображення f ∈
C0(I; I) називається унiмодальним, якщо
iснує таке значення c ∈ (0; 1), що f моно-
тонно не спадає (монотонно не зростає) на
вiдрiзку [0; c] i монотонно не зростає (мо-
нотонно не спадає) на вiдрiзку [c; 1].

Тобто унiмодальне вiдображення має ли-
ше двi гiлки монотонностi.

У подальшому розглядається унiмодаль-
не вiдображення f , яке є опуклим вгору.
Мiркування для випадку, коли f – унiм-
одальне опукле вниз вiдображення, анало-
гiчнi мiркуванням для випадку унiмодаль-
ного опуклого вгору вiдображення.

Оскiльки обмеження неперервного вiд-
ображення на цикл є циклiчною перестанов-
кою, то всi цикли унiмодального вiдобра-
ження є унiмодальними. Але можливий ви-
падок, коли двом рiзним унiмодальним ци-
клам одного перiоду унiмодального опукло-
го вгору вiдображення вiдповiдає одна й та
сама опукла циклiчна перестановка. Для то-
го, аби розрiзняти унiмодальнi цикли у та-
кому випадку скористаємося результатами
статей [17, 20].

Оскiльки rn = n – максимальне число се-
ред чисел 1, r2, ..., rn, що утворюють тип
(1, r2, ..., rn) циклу, якому вiдповiдає опу-
кла циклiчна перестановка π, а число rn−1

є прообразом елемента rn, то послiдовно по-
рiвняємо кожне число 1, r2, ..., rn з числом
rn−1 i розiб’ємо цей тип (1, r2, ..., rn) на
блоки (упорядкованi ланцюжки чисел, з до-
триманням уже встановленого в типовi по-
рядку) за наступним правилом: кожен блок
мiстить елементи, якi або всi меншi за число
rn−1, або ж всi не меншi за rn−1. Очевидно,
що блоки з непарними номерами мiстять ли-
ше числа, що меншi за rn−1, а блоки з парни-

ми номерами – лише тi числа, що не меншi
за rn−1. Тодi тип (1, r2, ..., rn) перестановки
π можна записати наступним чином:

(| 1, ..., rm1 | rm1+1, ..., rm1+l1 | ...

| rm1+l1+...+ls−1+1, ..., rm1+l1+...+ms | (2)

rm1+l1+...+ms+1, ..., rm1+l1+...+ms+ls |),
де символ | роздiляє сусiднi блоки.

Числа mi, li, 1 ≤ i ≤ s, визначаю-
ться так: нехай β – найменша точка циклу
типу r унiмодального вiдображення f . То-
дi m1 – це кiлькiсть точок в послiдовностi
(β, f(β), ..., fn−1(β)), що належать iнтер-
валу [0; c), тобто f i−1(β) ∈ [0; c), де 1 ≤ i ≤
m1; l1 – це кiлькiсть точок в послiдовностi
(β, f(β), ..., fn−1(β)), починаючи з fm1(β),
що належать iнтервалу [c; 1], тобто f i−1(β) ∈
[c; 1], де m1+1 ≤ i ≤ m1+l1; m2 – це кiлькiсть
точок в послiдовностi (β, f(β), ..., fn−1(β)),
починаючи з fm1+l1(β), що належать [0; c),
тобто f i−1(β) ∈ [0; c), де m1 + l1 + 1 ≤ i ≤
m1 + l1 + m2, i т.д.

Аналогiчно, тип (1, r2, ..., rn) переста-
новки π можна записати так:

(| 1, ..., rm
′
1
| rm

′
1+1, ..., rm

′
1+l

′
1
| ...

| rm
′
1+l

′
1+...+l

′
s
′−1

+1, ..., rm
′
1+l

′
1+...+m

′
s
′
| (3)

rm
′
1+l

′
1+...+m

′
s
′+1, ..., rm

′
1+l

′
1+...+m

′
s
′+l

′
s
′
|),

де блоки з непарними номерами мiстять ли-
ше числа, що не бiльшi за rn−1, а блоки з
парними номерами – лише тi числа, що бiль-
шi за rn−1. Зв’язок чисел m

′
i, l

′
i, 1 ≤ i ≤ s

′ ,
з розташуванням точок циклу унiмодаль-
ного вiдображення f на його гiлках моно-
тонностi, такий самий як i чисел mi, li, де
1 ≤ i ≤ s.

Кiлькiсть блокiв у рядках (2) та (3) є пар-
ною, адже rn = n > rn−1, тобто кожен з ряд-
кiв в (2), (3) закiнчується блоком з парним
номером 2s та 2s

′ вiдповiдно. При цьому ви-
конуються наступнi рiвностi:

s∑
i=1

(mi + li) = n,

s
′∑

i=1

(m
′
i + l

′
i) = n.
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З чисел m1, m2, . . ., ms, l1, l2, . . ., ls, m
′
1,

m
′
2, . . ., m

′
s′ , l

′
1, l

′
2, . . ., l

′
s′ , якi фiгурують в (2)

i (3), утворимо числовi набори вигляду:

(m1, l1, m2, l2, ..., ms−1, ls−1, ms, ls), (4)

(m
′
1, l

′
1, m

′
2, l

′
2, ..., m

′
s
′−1

, l
′
s
′−1

, m
′
s
′ , 1), (5)

де (4) вiдповiдає рядку (2), а (5) – рядку (3).
Вважатимемо, що числовий набiр скла-

дається лише з повторюваних блокiв, якщо
його можна записати у виглядi

(m1, l1,m2, l2, ... , mk, lk,m1, l1,m2, l2, ... ,

mk, lk, . . . ,m1, l1,m2, l2, ... ,mk, lk),

де (m1, l1,m2, l2, ... , mk, lk) – повторюваний
блок (k – довiльний (фiксований) дiльник
числа s).

Означення 5. Якщо числовий набiр (4),
що побудований за опуклою циклiчною пе-
рестановкою π, не складається лише з по-
вторюваних блокiв, що його утворюють,
то набiр (4) називається м - моделлю ти-
пу циклу, якому вiдповiдає опукла циклiчна
перестановка π. Аналогiчно, якщо числовий
набiр (5), що побудований за опуклою циклi-
чною перестановкою π, не складається ли-
ше з повторюваних блокiв, що його утворю-
ють, то набiр (5) називається р - моделлю
типу циклу, якому вiдповiдає опукла циклi-
чна перестановка π.

Означення 6. Вагою моделi типу ци-
клу, яка зображується числовим набором
(m1, l1,m2, l2, ... , ms, ls), називається число
σ, що визначається з рiвностi:

3

2
σ =

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

(6)

Означення 7. Якщо опукла циклiчна пе-
рестановка π ∈ Π має одну модель типу ци-
клу, то її вагою називається вага цiєї мо-
делi типу циклу. Якщо опукла циклiчна пе-
рестановка π ∈ Π має двi моделi типу ци-
клу, то її вагою називається бiльша з ваг

цих моделей типу циклу. Вага опуклої ци-
клiчної перестановки π позначається σπ.

Геометричний змiст ваги пояснює насту-
пна лема [12, 17].

Лема 1. Координата мiнiмальної точка
x циклу типу π ∈ Πn перiоду n з модел-
лю типу циклу (m1, l1,m2, l2, ... ,ms, ls) вiд-
ображення “тент” дорiвнює:

x =
2

3

s∑
i=1

(
(−2)

s∑
j=i+1

lj
2

s∑
j=i+1

mj

(1− (−2)li)

)

1− (−2)

s∑
i=1

li
2

s∑
i=1

mi

.

(7)

Враховуючи, що кожна опукла циклiчна
перестановка має принаймнi одну модель
типу циклу, поняття ваги опуклої циклiчної
перестановки визначено коректно [17].

Означення 8. Вiдображення g ∈
C0(I; I) називається Λ-вiдображенням,
якщо виконуються наступнi умови:

1. g(0) = g(1) = 0.
2. Iснує точка a ∈ (0; 1), для якої вико-

нується рiвнiсть g(a) = 1.
3. Функцiя g(x) монотонно не спадає на

вiдрiзку [0; a] i монотонно не зростає на вiд-
рiзку [a; 1].

Λ-вiдображення – це частковий випа-
док унiмодального вiдображення. Прикла-
дом Λ-вiдображення є вiдображення “тен-
т”, яке задано за допомогою функцiї (1). Λ-
вiдображення мають L-схему, яка запропо-
нована в [6].

Означення 9. Нехай f ∈ C0(I; I). То-
чки x1, x2, x3 задають L-схему вiдображе-
ння f , якщо виконується одне зi спiввiдно-
шень: f(x3) ≤ x1 = f(x1) < x2 < x3 ≤ f(x2)
або f(x2) ≤ x3 < x2 < x1 = f(x1) ≤ f(x3).

L-схема дозволяє отримати важливу iн-
формацiю про особливостi динамiки вiд-
ображення. Наприклад, вiдображення з L-
схемою мають цикли будь-якого перiоду.

З означення L-схеми випливає, що опу-
кле вниз унiмодальне вiдображення h ∈
C0(I; I), яке топологiчно спряжене вiдобра-
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женню “тент” i визначено наступним чином

h(x) =

{
1− 2x, 0 ≤ x ≤ 1/2,

−1 + 2x, 1/2 < x ≤ 1,
(8)

також має L-схему.
З невеликими змiнами попереднi мiрку-

вання можна повторити i для унiмодальних
циклiв опуклих вниз унiмодальних вiдобра-
жень, ввiвши поняття ваги моделi типу ци-
клу, використовуючи координату мiнiмаль-
ної точки циклу вiдображення (8).

Має мiсце наступна теорема [17].

Теорема 1. Наступнi твердження еквi-
валентнi:

1. π є типом деякого циклу Λ-
вiдображення.

2. π є типом деякого циклу вiдображення
“тент” вигляду (1).

3. π – довiльна опукла циклiчна переста-
новка.

Ця теорема, як i теорема 2 (при вiдповiд-
них змiнах) має мiсце i для опуклих вниз
унiмодальних вiдображень та їх унiмодаль-
них циклiв з типами, що задаються опукли-
ми вниз циклiчними перестановками.

4. Вiдношення лiнiйного порядку на
множинi опуклих циклiчних переста-
новок. На множинi опуклих циклiчних пе-
рестановок Π введемо вiдношення порядку
a наступним чином: двi довiльнi опуклi ци-
клiчнi перестановки π

′ i π
′′ знаходяться у

вiдношеннi a , тобто π
′ a π

′′ , якщо σπ
′ ≤ σπ

′′ .
Iз визначення вiдношення порядку a ви-

пливає, що a є вiдношенням лiнiйного по-
рядку на множинi опуклих циклiчних пере-
становок Π.

Теорема 2. Якщо неперервне вiдображе-
ння g ∈ C0(I; I) має цикл типу π1 ∈ Π,
то це вiдображення має також цикл ти-
пу π2 ∈ Π, де π1 a π2.

Доведення теореми 2. Нехай π1 ∈ Π –
опукла циклiчна перестановка перiоду n, що
є типом циклу B = {β, g(β), ..., gn−1(β)}
неперервного вiдображення g ∈ C0(I; I).
Оскiльки π1 ∈ Π, то згiдно теореми 1 опу-
кла циклiчна перестановка π1 є типом циклу

вiдображення “тент” вигляду (1), тобто iснує
деякий цикл A = {α, f(α), ..., fn−1(α)} пе-
рiоду n вiдображення “тент”, що π1 є його
типом.

За функцiєю f побудуємо функцiю f , що
не спадає на iнтервалi [0; fn−2(α)] та не зро-
стає на iнтервалi [fn−2(α); 1]. Нехай a =
min{fn−2(α), 1− fn−2(α)}, b = 1− a, c = α,
d = fn−1(α). Визначимо функцiю f насту-
пним чином:

f(x) =





f(α), 0 ≤ x < c,

2x, c ≤ x < a,

fn−1(α), a ≤ x < b,

2(1− x), b ≤ x < d,

α, d ≤ x ≤ 1.

(9)

За побудовою вiдображення f має цикл A
типу π1. Покажемо, що π2 ∈ Π також є ти-
пом деякого циклу вiдображення f . За умо-
вою теореми 2 для опуклих циклiчних пере-
становок π1 i π2 виконується спiввiдношення
π1 a π2, що еквiвалентно лiнiйнiй вкладе-
ностi носiїв вiдповiдних циклiв, тобто носiй
циклу типу π2 лежить у носiї циклу типу π1.

Нехай C = {γ, f(γ), ..., f
m−1

(γ)} – цикл
типу π2 вiдображення f . Використовуючи
зв’язок мiж вагою опуклої циклiчної пере-
становки та мiнiмальною точкою циклу, ти-
пом якого вона є, отримаємо, що мiнiмальна
точка циклу типу π1 менша мiнiмальної то-
чки циклу типу π2, тобто виконується нерiв-
нiсть α ≤ γ. Це спiввiдношення виконується
тодi i лише тодi, коли максимальна точка
циклу типу π1 бiльша максимальної точки
циклу типу π2, тобто виконується нерiвнiсть
f

n−1
(α) ≥ f

m−1
(γ).

Доведемо останню нерiвнiсть. Припусти-
мо, що це не так i має мiсце спiввiдношення
f

n−1
(α) < f

m−1
(γ). Оскiльки α – мiнiмаль-

на точка циклу перiоду n, то f
n
(α) = α.

Аналогiчно, оскiльки γ – мiнiмальна точка
циклу перiоду m, то f

m
(γ) = γ. Образи то-

чок α i γ належать монотонно не спаднiй гiл-
цi вiдображення f , а образи точок f

n−1
(α)

i f
m−1

(γ) – монотонно не зростаючiй гiлцi,
тому має мiсце нерiвнiсть α > γ. Таким чи-
ном ми прийшли до суперечностi, тобто з то-
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го, що мiнiмальна точка циклу типу π1 мен-
ша мiнiмальної точки циклу типу π2 випли-
ває, що максимальна точка циклу типу π1

бiльша максимальної точки циклу типу π2.
Твердження, якщо максимальна точка

циклу типу π1 бiльша максимальної точки
циклу типу π2, то мiнiмальна точка циклу
типу π1 менша мiнiмальної точки циклу
типу π2 доводиться аналогiчно.

Отже, C – це цикл типу π2 вiдображення
f , для точок якого виконуються нерiвностi
α ≤ f

i
(γ) ≤ f

n−1
(α), де 0 ≤ i ≤ m− 1.

Побудуємо орiєнтований граф накриття,
шо вiдповiдає циклу A вiдображення f . Для
цього позначимо точки циклу A символа-
ми α1, ..., αi, αi+1, ..., αn, де α1 < ... <
αi < αi+1 < ... < αn. Нехай f(αi) = αsi

,
де 1 ≤ si ≤ n, 1 ≤ i ≤ n. Тодi циклiчну
перестановку π1 можна записати наступним

чином: π =

(
1 2 ... n
s1 s2 ... sn

)
.

Оскiльки вiдображення f є неперервним,
то на iнтервалах Ji = [αi, αi+1], 1 ≤ i ≤ n−1,
вiдображення f , володiє властивiстю

f(Ji) ⊇
{

Jsi
∪ . . . ∪ Jsi+1−1, si < si+1,

Jsi+1
∪ . . . ∪ Jsi−1, si > si+1.

(10)
Поставимо у вiдповiднiсть циклу типу π1

вiдображення f орiєнтований граф накрит-
тя Gf

π1
з вершинами J1, J2, ..., Jn−1 i орiєнто-

ваними ребрами, що з’єднують вершини Ji

та Js, якщо f(Ji) ⊃ Js. Позначимо множину
вершин графа J = {J1, J2, ..., Jn−1}.

Використовуючи орiєнтований граф на-
криття Gf

π1
циклу типу π1 вiдображення f ,

побудуємо орiєнтований граф накриття ци-
клу типу π2 вiдображення f . Оскiльки носiй
циклу C вкладений у носiй циклу A, то се-
ред iнтервалiв Ji ∈ J , 1 ≤ i ≤ n − 1, iснує
такий iнтервал Ji∗1 ∈ J , 1 ≤ i∗1 ≤ m − 1, що
σπ2 ∈ Ji∗1 , тобто мiнiмальна точка γ циклу C
належить iнтервалу Ji∗1 .

Аналогiчно, для довiльної точки fk(γ)
циклу C, 1 ≤ k ≤ m − 1, iснує iнтервал
Ji∗k ∈ J , якому вона належить. Отже орiєн-
тованим графом накриття Gf

π2
циклу C типу

π2 є граф з вершинами Ji∗1 , Ji∗2 , ..., Ji∗m−1
i орi-

єнтованими ребрами Ji → Js, якi з’єднують
вершини Ji i Js, i, s ∈ {i∗1, i∗2, ..., i∗m−1},
якщо π2(i) = s.

Таким чином побудований граф Ji∗1 →
Ji∗2 → ... → Ji∗m−1

є орiєнтованим графом на-
криття Gf

π2
циклу C типу π2.

Позначимо тепер точки циклу B так:
β1, ..., βi, βi+1, ..., βn, де β1 < ... < βi <
βi+1 < ... < βn. Нехай î, де 1 ≤ î ≤ n − 1,
таке, що має мiсце рiвнiсть g(βî) = βn.

За функцiєю g побудуємо неперервну
функцiю g, що не спадає на iнтервалi [0; βî]
i не зростає на iнтервалi [βî; 1]. Покладемо
g(x) = g(β1), якщо x ∈ [0; β1],

g(x) =





min{g(βi+1), max
βi≤y≤x

g(y)}, 1 ≤ i < î,

max{g(βi+1), min
βi≤y≤x

g(y)}, î ≤ i < n,

(11)
якщо x ∈ [βi; βi+1], i g(x) = β1, якщо x ∈
[βn; 1].

За побудовою вiдображення g має цикл
B типу π1. Аналогiчно як для циклу A вiд-
ображення f , побудуємо орiєнтований граф
накриття Gg

π1
, що вiдповiдає циклу B ти-

пу π1 вiдображення g. Поставимо у вiдпо-
вiднiсть циклу B типу π1 вiдображення g
орiєнтований граф накриття Gg

π1
з верши-

нами I1, I2, ..., In−1 i орiєнтованими ребра-
ми, що з’єднують вершини Ij та Is, якщо
g(Ij) ⊃ Is. Позначимо множину вершин гра-
фа I = {I1, I2, ..., In−1}. Використовуючи
спiввiдношення вигляду (10) для вiдображе-
ння g, отримаємо, що вкладення g(Ij) ⊃ Is

має мiсце для всiх s таких, що π1(i) ≤ s ≤
π1(i+1)−1, якщо π1(i) < π1(i+1), i для всiх
s таких, що π1(i + 1) ≤ s ≤ π1(i) − 1, якщо
π1(i) > π1(i + 1).

Оскiльки аналогiчнi спiввiдношення ма-
ють мiсце i для орiєнтованих ребер вiдобра-
ження f , то графи Gf

π1
i Gg

π1
спiвпадають як

орiєнтованi графи накриття, що побудова-
нi для циклiв одного типу π1 унiмодальних
вiдображень.

З останньої властивостi випливає, що орi-
єнтованому графу накриття Gf

π2
циклу типу

π2 вiдображення f вiдповiдає орiєнтований
граф накриття Gg

π2
, вершинами якого є iн-

тервали з множини I, а ребра вiдповiдають
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ребрам Gf
π2
.

Для того, щоб довести, що вiдображен-
ня g має цикл типу π2, за графами Gf

π2
i

Gg
π2

побудуємо графи G
f

π2
i G

g

π2
i встановимо

взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж ними.
Нехай Ji∗ ∈ J , 1 ≤ i∗ ≤ n − 1, – iнтервал,
якому належить мiнiмальна точка циклу C,
тобто σ(π2) ∈ Ji∗ . Побудуємо m послiдовних
прообразiв цього iнтервалу на рiзних гiлках
монотонностi вiдображення f керуючись на-
ступним алгоритмом. Якщо a з (9) таке, що
a = fn−2(α), то iнтервал з J лiвим кiнцем
якого є точка a, вважатимемо таким, що вiд-
повiдає монотонно не зростаючiй гiлцi вiд-
ображення f , а якщо a = 1− fn−2(α), то iн-
тервал, лiвим кiнцем якого є точка a, вважа-
тимемо таким, що вiдповiдає монотонно не
спадаючiй гiлцi вiдображення f . Решта iн-
тервалiв вiдповiдають тiй гiлцi вiдображен-
ня f , якiй належить їх образ. Будуватимемо
m послiдовних прообразiв iнтервалу Ji∗ на-
ступним чином: першим прообразом iнтер-
валу Ji∗ оберемо iнтервал Jm−1, образ яко-
го належить тiй гiлцi вiдображення f , якiй
вiдповiдає iнтервал Ji∗m−1

. Прообразом iнтер-
валу Jm−1 оберемо iнтервал Jm−2 такий, що
його образ належить тiй же гiлцi вiдображе-
ння f , якiй вiдповiдає iнтервал Ji∗m−2

. Повто-
ривши цю процедуру m − 2 рази, на остан-
ньому кроцi оберемо прообразом iнтервалу
J2 iнтервал J1, образ якого належить тiй же
гiлцi вiдображення f , якiй вiдповiдає iнтер-
вал Ji∗1 . В результатi отримали m− 1 попар-
но неперетинних iнтервалiв J1, J2, ..., Jm−1,
якi оберемо вершинами графа G

f

π2
, орiєнто-

ванi ребра якого утворенi за правилом виду
(10). Таким чином побудований граф накри-
ває цикл C типу π2 вiдображення f , причо-
му так, що в кожному з iнтервалiв J1, J2, ...,
Jm−1 мiститься по однiй точцi циклу C.

Аналогiчно побудуємо граф G
g

π2
. Верши-

нами цього графа є взаємно неперетиннi iн-
тервали I1, I2, ..., Im−1, а ребра утворенi за
правилом виду(10). Алгоритм побудови iн-
тервалiв I1, I2, ..., Im−1 такий самий, як i ал-
горитм побудови iнтервалiв J1, J2, ..., Jm−1,
вiдмiнним є лише спосiб визначення гiлки

монотонностi вiдображення g, що вiдповiд-
ає iнтервалу, одним з кiнцiв якого є точка
gn−2(γ). Якщо точка gn−2(γ) є одним iз кiн-
цiв iнтервалу i цей iнтервал такий, що йо-
му належить точка x, для якої виконується
рiвнiсть g(x) = max

x∈[0; 1]
g(x), то цей iнтервал

вважатимемо таким, що вiдповiдає монотон-
но не спадаючiй гiлцi вiдображення g, якщо
x < gn−2(γ), i таким, що вiдповiдає моно-
тонно не зростаючiй гiлцi вiдображення g,
якщо x > gn−2(γ). За побудовою порядок
розташування iнтервалiв I1, I2, ..., Im−1 та-
кий самий, як порядок розташування iнтер-
валiв J1, J2, ..., Jm−1. Оскiльки G

f

π2
є гра-

фом накриття циклу типу π2 вiдображення
f , то G

g

π2
є графом накриття циклу типу π2

вiдображення g. Отже, вiдображення g має
цикл типу π2. З останнього випливає, що по-
чаткове вiдображення g має цикл типу π2.

Теорему 2 доведено.

5. Висновки. У статтi запропоновано
класифiкацiю циклiв одновимiрних непе-
рервних вiдображень вiдрiзка в себе за мо-
деллю типу циклу. Дано означення моделi
типу циклу та ваги опуклої циклiчної пе-
рестановки, якi використуються для опису
циклiв унiмодального опуклого вгору вiд-
ображення. На просторi опуклих циклiчних
перестановок описано вiдношення лiнiйно-
го порядку, що iндукується вагою опуклої
циклiчної перестановки. Основний резуль-
тат статтi про лiнiйний порядок (спiвiснува-
ння) циклiчних перестановок як типiв унi-
модальних циклiв неперервного вiдображе-
ння сформульовано у теоремi 2.
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