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ÓÌÎÂÈ ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍÎÑÒI ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ ÊÎÌÏÎÇÈÖI�,
ÏÎÐÎÄÆÅÍÈÕ ÀÂÒÎÌÎÐÔIÇÌÀÌÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎ� ÏËÎÙÈÍÈ

Ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi, îäåðæàíi
íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè åêâiâàëåòíîñòi îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨, ïîðîäæåíèõ

àâòîìîðôiçìàìè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Îïèñàíi òàêîæ êîìóòàíòè òàêèõ îïåðàòîðiâ.

Necessary and su�cient conditions for the equivalence of composition operators which
induced by automorphisms of the complex plane are received in the space of entire functions
endowed with the topology of compact convergence. The commutants of these operators are

also described.

Íåõàé H = H(C) � ïðîñòið öiëèõ ôóí-
êöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨
çáiæíîñòi. Êîæíà öiëà ôóíêöiÿ ϕ(z) ïîðî-
äæó¹ îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ Kϕ, ÿêèé ëiíiéíî
òà íåïåðåâíî äi¹ â ïðîñòîði H çà ïðàâèëîì:
(Kϕf)(z) = f(ϕ(z)), z ∈ C. Ðiçíi âëàñòèâîñòi
îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨ ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè-
÷íèõ â îäèíè÷íîìó êðóçi D = {z ∈ C : |z| <
1} ôóíêöié ç îáìåæåííÿìè íà ðiñò ¨õíüîãî
ìîäóëÿ (ïðîñòîðàõ Õàðäi, Áåðãìàíà, Äiði-
õëå) äîñëiäæóâàëèñÿ â ïðàöÿõ Å. Íîðäãðiíà
[1] òà Á. Êëîäà [2]; ìîíîãðàôiÿõ Ä. Øàïiðî
[3], Ð. Ñàéíãà òà Ä Ìåíõåñà [4], Ê. Êîóåíà
òà Á. Ìàêêëóåð [5]. Êîìóòàöiéíi âëàñòèâîñòi
îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨, ùî äiþòü ó ïðîñòîði
H(D) i ïîðîäæåíi äðîáîâî-ëiíiéíèìè àâòî-
ìîðôiçìàìè îäèíè÷íîãî êðóãà D âèâ÷åíi â
ïðàöÿõ [6]-[8]. Â öié ñòàòòi äîñëiäæåíi çàäà÷i,
àíàëîãi÷íi äî ðîçãëÿíóòèõ ó [8], äëÿ îïåðà-
òîðiâ êîìïîçèöi¨ ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié.

Äîáðå âiäîìî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä êîí-
ôîðìíèõ àâòîìîðôiçìiâ êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè íà ñåáå äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ: ϕ(z) =
az + b, äå a, b ∈ C, ïðè÷îìó a 6= 0 [9]. Êî-
æíå òàêå âiäîáðàæåííÿ ïîðîäæó¹ ó ïðîñòîði
H îïåðàòîð êîìïîçèöi¨ Ta,b, ùî äi¹ çà ïðàâè-
ëîì: (Ta,bf)(z) = f(az + b). Âèâ÷èìî äåÿêi
âëàñòèâîñòi öèõ îïåðàòîðiâ.

ßêùî a = 1, òî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð

T1,b = Eb, äå Eb � îïåðàòîð çñóâó, ùî äi¹ ó
ïðîñòîði H. Êîìóòàíò îïåðàòîðà Eb îïèñàíî
â [10].

ßêùî b = 0, òî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð
Ta,0 = La, äå La � îïåðàòîð ãîìîòåòi¨, ùî
äi¹ â H. Êîìóòàíò îïåðàòîðà La îïèñàíèé â
[10] i [11].

Äëÿ äîñëiäæåííÿ óìîâ åêâiâàëåíòíîñòi
äâîõ îïåðàòîðiâ âèäó Ta,b ó ïðîñòîði H íàì
áóäóòü ïîòðiáíèìè íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåð-
äæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé a ∈ C\{0, 1} i b ∈ C. Òîäi
îïåðàòîð Ta,b åêâiâàëåíòíèé ó ïðîñòîði H
äî îïåðàòîðà La.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ
ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî

Ta,bTa−1,b = Ta−1,bLa. (1)

Îñêiëüêè ïðè a 6= 1 îïåðàòîð Ta−1,b ¹ içî-
ìîðôiçìîì ïðîñòîðó H, òî ç (1) âèïëèâà¹
ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè 1.

Ëåìà 2. Íåõàé h1, h2 ∈ C. Äëÿ òîãî,
ùîá îïåðàòîðè Eh1 i Eh2 áóëè åêâiâàëåíòíè-
ìè ó ïðîñòîði H íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá h1h2 6= 0 àáî h1 = h2 = 0.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè íåîáõiäíiñòü óìîâ
ëåìè ¹ î÷åâèäíîþ, òî çóïèíèìîñÿ íà äîâå-
äåííi ¨õíüî¨ äîñòàòíîñòi. Âèïàäîê h1 = h2 =
0 ¹ òðèâiàëüíèì. Íåõàé h1h2 6= 0. Òîäi ïðè
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a = h1

h2
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü LaEh1 = Eh2La.

Îñêiëüêè îïåðàòîð La ¹ içîìîðôiçìîì ïðî-
ñòîðó H, òî ëåìà 2 ¹ äîâåäåíîþ.

ßêùî äâà îïåðàòîðè A òà B ¹ åêâiâà-
ëåòíèìè â ïðîñòîði H, òî ¨õíi òî÷êîâi ñïå-
êòðè (ìíîæèíè âëàñíèõ çíà÷åíü) σp(A) òà
σp(B) çáiãàþòüñÿ. Äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëà-
äó íàì áóäóòü ïîòðiáíi îïèñè òî÷êîâèõ ñïå-
êòðiâ ïðîñòiøèõ îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨.

Ëåìà 3. Äëÿ êîæíîãî a ∈ C \ {0}:
σp(La) = {an : n = 0, 1, . . .}.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ λ ∈ C ðiâíÿííÿ
(Laf)(z) = λf(z), äå f(z) =

∞∑
n=0

fnz
n ∈ H,

ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî
∞∑

n=0

fn(an − λ)zn = 0. (2)

ïðè z ∈ C. Ðiâíÿííÿ (2) ìà¹ íåíóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê f(z) =

∞∑
n=0

fnz
n ∈ H òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè iñíó¹ öiëå íåâiä'¹ìíå n, äëÿ ÿêîãî
an = λ.

Ëåìà 4. Äëÿ êîæíîãî h ∈ C \ {0}:
σp(Eh) = C \ {0}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ ∈ C \ {0}. Âèáåðå-
ìî k ∈ C òàêèì, ùîá ekh = λ i ïîêëàäåìî
ϕλ(z) = exp(kz). Òîäi (Ehϕλ)(z) = λϕλ(z),
z ∈ C.

Ëåìà 5. Ó ïðîñòîði öiëèõ ôóíêöié îïå-
ðàòîð ãîìîòåòi¨ La ¹ åêâiâàëíòíèì äî îïå-
ðàòîðà çñóâó Eh òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
a = 1 i h = 0.

Ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ ëåìè 5 âèïëè-
âà¹ ç ëåì 3 i 4.

Ëåìà 6. Íåõàé La1 åêâiâàëåíòíèé äî La2

â H äëÿ äåÿêèõ a1, a2 ∈ C \ {0}. Òîäi a1 = a2

àáî |a1| = |a2| = 1.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé La1 åêâiâàëåíòíèé äî

La2 â H. Òîäi çà ëåìîþ 2
{an

1 : n = 0, 1, . . .} = {an
2 : n = 0, 1, . . .}.

Ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü öiëi íå-
âiä'¹ìíi ÷èñëà n1 i n2 òàêi, ùî an1

1 = a2, an2
2 =

a1. ßêùî îäíå ç ÷èñåë n1 àáî n2 äîðiâíþ¹ íó-
ëåâi, òî a1 = a2 = 1. ßêùî n1 = n2 = 1, òî
a1 = a2. Íåõàé n1n2 ≥ 2. Òîäi |aj|n1n2 = |aj|,
j = 1, 2. Çíà÷èòü |aj| = 1, j = 1, 2.

Ëåìà 7. Íåõàé a1, a2 ∈ C, ïðè÷îìó |a1| =
|a2| = 1. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè La1 òà
La2 áóëè åêâiâàëåíòíèìè â H, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá a1 = a2 àáî ÷èñëà a1 òà a2

áóëè ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè ç îäèíèöi îäíîãî
i òîãî æ ñòåïåíÿ.

Öÿ ëåìà äîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ, ùî
i ëåìà 4 ç ðîáîòè [6]. Ïðè öüîìó ïîòðiáíî
âðàõóâàòè, ùî äëÿ ÷èñåë aj = eiαj , j = 1, 2,
óìîâà 1◦) ç ëåìè 4 [6] ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
a1 = a2, à óìîâà 2◦) � òîìó, ùî ÷èñëà a1

òà a2 ¹ ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè q-ãî ñòåïåíÿ ç
îäèíèöi.

Òåîðåìà. Íåõàé aj, bj ∈ C, ïðè÷îìó aj 6=
0, j = 1, 2. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîðè Ta1,b1

òà Ta2,b2 áóëè åêâiâàëåíòíèìè â ïðîñòîði
H íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ
îäíà ç óìîâ:
1) a1 = a2 = 1 i b1 = b2 = 0;
2) a1 = a2 = 1 i b1b2 6= 0;
3) a1 = a2 6= 1, b1, b2 ∈ C;
4) ÷èñëà a1 òà a2 áóëè ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè
ç îäèíèöi îäíîãî i òîãî æ ñòåïåíÿ n, n ≥ 2,
b1, b2 ∈ C.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïå-
ðàòîð Ta1,b1 ¹ åêâiâàëåíòíèì äî Ta2,b2 â ïðî-
ñòîði H. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.

à) aj 6= 1, j = 1, 2. Çà ëåìîþ 1, âíàñëiäîê
òðàíçèòèâíîñòi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi
îïåðàòîðiâ, îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð La1 ¹
åêâiâàëåíòíèì äî La2 . Òîäi çà ëåìàìè 6 i 7
âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ 3) àáî 4).

á) aj = 1, j = 1, 2. Â öüîìó âèïàäêó çà
ëåìîþ 2 âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 1) àáî 2).

â) a1 = 1, a2 6= 1. Òîäi Ta1,b1 = Eb1 , à çà
ëåìîþ 1 îïåðàòîð Ta2,b2 ¹ åêâiâàëåíòíèì äî
îïåðàòîðà La2 . Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü
òðàíçèòèâíîñòi äëÿ åêâiâàëåíòíèõ îïåðàòî-
ðiâ, îäåðæó¹ìî, ùî Eb1 åêâiâàëåíòíèé äî La2

â H. Îñêiëüêè a2 6= 1, òî çà ëåìîþ 5 âèïàäîê
â) ¹ íåìîæëèâèì.

ã) a2 = 1, a1 6= 1.Öåé âèïàäîê ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî.

Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ëåì
1, 2, 7.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ öiëî¨ ôóí-
êöi¨ ϕ(z) îïåðàòîð Kϕ áóäå içîìîðôiçìîì
ïðîñòîðó H òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ(z)
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¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ, áî â ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó ϕ(z) íå ¹ îäíîëèñòîþ â C. Òîìó,
ÿêùî äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ H îïåðàòîð Kϕ

¹ åêâiâàëåíòíèì â H äî ïåâíîãî îïåðàòîðà
âèäó Ta,b, òî ϕ(z) ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ, òîá-
òî Kϕ = Ta1,b1 äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë a1, b1 ∈ C.

Çàóâàæåííÿ 2. Çà ëåìîþ 1 êîæåí ç îïå-
ðàòîðiâ âèäó Ta,b (a, b ∈ C, a 6= 0) çâîäè-
òüñÿ äî îïåðàòîðà çñóâó Eb ó âèïàäêó a = 1
àáî ¹ åêâiâàëåíòíèì äî îïåðàòîðà ãîìîòå-
òi¨ La, ÿêùî a 6= 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñè
êîìóòàíòiâ îïåðàòîðiâ çñóâó òà ãîìîòå-
òi¨ â ïðîñòîði H, ùî îäåðæàíi â [10], [11]
òà ëåìó 1 ç [6], ëåãêî îäåðæàòè îïèñ êîìó-
òàíòà äîâiëüíîãî îïåðàòîðà êîìïîçèöi¨ Ta,b

ó ïðîñòîði H.
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