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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÇÀÑÒÎÑÎÂÍIÑÒÜ IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ
ÏÎÐßÄÊÓ ÄÎ ÄÅßÊÈÕ ÊËÀÑIÂ ÖIËÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Äîñëiäæåíi êðèòåði¨ çàñòîñîâíîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi
çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ïðîñòîðó [ρ, σ].

Criteria of pointwise applicability for integral operators of in�nite order with variable factors
to the space [ρ, σ] are investigated.

Â ðîáîòi [1] äîñëiäæåíi êðèòåði¨ ïîòî÷êî-
âî¨ çàñòîñîâíîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi-
¹íòàìè äî ïðîñòîðó [ρ, σ]. Ó öié ñòàòòi âè-
â÷àþòüñÿ óìîâè çàñòîñîâíîñòi iíòåãðàëüíèõ
îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çi çìiííè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè äî ïðîñòîðó [ρ, σ] çà òî-
ïîëîãi¹þ öüîãî ïðîñòîðó. Iñòîðè÷íèé îãëÿä
òàêèõ çàäà÷ íàâåäåíèé â [1] òà [2]. Îñêiëüêè
öÿ ñòàòòÿ ¹ ïðîäîâæåííÿì [1], òî íàäàëi ìè
áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîíÿòòÿ òà äîïîìi-
æíi òâåðäæåííÿ ç [1].

Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
(αn)∞n=0 òàêà, ùî âiäïîâiäíèé îïåðàòîð óçà-
ãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Jα ëiíiéíî i íåïå-
ðåðâíî äi¹ â ïðîñòîði [ρ, σ], à (ψn(z))∞n=0 �
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ç ïðîñòîðó [ρ, 0]. Òî-
äi iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó

∞∑
n=0

ψn(z)(J n
α f)(z) (1)

íàçèâà¹òüñÿ çàñòîñîâíèì äî ïðîñòîðó [ρ, σ]
â ïðîñòið [ρ, σ], ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨
f ∈ [ρ, σ] ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ
ïðîñòîðó [ρ, σ].

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè íàì áóäå
ïîòðiáíå äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g(z) ç
ïðîñòîðó [ρ, σ] i äîâiëüíîãî öiëîãî íåâiä'¹ì-
íîãî p ïðè 0 < ε < ε′ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

||g(z)zp||ε′ ≤ A(ε, ε′)
(

σ + ε

σ + ε′

) p
ρ

||g(z)zp||ε,

äå A(ε, ε′) =
∞∑

k=0

(
σ+ε
σ+ε′

) k
ρ .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé g(z) =
∞∑

k=0

gkz
k ∈

[ρ, σ]. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3 ç [1],
îäåðæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî íåâiä'-
¹ìíîãî p

||g(z)zp||ε′ = ||
∞∑

k=0

gkz
p+k||ε′ ≤

≤
∞∑

k=0

|gk|||zp+k||ε′ ≤

≤
∞∑

k=0

||g(z)zp||ε ||z
p+k||ε′

||zp+k||ε =

=
∞∑

k=0

||g(z)zp||ε
(

σ + ε

σ + ε′

) p+k
ρ

=

= A(ε, ε′)
(

σ + ε

σ + ε′

) p
ρ

||g(z)zp||ε.
Ëåìó 1 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 1. Äëÿ çàñòîñîâíîñòi iíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
(1) äî ïðîñòîðó [ρ, σ] â ïðîñòið [ρ, σ] íåîáõi-
äíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

∀ε > 0 ∃ε1 > 0 ∃C > 0 ∀n, k ≥ 0
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∣∣∣∣
αn+k

αk

∣∣∣∣ ||ψn(z)zk+n||ε ≤ C||zk||ε1 . (2)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Äîïóñòèìî,
ùî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó (1) çàñòîñîâíèé äî ïðîñòîðó [ρ, σ] ó
ïðîñòið [ρ, σ]. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈
[ρ, σ] ðÿä (1) çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ ïðî-
ñòîðó [ρ, σ]. Òîäi, òèì áiëüøå, ïîñëiäîâíiñòü
(ψn(z)(J n

α f)(z))∞n=0 ¹ îáìåæåíîþ â [ρ, σ] äëÿ
êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ [ρ, σ]. Ðîç-
ãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïðåðâíèõ
îïåðàòîðiâ (Tn)∞n=0, Tn : [ρ, σ] → [ρ, σ],

(Tnf)(z) = ψn(z)(J n
α f)(z), n = 0, 1, . . . .

Iç äîâåäåíîãî ðàíiøå âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâ-
íiñòü îïåðàòîðiâ (Tn)∞n=0 ¹ ïîòî÷êîâî îáìå-
æåíîþ. Îñêiëüêè [ρ, σ] ¹ ïðîñòîðîì Ôðåøå,
òî çà òåîðåìîþ Áàíàõà-Øòåéíãàóçà öÿ ïî-
ñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ ¹ îäíîñòàéíî íåïå-
ðåðâíîþ, òîáòî
∀ε > 0 ∃ε1 > 0 ∃C > 0 ∀f ∈ [ρ, σ] ∀n = 0, 1, . . . ,

||ψn(z)(J n
α f)(z)||ε ≤ C||f ||ε1 .

Ç öi¹¨ óìîâè ïðè f(z) = zk, k = 0, 1, . . . , îäåð-
æó¹ìî (2).

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâà (2) âèêîíó-
¹òüñÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ f(z) =
∞∑

n=0

fnzn ç ïðîñòîðó [ρ, σ] i ïîêàæåìî, ùî ðÿä
(1) çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó [ρ, σ].
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε′ > 0 i âiçüìåìî ε òà-
êèì, ùîá 0 < ε < ε′. Íåõàé ε1 > 0 i C > 0
âèáðàíi äëÿ ε > 0 çãiäíî óìîâè (2). Îöiíèìî
íîðìó çàãàëüíîãî ÷ëåíà ðÿäó (1).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3 ç [1] i ëåìó 1 ìà-
òèìåìî, ùî ïðè n = 0, 1, . . .

||ψn(z)(J n
α f)(z)||ε′ ≤

≤
∞∑

k=0

|fk|
∣∣∣∣
αk+n

αk

∣∣∣∣ ||ψn(z)zk+n||ε′ ≤

≤ A

∞∑

k=0

∣∣∣∣
fkαk+n

αk

∣∣∣∣ ||ψn(z)zk+n||ε
(

σ + ε

σ + ε′

) k+n
ρ

≤

≤ CA

(
σ + ε

σ + ε′

)n
ρ

∞∑

k=0

|fk|||zk||ε1

(
σ + ε

σ + ε′

) k
ρ

≤

≤ CA

(
σ + ε

σ + ε′

)n
ρ

||f ||ε1

∞∑

k=0

(
σ + ε

σ + ε′

) k
ρ

=

= CA2||f ||ε1

(
σ + ε

σ + ε′

)n
ρ

,

äå A = A(ε, ε′) (äèâ. ëåìó 1).
Òàêèì ÷èíîì, ïðè n = 0, 1, . . .

||ψn(z)(J n
α f)(z)||ε′ ≤ C1

(
σ + ε

σ + ε′

)n
ρ

,

äå C1 = C[A(ε, ε′)]2||f ||ε1 . Òîìó ÷èñëîâèé
ðÿä

∞∑
n=0

||ψn(z)(J n
α f)(z)||ε′ (3)

çáiãà¹òüñÿ. Â ñèëó äîâiëüíîñòi ε′ i ïîâíîòè
ïðîñòîðó [ρ, σ] iç çáiæíîñòi ðÿäó (3) âèïëè-
âà¹ çáiæíiñòü ðÿäó (1) çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòî-
ðó [ρ, σ]. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Ïîäàëüøå âèâ÷åííÿ óìîâ çàñòîñîâíîñòi
iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó (1) äî ïðîñòîðó [ρ, σ] ïîâ'ÿçàíå ç êîí-
êðåòèçàöi¹þ óìîâè (2). Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê
iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó âiäíîñíî çâè÷àéíîãî iíòåãðóâàííÿ çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Òåîðåìà 2. Äëÿ çàñòîñîâíîñòi iíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

∞∑
n=0

cn(J nf)(z) (4)

äî ïðîñòîðó [1, σ] â ïðîñòið [1, σ] íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü (cn)∞n=0 çà-
äîâîëüíÿëà óìîâó

lim
n→∞

n
√
|cn| ≤ σ. (5)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé iíòå-
ãðàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
(4) çàñòîñîâíèé äî ïðîñòîðó [1, σ] â ïðîñòið
[1, σ]. Òîäi çà òåîðåìîþ 1 âèêîíó¹òüñÿ óìî-
âà (2), ÿêà ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî αn = 1

n!
,

ψn(z) ≡ cn, n = 0, 1, . . ., íàáóâà¹ âèãëÿäó

∀ε > 0 ∃ε1 > 0 ∃C > 0 ∀n, k = 0, 1, . . .
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|cn| k!

(n + k)!
||zk+n||ε ≤ C||zk||ε1 . (6)

Ïîêëàäàþ÷è â (6) k = 0, îäåðæèìî, ùî

∀ε > 0 ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . .

|cn| ≤ C
n!

||zn||ε .

Ç îñòàííüî¨ óìîâè âèïëèâà¹, ùî

∀ε > 0 lim
n→∞

n
√
|cn| ≤ σ + ε,

i óìîâà (5) âèêîíó¹òüñÿ.
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé (5) âèêîíó¹òüñÿ. Çà-

ôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i âèáåðåìî ε1 òàêèì,
ùîá 0 < ε1 < ε. Íåõàé η � íàñòiëüêè ìàëå
äîäàòíå ÷èñëî, ùî η < e i e+η

e−η
· ε1+σ

ε+σ
< 1.

Îñêiëüêè lim
n→∞

n
n√

n!
= e, òî äëÿ âèáðàíîãî η

iñíóþòü ñòàëi C1 i C2 òàêi, ùî

C1(e−η)n ≤ nn

n!
≤ C2(e+η)n ïðè n = 0, 1, . . . .

Ç (5) âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

n
√
|cn| < σ + ε1 = lim

n→∞
n

√
n!

||zn||ε1

.

Òîìó iñíó¹ ñòàëà C3 > 0 òàêà, ùî

|cn| ≤ C3
n!

||zn||ε1

, n = 0, 1, . . . .

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi íåðiâíîñòi, îäåðæèìî,
ùî ïðè n, k = 0, 1, . . .

|cn| k!

(n + k)!
||zk+n||ε ≤

≤ C3
k!n!

(k + n)!

||zk+n||ε
||zk+n||ε1

||zk+n||ε1

||zn||ε1

≤

≤ C3
k!n!

(k + n)!

(
σ + ε1

σ + ε

)n+k ||zk+n||ε1||zk||ε1

||zn||ε1||zk||ε1

≤

≤ C3
k!n!

(k + n)!

(
σ + ε1

σ + ε

)n+k
(k + n)k+n

nnkk
||zk||ε1 ≤

≤ C3C2

C2
1

(
e + η

e− η

)n+k (
σ + ε1

σ + ε

)n+k

||zk||ε1 ≤

≤ C3C2

C2
1

||zk||ε1 .

Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (6) âèêîíó¹òüñÿ i çà òå-
îðåìîþ 1 iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð íåñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó (4) çàñòîñîâíèé äî ïðîñòîðó
[1, σ] â ïðîñòið [1, σ]. Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.

×åðåç AR ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ àíàëiòè-
÷íèõ ó êðóçi |z| < R ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé
òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi. Òîïîëîãiÿ
íà ïðîñòîði AR çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ íîðì
{|| · ||r : 0 < r < R}, äå ||f ||r = max

|z|≤r
|f(z)|.

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî
iíòåãðóâàííÿ Jα ëiíiéíî i íåïåðåðâíî äi¹ ó
ïðîñòîði [ρ, σ], à (ψn(z))∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié ç ïðîñòîðó AR. Iíòåãðàëüíèé îïå-
ðàòîð íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (1) ¹ çàñòîñîâ-
íèì äî ïðîñòîðó [ρ, σ] ó ïðîñòið AR, ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈ [ρ, σ] ðÿä (1) çái-
ãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó AR.

Òåîðåìà 3. Äëÿ çàñòîñîâíîñòi iíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
(1) äî ïðîñòîðó [ρ, σ] ó ïðîñòið AR íåîáõi-
äíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

∀r < R ∃ε > 0 ∃C > 0 ∀n, k ≥ 0
∣∣∣∣
αn+k

αk

∣∣∣∣ ||ψn||rrk+n ≤ C||zk||ε. (7)

Öÿ òåîðåìà äîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ,
ùî i òåîðåìà 1.

Íàñëiäîê. Íåõàé (cn) � ïîñëiäîâíiñòü
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äëÿ çàñòîñîâíîñòi ií-
òåãðàëüíîãî îïåðàòîðà íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó (4) äî ïðîñòîðó [ρ, σ] â ïðîñòið AR

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñÿ

óìîâà lim
n→∞

n

√
|cn|
n!

≤ 1

R
.
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