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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÍÀÐIÇÍÎ ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍI ÔÓÍÊÖI�
Äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí X1, . . . , Xn äåÿêîãî ïîëÿ K äëÿ òîãî, ùîá êîæíà

íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X1 × · · · × Xn → K áóëà ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá ñåðåä ìíîæèí X1, . . . , Xn áóëà ùîíàéáiëüøå îäíà çëi÷åííà
ìíîæèíà.

We prove that for some sets X1, . . . , Xn of a �eld K every separately polynomial function
f : X1 × · · · ×Xn → K is jointly polynomial if and only if among the sets X1, . . . , Xn there exist
at most one countable set.

1. Â òåîði¨ ôóíêöié ¹ äîáðå âiäîìèé ÷óäî-
âèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìà¹ íàçâó òåîðåìà Ãàð-
òî ñà [1; 2, c. 41]: êîæíà íàðiçíî àíàëiòè÷íà
ôóíêöiÿ w = f(z1, . . . , zn), ùî çàäàíà â äå-
ÿêié îáëàñòi ïðîñòîðó Cn, ¹ àíàëiòè÷íîþ çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Òåîðåìà Ãàðòî ñà ðîç-
âèâàëàñÿ ó ïðàöÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ ÕÕ
ñòîëiòòÿ (äèâ. îãëÿä [3]), à ¨¨ ïîïåðåäíi ñëàá-
øi âåðñi¨ ïîäàâ Â.Îñ óä [4, 5]. Öiêàâî çàçíà-
÷èòè, ùî äëÿ äiéñíèõ ñêàëÿðiâ àíàëîãi÷íå
òâåðäæåííÿ íåïðàâèëüíå: ïðèêëàä � êëàñè-
÷íà ôóíêöiÿ Øâàðöà sp(x, y) =

2xy

x2 + y2
ïðè

(x, y) 6= (0, 0) i sp(0, 0) = 0.
Ó òåîðåìè Ãàðòî ñà ¹ àëãåáðà¨÷íèé àíà-

ëîã [6, çàäà÷à 3.80]: êîæíà íàðiçíî ïîëiíî-
ìiàëüíà ôóíêöiÿ f : R2 → R ¹ ïîëiíîìîì
çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Òàêèé ñàìèé ðåçóëü-
òàò ñïðàâåäëèâèé i äëÿ êîìïëåêñíèõ ñêàëÿ-
ðiâ. Öþ òåîðåìó, ïåâíî ùî, ñëiä âiäíåñòè
äî îáëàñòi ìàòåìàòè÷íîãî ôîëüêëîðó, ïðè-
íàéìíi íàì íåâiäîìî, äå îïóáëiêîâàíî ¨¨ äî-
âåäåííÿ. Òå ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i 3.80, ùî éî-
ãî çíàéøîâ äðóãèé ç ñïiâàâòîðiâ ó äàëåêîìó
1979 ðîöi, ñïèðàëîñÿ íà òåîðåìó Áåðà ïðî
êàòåãîðiþ. Äóìà¹òüñÿ, ùî ñàìå òàêèé ïiäõiä
ìàëè íà óâàçi àâòîðè çáiðíèêà [6], áî çàäà÷à
3.80 éäå ÿêðàç ñåðåä òèõ çàäà÷, ÿêi ðîçâ'ÿ-
çóþòüñÿ êàòåòåãîðíèì ìåòîäîì.

Ó çâ'ÿçêó ç íàâåäåíèì àëãåáðà¨÷íèì àíà-
ëîãîì òåîðåìè Ãàðòî ñà ïðèðîäíî âèíèêëè
i çàãàëüíiøi ïèòàííÿ. Íåõàé K � öå ïîëå R
âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë àáî ïîëå C âñiõ êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë i X òà Y � äîâiëüíi ïiäìíîæèíè
K. Ïèòà¹òüñÿ, ïðè ÿêèõ óìîâàõ íà ìíîæèíè
X i Y êîæíà íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ
f : X ×Y → K áóäå ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêó-
ïíiñòþ çìiííèõ? Áiëüøå òîãî, ùî ìîæíà ñêà-
çàòè ïðî ñóêóïíó ïîëiíîìiàëüíiñòü íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié f : X1×· · ·×Xn → K
âiä n ÷èñëîâèõ çìiííèõ?

Äîñëiäæåííþ öèõ ïèòàíü i ïðèñâÿ÷åíà
äàíà ïðàöÿ. Ó ïðîöåñi ¨õ äîñëiäæåííÿ ç'ÿñó-
âàëîñÿ, ùî âîíè ìàþòü ÷èñòî àëãåáðà¨÷íó òà
òåîðåòèêî-ìíîæèííó ïðèðîäó i íå ïîòðåáó-
þòü äëÿ ñâîãî âèðiøåííÿ òîïîëîãi÷íèõ ïî-
íÿòü. �õ ìè ñòàâèìî äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ K
i çàìiñòü òåîðåìè Áåðà ïðî êàòåãîðiþ âè-
êîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíèé åëåìåíòàðíèé ðå-
çóëüòàò ç òåîði¨ ìíîæèí: îá'¹äíàííÿ ïîñëi-
äîâíîñòi íå áiëüø, íiæ çëi÷åííèõ, ìíîæèí
¹ íå áiëüø, íiæ çëi÷åííîþ, ìíîæèíîþ. Ìè
âñòàíîâëþ¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ïîëÿ K i
áóäü-ÿêèõ ìíîæèí X, Y ⊆ K êîæíà íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → K áóäå
ïîëiíîìiàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õî÷à
á îäíà ç ìíîæèí X ÷è Y ¹ ñêií÷åííîþ àáî
íåçëi÷åííîþ. Iíàêøå êàæó÷è: äëÿ òîãî ùîá
iñíóâàëà íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f :
X × Y → K, ÿêà íå ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá îáèäâi ìíîæèíè X i Y áóëè çëi÷åí-
íèìè. Ìè óçàãàëüíþ¹ìî öåé ðåçóëüòàò, äî-
âiâøè, ùî íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ
iñíóâàííÿ íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíî¨ ôóíêöi¨ f :
X1 × · · · × Xn → K, ÿêà íå ¹ ïîëiíîìiàëü-

66 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2008. Âèïóñê 374. Ìàòåìàòèêà.



íîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, ¹ íàÿâíiñòü ñå-
ðåä ìíîæèí X1, . . . , Xn õî÷à á äâîõ çëi÷åí-
íèõ Xk òà Xj. Îñíîâíèìè àëãåáðà¨÷íèìè çà-
ñîáàìè ïðè öüîìó âèñòóïàþòü âèçíà÷íèêè
Âàíäåðìîíäà i ìíîãî÷ëåíè Ëà ðàíæà. Äà-
ëi, ó òîìó âèïàäêó, êîëè K = K, ìè áóäó¹-
ìî ïðèêëàäè íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíèõ i ðîç-
ðèâíèõ ôóíêöié, çîêðåìà, ïðèêëàä íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíî¨ i ñêðiçü ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f :
Q2 → Q.

Ïîïåðåäíi âåðñi¨ ðåçóëüòàòiâ öi¹¨ ñòàòòi
áóëè àíîíñîâàíi â òåçàõ [7 � 9].

2. Íåõàé K � äîâiëüíå ïîëå [10, c. 276;
11, c. 7]. Ïîëiíîì àáî ìíîãî÷ëåí íà K � öå
ôóíêöiÿ p: K → K, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) = a0 + a1x + · · · + anxn =
n∑

k=0

akx
k, äå

êîåôiöi¹íòè ak ïðè k = 0, 1, . . . , n íàëåæàòü
äî ïîëÿ K.

Â àëãåáði ïiä ìíîãî÷ëåíîì âiä îäíi¹¨ çìií-
íî¨ íàä ïîëåì K ðîçóìiþòü ôîðìàëüíó ñóìó

p(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n =

n∑

k=0

akx
k ç êî-

åôiöi¹íòàìè ak ç K, ÿêà ïîðîäæó¹ ôóíêöiþ

x 7→
n∑

k=0

akx
k íà K. ßêùî ïîëå K íåñêií÷åí-

íå, òî âiäïîâiäíiñòü ìiæ ôîðìàëüíèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè i ïîðîäæóâàíèìè íèìè ôóíêöiÿ-
ìè ¹ ái¹êòèâíîþ (äèâ. äàëi ëåìó 2), äëÿ ñêií-
÷åííîãî æ ïîëÿ öå âæå íå òàê.

ßêùî æ an 6= 0, òî ÷èñëî n íàçèâà¹òüñÿ
ñòåïåíåì ôîðìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) =
n∑

k=0

akx
k i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç deg p(x).

Äëÿ ïîëiíîìà p: K → K (ÿê ôóíêöi¨)
ìè áóäåìî ïèñàòè deg p = n ÷è deg p ≤ n,
ÿêùî öåé ïîëiíîì ïîðîäæó¹òüñÿ ôîðìàëü-
íèì ìíîãî÷ëåíîì, ñòåïiíü ÿêîãî = n ÷è ≤ n.
Òå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i ìíîãî÷ëåíiâ âiä áàãà-
òüîõ çìiííèõ, ÿêi ââîäÿòüñÿ íèæ÷å.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ïiäìíîæèíó X ïîëÿ
K . Ôóíêöiþ f : X → K ìè íàçèâà¹ìî ïî-
ëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì p:
K → K, ùî f(x) = p(x) íà X, òîáòî f = p|X .

Íåõàé x1, . . . , xn � ðiçíi åëåìåíòè ç K,
à c1, . . . , cn � äîâiëüíi åëåìåíòè ç K. Äëÿ

êîæíîãî k = 1, . . . , n ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì
ϕk(x) =

=
(x− x1). . .(x− xk−1)(x− xk+1). . .(x− xn)

(xk − x1). . .(xk − xk−1)(xk − xk+1). . .(xk − xn)
.

Çðîçóìiëî, ùî ϕk(xk) = 1 i ϕk(xj) = 0 ïðè
j 6= k, ïðè öüîìó deg ϕk = n− 1. Ïîêëàäåìî

p(x) =
n∑

k=1

ckϕk(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ K. ßñíî, ùî p ¹ ïîëiíî-
ìîì íà K, ïðè÷îìó p(xk) = ck äëÿ êîæíîãî
k = 1, . . . , n i deg p ≤ n − 1. Ôóíêöiÿ p � öå
êëàñè÷íèé iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí Ëà-
 ðàíæà [10, c. 158], ïîáóäîâàíèé çà âóçëàìè
(x1, c1), . . . , (xn, cn).

ßêùî X = {x1, . . . , xn} � ñêií÷åííà ìíî-
æèíà, äå xk 6= xj ïðè k 6= j, i f : X → K �
äîâiëüíà ôóíêöiÿ, òî äëÿ iíòåðïîëÿöiéíîãî
ìíîãî÷ëåíà Ëà ðàíæà

p(x) =
n∑

k=1

f(xk)ϕk(x)

áóäåìî ìàòè, ùî p|X = f . Òàêèì ÷èíîì, ìè
áà÷èìî, ùî äëÿ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè X â K
êîæíà ôóíêöiÿ f : X → K ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ.

Äëÿ ïîäàëüøîãî íàì ïîòðiáíî áóäå îäíå
óòî÷íåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó.

Ëåìà 1. Íåõàé x1, . . . , xn � ðiçíi òî÷êè
ç ïîëÿ K, c1, . . . , cn � äîâiëüíi åëåìåíòè ç
K. Òîäi iñíó¹ ïîëiíîì p: K → K, òàêèé, ùî
p(xk) = ck ïðè k = 1, . . . , n i deg p = n.

Äîâåäåííÿ. Äîñèòü ïîêëàñòè p(x) =

q(x) + r(x), äå q(x) =
n∑

k=1

ckϕk(x) � âiäïî-

âiäíèé ìíîãî÷ëåí Ëà ðàíæà, à r(x) = (x −
x1) . . . (x− xn).

3. Íåõàé x1, . . . , xn � äîâiëüíi åëåìåíòè
ç ïîëÿ K. Íàì ïîòðiáíà áóäå ôîðìóëà äëÿ
âèçíà÷íèêà Âàíäåðìîíäà [11, c. 114] (äèâ. òà-
êîæ [10, c. 50], äå ðîçãëÿíóòèé âèçíà÷íèê
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi):

∆(x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 . . . xn−1

1

1 x2 x2
2 . . . xn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=
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=
∏

1≤k<j≤n

(xj − xk).

Ç öi¹¨ ôîðìóëè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî äëÿ
ðiçíèõ åëåìåíòiâ x1, . . . , xn îáîâ'ÿçêîâî
∆(x1, . . . , xn) 6= 0.

Ëåìà 2. Íåõàé p(x) =
n∑

k=0

akx
k � ïîëiíîì

íà K i x0, x1, . . . , xn � ðiçíi åëåìåíòè ç K.
Òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè λk,j ç K, ÿêi
çàëåæàòü òiëüêè âiä x0, x1, . . . , xn, ùî

ak =
n∑

j=0

λk,jp(xj)

ïðè k = 0, 1, . . . , n.
Äîâåäåííÿ. Ïîäèâèìîñÿ íà ðiâíîñòi

n∑

k=0

akx
k
j = p(xj)

ïðè j = 0, 1, . . . , n, ÿê íà ñèñòåìó n + 1 ëi-
íiéíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè a0, a1, . . . , an.
Âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè � öå âèçíà÷íèê Âàí-
äåðìîíäà

∆ = ∆(x0, x1, . . . , xn) =

=

∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 . . . xn

0

. . . . . . . . . . . . . . .
1 xn x2

n . . . xn
n

∣∣∣∣∣∣
,

ÿêèé âiäìiííèé âiä íóëÿ, áî åëåìåíòè xj ði-
çíi. Òîìó çà ïðàâèëîì Êðàìåðà [11, c. 121]
çíàõîäèìî

ak =
∆k

∆
,

äå
∆k =

=

∣∣∣∣∣∣
1 x0 . . . xk−1

0 p(x0) xk+1
0 . . . xn

0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1 xn . . . xk−1

n p(xn) xk+1
n . . . xn

n

∣∣∣∣∣∣
.

Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê ∆k çà åëåìåíòàìè
k-ãî ñòîâï÷èêà [11, c. 106] i äiëÿ÷è âiäïîâiäíi
àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ íà ∆, ìè îòðèìà¹ìî
ïîòðiáíi åëåìåíòè λk,j. Ïiäêðåñëèìî, ùî âî-
íè çàëåæàòü òiëüêè âiä åëåìåíòiâ x0, x1, . . . ,
xn.

Ëåìà 3. Íåõàé X � íåñêií÷åííà ïiäìíî-
æèíà ïîëÿ K i f : X → K � ïîëiíîìiàëü-
íà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì p:
K → K òàêèé, ùî p|X = f .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ïîëiíî-
ìiàëüíà, òî iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì p íà K, ùî
p|X = f . Íåõàé deg p = n. Ç íåñêií÷åííî¨
ìíîæèíè X ìîæíà âèáðàòè n + 1 åëåìåíò
x0, x1, . . . , xn. ßñíî, ùî p(xj) = f(xj) ïðè
j = 0, 1, . . . , n. Ç ëåìè 2 âèïëèâà¹, ùî êîåôi-
öi¹íòè ak ïîëiíîìà p îäíîçíà÷íî âèðàæàþ-
òüñÿ ÷åðåç ÷èñëà f(xj) çà ôîðìóëàìè

ak =
n∑

j=0

λk,jf(xj).

Òàêèì ÷èíîì, ìíîãî÷ëåí p îäíîçíà÷íî âiä-
íîâëþ¹òüñÿ çà ôóíêöi¹þ f .

Ëåìà 4. Íåõàé fi: X → K ïðè i = 1, 2 �
äâi ïîëiíîìiàëüíi ôóíêöi¨ íà ìíîæèíi X ó
ïîëi K, òàêi, ùî f1|A = f2|A äëÿ äåÿêî¨ íå-
ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè A ìíîæèíè X. Òî-
äi f1 = f2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f = f1|A = f2|A. Ôóí-
êöiÿ f , çðîçóìiëî, ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ. Òîìó ç
ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì p:
K → K, òàêèé, ùî p|A = f . Îñêiëüêè ôóí-
êöi¨ fi ïîëiíîìiàëüíi, òî iñíóþòü òàêi ïîëi-
íîìè pi íà K, ùî fi = pi|X ïðè i = 1, 2. Òîäi

p1|A = f1|A = f = f2|A = p2|A.

Ç ¹äèíîñòi p íåãàéíî îòðèìó¹ìî, ùî p1 = p =
p2. À òîäi i f1 = p|X = f2.

4. Ðîçãëÿíåìî äåêàðòiâ êâàäðàò

K2 = {(x, y) : x ∈ K, y ∈ Y }
îñíîâíîãî ïîëÿ K. Ïîëiíîì àáî ìíîãî÷ëåí
íà K2 � öå ôóíêöiÿ p: K2 → K, ÿêà çà-

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ p(x, y) =
n∑

k,j=0

ak,jx
kyj, äå

êîåôiöi¹íòè ak,j íàëåæàòü äî K.
Íåõàé E ⊆ K2. Ôóíêöiÿ f : E → K íà-

çèâà¹òüñÿ ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
ïîëiíîì p: K2 → K, ùî p|E = f . Äëÿ òî÷êè
(x, y) ∈ E ìè ïîêëàäåìî fx(y) = fy(x) =
f(x, y). Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî âåðòèêàëüíi
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i ãîðèçîíòàëüíi ðîçðiçè ìíîæèíè E, òîáòî
ìíîæèíè

Ex = {y ∈ K : (x, y) ∈ E}
i

Ey = {x ∈ K : (x, y) ∈ E},
ÿêi âèçíà÷åíi äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ K i y ∈ K.
Ïîçíà÷èìî òàêîæ X = pr1(E) i Y = pr2(E),
äå pr1(x, y) = x i pr2(x, y) = y. Ôóíêöiþ
f : E → K ìè íàçèâà¹ìî íàðiçíî ïîëiíîìi-
àëüíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ôóíêöiÿ
fx: Ex → K i äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ôóíêöiÿ
fy: Ey → K ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè, ÿê ôóíêöi¨
îäíi¹¨ çìiííî¨, ùî ïðîáiãà¹ âiäïîâiäíó ïiä-
ìíîæèíó ïîëÿ K. Ùîá ïiäêðåñëèòè ðiçíè-
öþ ìiæ ââåäåíèìè ïîíÿòòÿìè, ïîëiíîìiàëü-
íi ôóíêöi¨ íàçèâàþòü ùå ñóêóïíî ïîëiíîìi-
àëüíèìè àáî ïîëiíîìiàëüíèìè çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ñóêóïíî ïîëiíîìi-
àëüíà ôóíêöiÿ f : E → K ¹ i íàðiçíî ïîëi-
íîìiàëüíîþ. Ìè áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïèòà-
ííÿ, êîëè ñïðàâåäëèâà îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ.
Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ ëèøå òîé âè-
ïàäîê, êîëè E = X × Y , äå X,Y ⊆ K.

Îäðàçó æ çàóâàæèìî, ùî êîëè ìíîæèíà
X ñêií÷åííà, òî êîæíà ôóíêöiÿ f : X ×Y →
K, ó ÿêî¨ âñi âåðòèêàëüíi ðîçðiçè fx: Y →
K ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè (à öå òå ñàìå, ùî é
äîâiëüíà íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f :
X×Y → K) ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ. Ñïðàâäi, ÿêùî X = {x1, . . . , xn}, äå
xk 6= xj ïðè k 6= j, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ K ìè
ìîæåìî ðîçãëÿíóòè ìíîãî÷ëåí Ëà ðàíæà

p(x, y) =
n∑

k=1

ϕk(x)ψk(y)

ïîáóäîâàíèé çà âóçëàìè (x1, ψ1(y)), . . . ,
(xn, ψn(y)), äå ψk: K → k � òàêi ïîëiíîìè,
ùî ψk|Y = fxk ïðè k = 1, . . . , n. Çðîçóìiëî,
ùî p � öå ïîëiíîì íà K2, ïðè÷îìó p|X×Y = f .
Òå æ ñàìå áóäå ñïîñòåðiãàòèñÿ i ó âèïàäêó,
êîëè ìíîæèíà Y ñêií÷åííà. Òàêèì ÷èíîì,
ìè îòðèìàëè ïåðøèé ïðîñòèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X i Y � ïiäìíîæèíè
ïîëÿ K, ïðè÷îìó õî÷à á îäíà ç íèõ ñêií÷åí-

íà. Òîäi êîæíà íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóí-
êöiÿ f : X × Y → K ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

5. Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñêëàäíiøèé âèïà-
äîê.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � íåçëi÷åííà, à
Y � íåñêií÷åííà ïiäìíîæèíè ïîëÿ K i f :
X × Y → K � íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóí-
êöiÿ. Òîäi f ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈
X âåðòèêàëüíèé ðîçðiç fx: Y → K ¹ ïîëi-
íîìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ, òî çãiäíî ç ëåìîþ 3
äëÿ êîæíîãî x ∈ X iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì px:
K → K, äëÿ ÿêîãî px|Y = fx. Äëÿ êîæíîãî
íîìåðà n ∈ N ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

An = {x ∈ X : deg px ≤ n}.

Çðîçóìiëî, ùî X =
∞⋃

n=1

An. Îñêiëüêè ìíîæè-

íà X íåçëi÷åííà, òî iñíó¹ òàêå n, ùî ìíîæè-
íà A = An òåæ áóäå íåçëi÷åííîþ.

Âèáåðåìî â íåñêií÷åííié ìíîæèíi Y ðiçíi
åëåìåíòè y0, y1, . . . , yn. Îñêiëüêè deg px ≤ n
ïðè x ∈ A, òî iñíóþòü òàêi ôóíêöié bj: A →
K, ùî

f(x, y) =
n∑

j=0

bj(x)yj

äëÿ äîâiëüíî¨ ïàðè (x, y) ∈ A × Y . Ç ëåìè
2 òîäi âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè
λk,j ç K, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä åëåìåíòiâ
y0, . . . , yn, ùî

bj(x) =
n∑

k=0

λk,jf(x, yk)

äëÿ êîæíîãî x ∈ A. Ôóíêöi¨ fyk
çà óìîâîþ

¹ ïîëiíîìiàëüíèìè íà X, à çíà÷èòü, i íà A.
Òîìó i ôóíêöi¨ bj ¹ ïîëiíîìiàëüíèìè íà A, ÿê
ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ òàêèõ ôóíêöié. Îñêiëüêè

f(x, y) =
n∑

j=0

bj(x)yj íà A×Y , òî iñíó¹ òàêèé

ïîëiíîì

p(x, y) =
N∑

k,j=0

ak,jx
kyj
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íà K2, ùî f(x, y) = p(x, y) íà A × Y . Ïî-
êàæåìî, ùî f = p|X×Y . Íåõàé y ∈ Y . Ïîëi-
íîìiàëüíi ôóíêöi¨ fy i py|X çáiãàþòüñÿ íà íå-
ñêií÷åííié ìíîæèíi A. Òîìó çà ëåìîþ 4 âîíè
ðiâíi, çâiäêè i âèïëèâà¹ ðiâíiñòü f = p|X×Y .
Òàêèì ÷èíîì, f � öå ñóêóïíî ïîëiíîìiàëüíà
ôóíêöiÿ.

Çðîçóìiëî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè çàëè-
øà¹òüñÿ ñïðàâåäëèâèì, êîëè ìè âèìàãàòè-
ìåìî, ùîá ìíîæèíà X áóëà íåñêií÷åííîþ, à
ìíîæèíà Y íåçëi÷åííîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ç òåîðåì 1 i 2 îòðèìó¹ìî
çàãàëüíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X i Y � ïiäìíîæèíè
ïîëÿ K, ïðè÷îìó õî÷à á îäíà ç íèõ ¹ ñêií-
÷åííîþ àáî íåçëi÷åííîþ. Òîäi êîæíà íàði-
çíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → K ¹
ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

6. Çàéìåìîñÿ òåïåð äîñëiäæåííÿì íåîá-
õiäíîñòi îòðèìàíèõ â òåîðåìi 3 óìîâ. Äëÿ
öüîãî äîñèòü ðîçãëÿíóòè òîé âèïàäîê, êîëè
îáèäâi ìíîæíèêè X i Y çëi÷åííi.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X i Y � çëi÷åííi ïiä-
ìíîæèíè ïîëÿ K. Òîäi iñíó¹ íàðiçíî ïîëi-
íîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → K, ÿêà íå ¹
ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X = {xn : n ∈ N}
i Y = {yn : n ∈ N}, ïðè÷îìó xn 6= xm i
yn 6= ym ïðè n 6= m. Çàðàç ìè iíäóêòèâíî
ïîáóäó¹ìî òàêi ïîñëiäîâíîñòi ìíîãî÷ëåíiâ pn

i qn íà K, ùî deg pn = deg qn = n, pn(xn) =
qn(yn) = 0 äëÿ êîæíîãî n ∈ N i pn(xm) =
qm(yn) äëÿ äîâiëüíèõ m i n.

Çà ëåìîþ 1 iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè p1

i q1, ùî deg p1 = deg q1 = 1 i p1(x1) =
q1(y1) = 0. Íåõàé n > 1. Ïðèïóñòèìî, ùî
âæå ïîáóäîâàíi ìíîãî÷ëåíè pk i qk ïðè k =
1, . . . , n − 1, òàêi, ùî deg pk = deg qk = k,
pk(xk) = qk(xk) = 0 ïðè k = 1, . . . , n − 1 i
pk(xj) = qj(yk) äëÿ äîâiëüíèõ k, j < n. Êî-
ðèñòóþ÷èñü çíîâó ëåìîþ 1, ïîáóäó¹ìî ìíî-
ãî÷ëåíè pn i qn, òàêi, ùî deg pn = deg qn =
n, pn(xn) = qn(yn) = 0, pn(xj) = qj(yn) i
qn(yj) = pj(xn) ïðè 1 ≤ j < n. Äëÿ öèõ
ìíîãî÷ëåíiâ ðiâíiñòü pk(xj) = qj(yk) âèêî-
íó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ k, j ≤ n i äî òîãî æ
deg pk = deg qk = k i pk(xk) = qk(xk) = 0

äëÿ äîâiëüíèõ k ≤ n. Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäî-
âó çàâæäè ìîæíà ïðîäîâæèòè íà îäèí êðîê,
îòæå, øóêàíi ïîñëiäîâíîñòi iñíóþòü.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g: (X × K)
⋃

(K ×
Y ) → K, ïîêëàäàþ÷è g(x, y) = pk(x), ÿêùî
y = yk i x ∈ K, i g(x, y) = qj(y), ÿêùî
x = xj i y ∈ K. Îñêiëüêè pk(xj) = qj(yk)
äëÿ äîâiëüíèõ k i j, òî îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨
g êîðåêòíå. Ïîêëàäåìî f = g|X×Y i ïîêà-
æåìî, ùî f � øóêàíà ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè
fyk

= pk|X i fxk = qk|Y äëÿ êîæíîãî k, òî f
� íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ íà X × Y .
Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ôóíêöiÿ f íå ìîæå áó-
òè ïîëiíîìiàëüíîþ íà X × Y çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ. Íåõàé öå íå òàê. Òîäi iñíó¹ ïîëi-

íîì r(x, y) =
N∑

k,j=0

ak,jx
kyj íà K2 òàêèé, ùî

r|X×Y = f . Îñêiëüêè rxn |Y = fxn = qn|Y i
ryn|X = fyn = pn|X , òî rxn = qn i qyn = pn äëÿ
êîæíîãî n. Àëå çðîçóìiëî, ùî deg rx ≤ N i
deg ry ≤ N äëÿ äîâiëüíèõ x i y ç K. Îòæå,
âèõîäèòü, ùî deg pn ≤ N i deg qn ≤ N äëÿ
êîæíîãî n, àëå öå íå òàê, áî âæå deg pN+1 =
deg qN+1 = N + 1 > N . Îòðèìàíà ñóïåðå-
÷íiñòü çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Ç òåîðåì 3 i 4 îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íèé ðå-
çóëüòàò äëÿ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ.

Òåîðåìà 5. Íåõàé X i Y � ïiäìíîæè-
íè ïîëÿ K. Äëÿ òîãî, ùîá êîæíà íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → K áó-
ëà ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ,
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá õî÷à á îäíà ç
ìíîæèí X ÷è Y áóëà ñêií÷åííîþ àáî íåçëi-
÷åííîþ.

7. Íåõàé K = K i ïîëå K íàäiëåíî ñâî¹þ
ïðèðîäíîþ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ, ïîðî-
äæåíîþ ìîäóëåì x 7→ |x|. Òîìó ìè ìîæåìî
ãîâîðèòè ïðî íåïåðåâíiñòü ôóíêöié f : X ×
Y → K, ïiä ÿêîþ ðîçóìi¹ìî, ÿê öå ïðèéíÿ-
òî, ¨õ ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü. Ó öüîìó ïóí-
êòi ìè çàéìåìîñÿ ïîáóäîâîþ ðîçðèâíèõ íà-
ðiçíî ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié äiéñíèõ àáî
êîìïëåêñíèõ çìiííèõ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé X i Y � çëi÷åííi ïiä-
ìíîæèíè ïîëÿ K, x0 ∈ X, y0 ∈ Y , x0 � ãðà-
íè÷íà òî÷êà ìíîæèíè X, à y0 � ãðàíè÷íà
òî÷êà ìíîæèíè Y . Òîäi iñíó¹ íàðiçíî ïîëi-
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íîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → K, ÿêà ðîç-
ðèâíà â òî÷öi (x0, y0).

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè X0 = X\{x0} i
Y0 = Y \{y0} ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi X0 =
{xn : n ∈ N}, Y0 = {yn : n ∈ N} , äå xn 6= xm

i yn 6= ym ïðè n 6= m, ïðè÷îìó x2k → x0 i
y2k → y0 â K ïðè k →∞. Ñïðàâäi, îñêiëüêè
x0 i y0 � ãðàíè÷íi òî÷êè ìíîæèí X i Y âiäïî-
âiäíî, òî iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi ðiçíèõ òî÷îê
an ∈ X0 i bn ∈ Y0, òàêi, ùî an → x0 i bn → y0

â K ïðè n → ∞. Ïîêëàäåìî x2k = a2k i
y2k = b2k ïðè k ∈ N. Ìíîæèíè A = X0\{x2k :
k ∈ N} i B = Y0\{y2k : k ∈ N} çëi÷åííi, ÿê
i ìíîæèíà L âñiõ íåïàðíèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë. Òîìó iñíóþòü ái¹êöi¨ ϕ : L → A i ψ:
L → B. Ïîêëàäàþ÷è ϕ(2k − 1) = x2k−1 i
ψ(2k − 1) = y2k−1 ïðè k ∈ N, ìè îäåðæèìî
ïîòðiáíó íóìåðàöiþ ìíîæèí X0 i Y0.

ßê i â äîâåäåííi òåîðåìè 4, ëåãêî, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi ìíîãî÷ëåíè Ëà ðàí-
æà, çà iíäóêöi¹þ ïîáóäóâàòè äâi ïîñëiäîâíî-
ñòi ïîëiíîìiâ pn i qn, äå n ∈ N0 = N ∪ {0},
òàêi, ùî pn(xm) = qm(yn) äëÿ äîâiëüíèõ n
i m ç N0, ïðè÷îìó pn(xn) = qn(yn) = n
äëÿ êîæíîãî n ∈ N0. Ïîêëàäåìî f(x, y) =
pn(xm) = qm(yn), ÿêùî x = xm i y = yn.
Ôóíêöiÿ f : X × Y → K, î÷åâèäíî, íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíà, ïðè÷îìó (x2k, y2k) → (x0, y0)
i f(x2k, y2k) = 2k → ∞ ïðè k → ∞. Òàêèì
÷èíîì, f ðîçðèâíà â òî÷öi (x0, y0).

Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâàíà â òåîðåìi 6
ôóíêöiÿ f íå ìîæå áóòè ïîëiíîìiàëüíîþ çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, àäæå òàêi ôóíêöi¨ îáî-
â'ÿçêîâî íåïåðåðâíi.

8. Òåïåð ìè çáèðà¹ìîñÿ ïîáóäóâàòè ñêðiçü
ðîçðèâíó íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíó ôóíêöiþ
f : Q2 → Q, äå Q � ðàöiîíàëüíà ïðÿìà. Äëÿ
öüîãî äëÿ êîæíîãî íîìåðà k ∈ N ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó

Bk = {2m + 1

2k
: m ∈ Z, |m| ≤ k · 2k}.

Çðîçóìiëî, ùî Bk ∩ Bj = ∅ ïðè k 6= j, ìíî-
æèíè Bk ñêií÷åííi i

∞⋃
k=0

Bk � öå ìíîæèíà âñiõ

äâiéêîâî-ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë 2m+1
2k .

Ëåìà 6. Íåõàé I = (a, b) � äîâiëüíèé
íåïîðîæíié ñêií÷åííèé iíòåðâàë íà ÷èñëî-

âié ïðÿìié R. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð k0, ùî
I

⋂
Bk 6= ∅ äëÿ êîæíîãî k ≥ k0.
Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî l = b − a i c =

1
2
max{|a−1|, |b|}. Âiçüìåìî íîìåð k0 íàñòiëü-

êè âåëèêèì, ùîá 1

2k0−1
< l i k0 ≥ c. Íåõàé

k ≥ k0. Òîäi
1

2k−1
< l i iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî

m, ùî 2m− 1

2k
≤ a <

2m + 1

2k
. Â òàêîìó ðàçi

2m + 1

2k
=

2m− 1

2k
+

1

2k−1
< a + l = b,

îòæå, 2m + 1

2k
∈ I.

Äàëi, ç íåðiâíîñòi a < 2m+1
2k < b âèïëèâà¹,

ùî
(a− 1)2k < a · 2k− 1 < 2m < b · 2k− 1 < b · 2k.

Òîìó |m| < c · 2k ≤ k0 · 2k ≤ k · 2k, îòæå,
2m + 1

2k
∈ Bk. Òàêèì ÷èíîì, 2m + 1

2k
∈ I∩Bk,

îòæå, I ∩Bk 6= Ø.
Òåîðåìà 7. Iñíó¹ íàðiçíî ïîëiíîìiàëü-

íà ôóíêöiÿ f : Q2 → Q, ÿêà íå ¹ ëîêàëü-
íîþ îáìåæåíîþ â æîäíié òî÷öi ç R2, à çíà-
÷èòü, ¹ ñêðiçü ðîçðèâíîþ íà Q2.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïîáóäóâàòè áiåêöiþ
n 7→ rn: N → Q i ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ
1 = n1 < n2 < n2 < · · · < nj < nj+1 < . . . ,
òàêi, ùî Bk = {rn2k

, rn2k+1, . . . , rn2k+1−1} äëÿ
êîæíîãî k ∈ N. ßê i ðàíiøå, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ìíîãî÷ëåíè Ëà ðàíæà, iíäóêòèâíî ìî-
æíà âèçíà÷èòè ïîñëiäîâíiñòü ïîëiíîìiâ pn:
R→ R, äëÿ ÿêî¨ pn(rm) = pm(rn) äëÿ äîâiëü-
íèõ m i n i pm(rn) = k, ÿêùî n2k ≤ m, n <
n2k+1. Ïîêëàäåìî f(x, y) = pn(rm) = pm(rn),
ÿêùî x = rm i y = rn. Çðîçóìiëî, ùî f �
öå íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ íà Q2. Ç
êîíñòðóêöi¨ ïîëiíîìiâ Ëà ðàíæà âèïëèâà¹,
ùî pn(Q) ⊆ Q äëÿ êîæíîãî n, îòæå, ôóí-
êöiÿ f íàáóâà¹ ëèøå ðàöiîíàëüíèõ çíà÷åíü.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó z0 = (x0, y0) ∈
R2 i ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ f íå ¹ ëîêàëüíî
îáìåæåíîþ â òî÷öi z0. Íåõàé ε > 0, I = (x0−
ε, x0 + ε) i J = (y0 − ε, y0 + ε). Çà ëåìîþ 6
iñíó¹ òàêèé íîìåð k0, ùî I ∩ Bk 6= Ø i J ∩
Bk 6= Ø äëÿ âñiõ k ≥ k0. Òîäi äëÿ êîæíîãî
k ≥ k0 iñíó¹ òî÷êà zk ∈ B2

k∩(I×J). Îñêiëüêè
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çà ïîáóäîâîþ f(zk) = k, àäæå zk ∈ B2
k, òî

ôóíêöiÿ f íåîáìåæåíà íà îêîëi I × J òî÷êè
z0, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ïîáóäîâàíî¨ â òåîðåìi
7 ôóíêöi¨ i äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨
ìíîæèíè W â R2 çâóæåííÿ f |W∩Q2 íå ¹ ïî-
ëiíîìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ.

9. Öiêàâî çàóâàæèòè, ùî ëåìà 4 íå ïåðå-
íîñèòüñÿ íà ôóíêöi¨ äâîõ çìiííèõ. Ñïðàâäi,
âiçüìåìî, íàïðèêëàä, K = R i ðîçãëÿíåìî
äâà ïîëiíîìè f1(x, y) = x i f2(x, y) = y. Ìíî-
æèíà E = {(x, y) ∈ R2 : x = y} íåñêií÷åííà,
f1|E = f2|E, àëå f1 6= f2.

Âòiì, ÿêùî X i Y � íåñêií÷åííi ïiäìíî-
æèíè ïîëÿ K i f : X × Y → K � ïîëiíî-
ìiàëüíà ôóíêöiÿ, òî iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì
p: K2 → K, òàêèé, ùî f = p|X×Y . Ñïðàâ-
äi, íåõàé p i q � òàêi ïîëiíîìè íà K2, ùî
p|X×Y = q|X×Y = f . Òîäi äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
ìà¹ìî py|X = qy|X . Ç ëåìè 3 âèïëèâà¹, ùî
py = qy äëÿ êîæíîãî y ∈ Y , îòæå, äëÿ êî-
æíîãî x ∈ K ìà¹ìî ðiâíiñòü px|Y = qx|Y .
Çàñòîñóâàâøè çíîâó ëåìó 3, îòðèìó¹ìî, ùî
px = qx äëÿ êîæíîãî x ∈ K, îòæå, p = q.

Çâiäñè ëåãêî âèâåñòè, òàê ñàìî, ÿê â äî-
âåäåííi ëåìè 4, ùî êîëè äâi ïîëiíîìiàëüíi
ôóíêöi¨ fi: Z → K (i = 1, 2), ùî âèçíà÷åíi
íà ìíîæèíi Z ⊆ K2, íàáóâàþòü îäíàêîâèõ
çíà÷åíü íà äåÿêié ìíîæèíi E = A×B, äå A
i B � íåñêií÷åííi ìíîæèíè, òî f1 = f2.

10. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó íàðiçíî ïîëi-
íîìiàëüíèõ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ.

Íåõàé X1, . . . , Xn � äîâiëüíi ìíîæèíè i
X = X1 × · · · ×Xn = {x = (x1, . . . , xn); xi ∈
Xi ïðè i = 1, . . . , n} � ¨õ äåêàðòiâ äîáóòîê.
Äëÿ äîâiëüíîãî iíäåêñà i = 1, . . . , n ïîêëà-
äåìî X̂i = X1× · · · ×Xi−1×Xi+1× · · · ×Xn.
Òàê ñàìî äëÿ òî÷êè x = (x1, . . . , xn) ∈ X
ïîêëàäåìî x̂i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn).

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ y = f(x1, . . . , xn):
X → Y i áóäü-ÿêî¨ ãðóïè ç m ðiçíèõ çìiííèõ
xi1 , . . . , xim , äå 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n,
ñèìâîëîì fxi1

...xim
ïîçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ âiä

ðåøòè l = n −m çìiííèõ, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ
ç ôóíêöi¨ f , êîëè xi1 , . . . , xim ôiêñóþòüñÿ.
Çîêðåìà, fx̂i

� öå ôóíêöiÿ fx̂i
: Xi → Y , ÿêà

çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
fx̂i

(xi) = f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn)

äëÿ êîæíîãî x̂i ∈ X̂i i äîâiëüíîãî i =
1, . . . , n.

Íåõàé òåïåð X1, . . . , Xn � ïiäìíîæèíè
îñíîâíîãî ïîëÿ K i X = X1× · · ·×Xn. Ôóí-
êöiÿ f : X → K íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî ïîëiíî-
ìiàëüíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n i
äîâiëüíîãî x̂i ∈ X̂i ôóíêöiÿ fx̂i

: Xi → K ¹
ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿê ôóíêöiÿ îäíi¹¨ çìiííî¨.

Íàáið k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn
0 çâè÷àéíî

íàçèâàþòü ìóëüòèiíäåêñîì, à ÷èñëî |k| =
k1+· · ·+kn � éîãî âèñîòîþ. Äëÿ ìóëüòèiíäå-
êñà k = (k1, . . . , kn) i íàáîðó x = (x1, . . . , xn)
åëåìåíòiâ x1, . . . , xn ç K ïîêëàäåìî xk =
xk1

1 . . . xkn
n . Ïîëiíîìîì àáî ìíîãî÷ëåíîì íà

Kn íàçèâàþòü ôóíêöiþ p: Kn → K, ÿêà çà-
äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) = p(x1, . . . , xn) =
m∑

|k|=0

akx
k

äëÿ äîâiëüíîãî x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, äå âñi
êîåôiöi¹íòè ak íàëåæàòü äî ïîëÿ K. ßêùî
ïðè öüîìó ak 6= 0 õî÷à á äëÿ îäíîãî ìóëü-
òèiíäåêñà k ç âèñîòîþ k ç âèñîòîþ |k| = m,
òî ÷èñëî m íàçèâà¹òüñÿ ñòåïåíåì ìíîãî÷ëå-
íà p i ïîçíà÷à¹òüñÿ, ÿê i ðàíiøå, ñèìâîëîì
deg p.

Íåõàé E ⊆ Kn. Ôóíêöiÿ f : E → K íà-
çèâà¹òüñÿ ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêèé
ïîëiíîì p: Kn → K, ùî f = p|E. ßê i ó âè-
ïàäêó n = 2, òàêi ôóíêöi¨ íàçèâàþòüñÿ ùå
ñóêóïíî ïîëiíîìiàëüíèìè àáî ïîëiíîìiàëü-
íèìè çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Òåîðåìà 8. Íåõàé X1, . . . , Xn � íåñêií-
÷åííi ïiäìíîæèíè ïîëÿ K, X = X1 × · · · ×
Xn i f : X → K � ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ.
Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ïîëiíîì ρ: Kn → K, òà-
êèé, ùî f = p|X .

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ âiäíî-
ñíî n. Ïðè n = 1 íàøå òâåðäæåííÿ çáiãà¹-
òüñÿ ç ëåìîþ 3. Íåõàé n > 1 i òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè âèêîíó¹òüñÿ, êîëè êiëüêiñòü ìíîæèí
äîðiâíþ¹ n − 1. Äîâåäåìî, ùî âîíî ìà¹ ìi-
ñöå i êîëè êiëüêiñòü ìíîæèí äîðiâíþ¹ n, ÿê
ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè.
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Ïðèïóñòèìî, ùî p i q � òàêi ïîëiíîìè
íà Kn, ùî p|X = f = q|X , i äîâåäåìî, ùî
p = q. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî íàáîðó
x̂1 = (x2, . . . , xn) ∈ X̂1 ðîçãëÿíåìî ïîëiíîìè
px̂1 i qx̂1 íà K. Îñêiëüêè px̂1|X1 = qx̂1|X1 , òî
px̂1 = qx̂1 çà ëåìîþ 3. Çàôiêñó¹ìî òåïåð äî-
âiëüíå x1 ∈ X1. Äëÿ ïîëiíîìiâ px1 i qx1 íà
Kn−1 áóäåìî ìàòè px1|X̂1

= qx1|X̂1
. Òîìó çà

iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì px1 = qx1 . Òàêèì
÷èíîì, p(x) = q(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ Kn, îò-
æå, p = q.

ßê i ðàíiøå, ç òåîðåìè 8 ëåãêî âèâîäèòüñÿ
Íàñëiäîê. Íåõàé E ⊆ Kn, A = A1×· · ·×

An ⊆ E, ìíîæèíè A1, . . . , An íåñêií÷åííi i
fi: E → K ïðè i = 1, 2 � äâi ïîëiíîìiàëüíi
ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ f1|A = f2|A. Òîäi f1 = f2.

11. Ïåðåíåñåìî òåïåð íà ôóíêöi¨ âiä n
çìiííèõ òåîðåìó 5.

Òåîðåìà 9. Íåõàé X1, . . . , Xn−1 � íåçëi-
÷åííi ïiäìíîæèíè ïîëÿ K, Xn � íåñêií÷åí-
íà ïiäìíîæèíà K, i f : X1 × · · · × Xn → K
� íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ. Òîäi f ¹
ïîëiíîìiàëüíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ n = 1 òâåðäæåííÿ î÷å-
âèäíå. Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1, i áóäåìî ââà-
æàòè, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè âiðíå, êîëè
êiëüêiñòü ìíîæèí äîðiâíþ¹ n − 1. Äîâåäå-
ìî, ùî âîíî âiðíå i, êîëè êiëüêiñòü ìíîæèí
äîðiâíþ¹ n, ÿê ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè.

Äëÿ êîæíîãî x1 ∈ X1 ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ fx1 : X̂1 → K. ßñíî, ùî fx1 � öå íà-
ðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ âiä n− 1 çìií-
íèõ. Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì âîíà áó-
äå ïîëiíîìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ. Çà òåîðåìîþ 8 iñíó¹ ¹äèíèé ïîëi-
íîì qx1 : Kn−1 → K, òàêèé, ùî fx1 = qx1|X̂1

.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Am = {x1 ∈ X1 : deg qx1 ≤ m}.

Çðîçóìiëî, ùî
∞⋃

m=1

Am = X1. Îñêiëüêè ìíî-

æèíà X1 íåçëi÷åííà, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð
m, ùî ìíîæèíà A = Am òåæ íåçëi÷åííà.

Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x̂n = (x1, . . . , xn−1) ∈
Ã = A×X2×· · ·×Xn−1. Ôóíêöiÿ fx̂n : Xn →
K ¹ ïîëiíîìiàëüíîþ, ïðè÷îìó ïîðîäæó¹òüñÿ

ïîëiíîìîì r = (qx1)x2...xn−1 , àäæå

fx̂n(xn) = f(x1, x2, . . . , xn−1, xn) =

= fx1(x2, . . . , xn) = qx1(x2, . . . , xn) = r(xn)

äëÿ êîæíîãî xn ∈ Xn. Îñêiëüêè deg r ≤
deg qx1 ≤ m, àäæå x1 ∈ A, òî

fx̂n(xn) =
m∑

k=0

ak(x̂n)xk
n

äëÿ äåÿêèõ ôóíêöié ak: Ã → K i êîæíîãî
xn ∈ Xn. Îñêiëüêè ìíîæèíà Xn íåñêií÷åí-
íà, òî â íié ìîæíà âèáðàòè m + 1 ðiçíèõ òî-
÷îê xn,0, . . . , xn,m. Çãiäíî ç ëåìîþ 2 iñíóþòü
òàêi åëåìåíòè λk,j ç K, ÿêi çàëåæàòü ëèøå
âiä xn,0, . . . , xn,m, ùî

ak(x1, . . . , xn−1) =
m∑

j=0

λk,jf(x1, . . . , xn−1, xn,j)

äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . . , m. Çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî ak: Ã → K ¹ íàðiçíî ïîëiíîìiàëü-
íîþ ôóíêöi¹þ âiä n− 1 çìiííèõ äëÿ êîæíî-
ãî k = 0, 1, . . . , m. Ïðè öüîìó ìíîæèíè A,
X2, . . . , Xn−2 íåçëi÷åííi, à ìíîæèíà Xn−1

íåñêií÷åííà, áî âîíà íåçëi÷åííà. Òîìó çà ií-
äóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì âñi êîåôiöi¹íòè ak

¹ ñóêóïíî ïîëiíîìiàëüíèìè ôóíêöiÿìè, òîá-
òî iñíóþòü òàêi ïîëiíîìè pk: Kn−1 → K, ùî
ak = pk|Ã äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . . ,m.

Ðîçãëÿíåìî íà Kn ôóíêöiþ

p(x1, . . . , xn) =
m∑

k=0

pk(x1, . . . , xn−1)x
k
n,

ÿêà, î÷åâèäíî, ¹ ïîëiíîìàì âiä n çìiííèõ.
Çà ïîáóäîâîþ f |A×X2×···×Xn =

p|A×X2×···×Xn . Òîìó äëÿ ôiêñîâàíî-
ãî x̂1 = (x2, . . . , xn) ∈ X̂1 ìàòèìåìî
fx̂1|A = px̂1|A. Îñêiëüêè fx̂1 i px̂1 � öå
ïîëiíîìiàëüíi ôóíêöi¨ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨,
à ìíîæèíà A íåñêií÷åííà, òî çà ëåìîþ 4
ìàòèìåìî, ùî fx̂1 = px̂1|X1 . Òàêèì ÷èíîì,
f(x1, . . . , xn) = p(x1, . . . , xn) íà X1×· · ·×Xn,
òîáòî f = p|X1×···×Xn , îòæå, f � ñóêóïíî
ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó ìè ôàêòè÷íî
ùå ðàç äîâåëè òåîðåìó 2.
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Ç òåîðåìè 9 íåãàéíî âèïëèâà¹ òàêèé íà-
ñëiäîê.

Òåîðåìà 10. ßêùî ïîëå K íåçëi÷åííå,
òî êîæíà íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f :
Kn → K ¹ ïîëiíîìîì íà Kn.

Îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò âèãëÿäà¹ òàê:
Òåîðåìà 11. Íåõàé X1, . . . , Xn � ïiäìíî-

æèíè ïîëÿ K. Äëÿ òîãî ùîá êîæíà íàðiçíî
ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ f : X1 × · · · × Xn →
K áóëà ïîëiíîìiàëüíîþ, íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá ñðåä ìíîæèí X1, . . . , Xn áóëà
ùîíàéáiëüøå îäíà çëi÷åííà ìíîæèíà.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü.Ìiðêóþ÷è çà
iíäóêöi¹þ, çäiéñíèìî iíäóêòèâíèé ïåðåõiä
âiä n− 1 äî n äëÿ n > 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä ìíîæèí X1, . . . ,
Xn ¹ õî÷à á îäíà ñêií÷åííà. Íå îáìåæó-
þ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî ñà-
ìå Xn � ñêií÷åííà ìíîæèíà, òîáòî Xn =
{xn,1, . . . , xn,m}, äå xn,k 6= xn,j ïðè k 6= j. Çà
iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì äëÿ êîæíîãî k =
1, . . . , m iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì pk: Kn−1 → K,
ùî fxn,k

= pk|X̂n
ïðè k = 1, . . . , m. Äëÿ êî-

æíîãî x̂n ∈ X̂n ïîáóäó¹ìî iíòåðïîëÿöiéíèé
ìíîãî÷ëåí Ëà ðàíæà q: K → K ç âóçëàìè
(xn,1, p1(x̂n)), . . . , (xn,m, pm(x̂n)), ÿêèé çàïè-
ñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

q(xn) =
m∑

k=1

pk(x̂n)ϕk(xn),

äå ϕk � âiäïîâiäíi ìíîãî÷ëåíè. Òîäi ôóíêöiÿ

p(x1, . . . , xn) =
m∑

k=1

pk(x1, . . . , xn−1)ϕk(xn)

¹ ìíîãî÷ëåíîì íà Kn, ïðè÷îìó p|X1×···×Xn =
f .

Íåõàé âñi ìíîæèíè Xk íåñêií÷åííi.
Îñêiëüêè ñåðåä íèõ ùîíàéáiëüøå îäíà çëi-
÷åííà, òî ïðèíàéìíi n− 1 ìíîæèí ç íèõ íå-
çëi÷åííi. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà
ââàæàòè, ùî X1, . . . , Xn−1 � íåçëi÷åííi ìíî-
æèíè, à Xn � çëi÷åííà àáî íåçëi÷åííà ìíî-
æèíà. Ó öüîìó âèïàäêó òâåðäæåííÿ òåîðåìè
íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 9.

Íåîáõiäíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ñåðåä
íàøèõ ìíîæèí ¹ ïðèíàéìíi äâi çëi÷åííi

ìíîæèíè, ñêàæiìî, Xk òà Xj, äå k 6= j. Çà òå-
îðåìîþ 4 iñíó¹ íàðiçíî ïîëiíîìiàëüíà ôóí-
êöiÿ g: Xk ×Xj → K, ÿêà íå ¹ ïîëiíîìiàëü-
íîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Ïîêëàäåìî

f(x1, . . . , xn) = g(xk, xj)

äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó (x1, . . . , xn) ∈ X1 ×
· · · ×Xn. Çðîçóìiëî, ùî f ¹ íàðiçíî ïîëiíî-
ìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ íà X1 × · · · ×Xn., àäæå
âîíà ñòàëà âiäíîñíî çìiííèõ xi ïðè i 6= k, j
i ïîëiíîìiàëüíà âiäíîñíî çìiííèõ xk òà xj.
Ïðè öüîìó f íå ìîæå áóòè ïîëiíîìiàëüíîþ
çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, áî g íå ¹ òàêîþ.
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