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ÁÅÐIÂÑÜÊÀ ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß σ-ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Äîâîäèòüñÿ, ùî ñóêóïíiñòü âñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áåðà çáiãà¹òüñÿ ç
ñóêóïíiñòþ âñiõ σ-äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à, ÿêùî X �
ñèëüíî íóëüâèìiðíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, à Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

We prove that the collection of all �rst Baire class mappings f : X → Y coincides with the
collection of all σ-discrete �rst Lebesgue class mappings f : X → Y in the case when X is a
strongly zero-dimensional metrizable space and Y is a metrizable space.

1. Âñòóï. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
X i Y ïîçíà÷èìî ÷åðåç H1(X, Y ) ñóêóïíiñòü
âñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó
Ëåáå à, òîáòî òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ çà-
ìêíåíî¨ â Y ìíîæèíè F ïðîîáðàç f−1(F )
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ïåðåòèíó ïîñëiäîâíîñòi
âiäêðèòèõ ìíîæèí â X. Ñóêóïíiñòü âñiõ âiä-
îáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áå-
ðà, òîáòî ïîòî÷êîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíî-
ñòåé íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, ïîçíà÷àòè-
ìåìî ÷åðåç B1(X, Y ).

Ñèñòåìà A íàçèâà¹òüñÿ σ-äèñêðåòíîþ,
ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî
îá'¹äíàííÿ äèñêðåòíèõ ñèñòåì.

Ñèñòåìà B ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðî-
ñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ áàçîþ äëÿ ôóíêöi¨
f : X → Y , ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â
Y ìíîæèíè V iñíó¹ ïiäñèñòåìà BV ⊆ B,
òàêà, ùî f−1(V ) =

⋃BV . ßêùî, äî òîãî
æ, ñèñòåìà B ¹ σ-äèñêðåòíîþ, òî ¨¨ íàçèâà-
þòü σ-äèñêðåòíîþ áàçîþ äëÿ f , à âiäîáðà-
æåííÿ f : X → Y , ÿêå ìà¹ σ-äèñêðåòíó
áàçó, � σ-äèñêðåòíèì. Ñóêóïíiñòü óñiõ σ-
äèñêðåòíèõ âiäîáðàæåíü ìè áóäåìî ïîçíà-
÷àòè ÷åðåç Σ(X, Y ).

Î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ,
ÿêå äi¹ â ïðîñòið ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-
íîñòi, ¹ σ-äèñêðåòíèì. Òàêîæ ëåãêî áà÷èòè,
ùî êîæíå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç ìåòðè-
çîâíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÷è ïðîñòîðîì
çíà÷åíü ¹ σ-äèñêðåòíèì, àäæå ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið ìà¹ σ-äèñêðåòíó áàçó.

Çãiäíî ç êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ Ëåáå à-
Ãàóñäîðôà [1, c. 402], ðiâíiñòü H1(X,Y ) =
B1(X,Y ) âèêîíó¹òüñÿ ó âèïàäêó, êîëè X �
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, à Y = [0, 1]n, äå
n ≤ ℵo.

Ì. Ôîñ åðàó [2] óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò,
ïîêàçàâøè, ùî äëÿ ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó
X, ëiíiéíî çâ'ÿçíîãî i ëîêàëüíî ëiíiéíî çâ'ÿ-
çíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Y ìà¹ ìiñöå
ðiâíiñòü H1(X, Y ) ∩ Σ(X, Y ) = B1(X, Y ).

Íàãàäà¹ìî, ùî äâi ïiäìíîæèíè A i B òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâàþòüñÿ öië-
êîì âiäîêðåìíèìè, ÿêùî iñíó¹ íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], òàêà, ùî f(x) = 0
ïðè x ∈ A i f(x) = 1 ïðè x ∈ B.

Íåïîðîæíié òèõîíîâñüêèé ïðîñòið X íà-
çèâà¹òüñÿ ñèëüíî íóëüâèìiðíèì, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêèõ äâîõ öiëêîì âiäîêðåìíèõ ïiäìíî-
æèí A i B ç X iñíó¹ âiäêðèòî-çàìêíåíà ìíî-
æèíà U ⊆ X, òàêà, ùî A ⊆ U ⊆ X \B.

Â [3] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ðiâíiñòü
H1(X, Y ) = B1(X, Y ) âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî X �
ñèëüíî íóëüâèìiðíèé íîðìàëüíèé ïðîñòið, à
Y � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

Ïðèðîäíî ïîñòàëî ïèòàííÿ ïðî ìîæëè-
âiñòü çíÿòòÿ óìîâè ñåïàðàáåëüíîñòi íà ïðî-
ñòið Y â îñòàííüîìó ðåçóëüòàòi, ðîçãëÿäà-
þ÷è âiäîáðàæåííÿ f ∈ H1(X,Y ), ÿêi ¹ σ-
äèñêðåòíèìè.

Ó öié ñòàòòi ìè âñòàíîâëþ¹ìî ðiâíiñòü
H1(X, Y ) ∩ Σ(X, Y ) = B1(X, Y ) ó âèïàäêó,
êîëè X � ñèëüíî íóëüâèìiðíèé ìåòðèçîâíèé
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ïðîñòið, à Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.
2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.
Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ñèñòå-

ìà A ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ
ðiâíîìiðíî äèñêðåòíîþ, ÿêùî iñíó¹ ε > 0,
òàêå, ùî d(A,B) > ε äëÿ âñiõ A,B ∈ A,
A 6= B.

Äëÿ ïiäìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó
(X, d) i ÷èñëà ε > 0 ñèìâîëîì B(A, ε) ìè
ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó {x ∈ X : d(x,A) < ε}.

Ìè êàæåìî, ùî ñèñòåìà A âïèñàíà â ñè-
ñòåìó B i ïîçíà÷à¹ìî öå A ¹ B, ÿêùî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè A ∈ A iñíó¹ ìíîæèíà
B ∈ B, òàêà, ùî A ⊆ B.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé (X, ρ) � ñèëüíî
íóëüâèìiðíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, (Y, d) �
ìåòðè÷íèé ïðîñòið, f : X → Y , n ∈ N,
F1, . . . ,Fn � ñèñòåìè çàìêíåíèõ íåïîðî-
æíiõ ìíîæèí ç X, òàêi, ùî

(1) ñèñòåìà Fk ðiâíîìiðíî äèñêðåòíà
äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ n;

(2) Fk+1 ¹ Fk äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k < n;
(3) diamf(F ) < 1

2k äëÿ âñiõ 1 ≤ k ≤ n i
F ∈ Fk.

Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
g : X → Y , òàêå, ùî d(f(x), g(x)) < 1

2k−2

äëÿ âñiõ x ∈ ∪Fk, 1 ≤ k ≤ n.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Fk = {Fi,k : i ∈ Ik},

äå Fi,k 6= Fj,k ïðè i 6= j, 1 ≤ k ≤ n. Ç âëàñòè-
âîñòi (1) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi äîäàòíi
÷èñëà ε1, . . . , εn, ùî

ε1 > 2ε2 > · · · > 2n−1εn

i ñiì'ÿ (B(Fi,k, εk) : i ∈ Ik) äèñêðåòíà äëÿ
êîæíîãî 1 ≤ k ≤ n.

Äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ n òà i ∈ Ik ìíî-
æèíè B(Fi,k,

εk

2
) i X \ B(Fi,k, εk) çàìêíåíi i

íåïåðåòèííi, òîìó iñíó¹ âiäêðèòî-çàìêíåíà
ìíîæèíà Hi,k, òàêà, ùî

B(Fi,k,
εk

2
) ⊆ Hi,k ⊆ B(Fi,k, εk),

àäæå ïðîñòið X ñèëüíî íóëüâèìiðíèé.
Çàóâàæèìî, ùî ñiì'ÿ Hk = (Hi,k : i ∈ Ik)

äèñêðåòíà äëÿ êîæíîãî 1 ≤ k ≤ n. Ïîçíà÷è-
ìî Hk =

⋃
i∈Ik

Hi,k, 1 ≤ k ≤ n.

Âèáåðåìî òî÷êè yo ∈ f(X) i yi,k ∈ f(Fi,k)
äëÿ âñiõ 1 ≤ k ≤ n òà i ∈ Ik.

Íåõàé go(x) = yo äëÿ âñiõ x ∈ X. Ïîêëà-

äåìî g1(x) = go(x), ÿêùî x 6∈ H1, g1(x) = yi,1,
ÿêùî x ∈ Hi,1 äëÿ äåÿêîãî i ∈ I1.

Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ g1 : X → Y
íåïåðåðâíå. Ñïðàâäi, çâóæåííÿ g1|H1 íå-
ïåðåðâíå, àäæå ìíîæèíè Hi,1 âiäêðèòî-
çàìêíåíi, à ñiì'ÿ H1 äèñêðåòíà. Êðiì òîãî,
çâóæåííÿ g1|X\H1 òàêîæ íåïåðåðâíå. Îñêiëü-
êè ìíîæèíà H1 âiäêðèòî-çàìêíåíà, òî âiä-
îáðàæåííÿ g1 : X → Y íåïåðåðâíå.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî k,
1 ≤ k < n, âæå âèçíà÷åíi íåïåðåðâíi âiä-
îáðàæåííÿ gm : X → Y , 1 ≤ m ≤ k, òàêi, ùî
gm(x) = gm−1(x), ÿêùî x 6∈ Hm, gm(x) = yi,m,
ÿêùî x ∈ Hi,m äëÿ äåÿêîãî i ∈ Im.

Íåõàé gk+1(x) = gk(x), ÿêùî x 6∈ Hk+1,
gk+1(x) = yi,k+1, ÿêùî x ∈ Hi,k+1 äëÿ äåÿêîãî
i ∈ Ik+1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âiäîáðàæåííÿ
gk+1 : X → Y íåïåðåðâíå.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìè îòðèìà¹ìî
íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ g1, . . . , gn ç âiäïî-
âiäíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Äîâåäåìî, ùî

d(gk+1(x), gk(x)) <
1

2k
(∗)

äëÿ âñiõ 0 ≤ k < n i x ∈ X.
Çàôiêñó¹ìî x ∈ X i 0 ≤ k < n.

ßêùî x 6∈ Hi,k+1, òî gk+1(x) = gk(x) i
d(gk+1(x), gk(x)) = 0. ßêùî æ iñíó¹ òàêå
i ∈ Ik+1, ùî x ∈ Hi,k+1, òî x ∈ B(Fi,k+1, εk+1).
Ç âëàñòèâîñòi (2) i äèñêðåòíîñòi ñiì'¨ Fk

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíå j ∈ Ik, òàêå,
ùî Fi,k+1 ⊆ Fj,k. Îñêiëüêè εk+1 < εk

2
, òî

B(Fi,k+1, εk+1) ⊆ B(Fj,k,
εk

2
). Òîäi

Hi,k+1 ⊆ B(Fj,k,
εk

2
) ⊆ Hj,k.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî
gk+1(x) = yi,k+1 i gk(x) = yj,k.

Çàóâàæèìî, ùî f(Fi,k+1) ⊆ f(Fj,k). Òîìó
yi,k+1 ∈ f(Fj,k). Çãiäíî ç âëàñòèâiñòþ (3),
diamf(Fj,k) < 1

2k . Îòæå, ìà¹ ìiñöå íåðiâ-
íiñòü (*).

Äëÿ âñiõ x ∈ X ïîêëàäåìî g(x) = gn(x).
Çàôiêñó¹ìî 1 ≤ k ≤ n i x ∈ ∪Fk. Iñíó¹

òàêå i ∈ Ik, ùî x ∈ Fi,k. Îñêiëüêè Fi,k ⊆ Hi,k,
òî gk(x) = yi,k. Òîäi

d(f(x), g(x)) = d(f(x), gn(x)) ≤
≤ d(f(x), gk(x)) + d(gk(x), gn(x)) ≤
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≤ d(f(x), yi,k) + d(gk(x), gk+1(x)) + · · ·+
+d(gn−1(x), gn(x)) <

1

2k
+

1

2k
+ · · ·+ 1

2n−1
<

<
1

2k
+

1

2k−1
<

1

2k−2
,

ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ. ♦
Íàì áóäå ïîòðiáíèé íàñòóïíèé äîïîìi-

æíèé ðåçóëüòàò ç [2].
Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé

ïðîñòið, A � σ-äèñêðåòíà ñèñòåìà çàìêíå-
íèõ â X ìíîæèí i ∪A = X. Òîäi iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü (An)∞n=1 ñèñòåì çàìêíåíèõ â X
ìíîæèí, òàêà, ùî

(i)
∞⋃

n=1

An ¹ A;
(ii) An ¹ An+1 äëÿ êîæíîãî n;
(iii) ñèñòåìà An ðiâíîìiðíî äèñêðåòíà

äëÿ êîæíîãî n;
(iv)

⋃ ∞⋃
n=1

An = X.

3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ïåðåéäåìî äî
âèêëàäó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó öi¹¨ ñòàòòi.

Òåîðåìà. Íåõàé X � ñèëüíî íóëüâèìið-
íèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, (Y, d) � ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið. Òîäi

H1(X,Y ) ∩ Σ(X, Y ) = B1(X,Y ).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ B1(X, Y ). Çãiäíî

ç [1, c. 394], f ∈ H1(X, Y ), à ç [4] âèïëèâà¹,
ùî f ∈ Σ(X,Y ).

Íåõàé òåïåð f : X → Y � σ-äèñêðåòíå
âiäîáðàæåííÿ ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à. Äëÿ
êîæíîãî k ∈ N ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ Uk =
{Us,k : s ∈ Sk} ïðîñòîðó Y âiäêðèòèìè êóëÿ-
ìè Us,k äiàìåòðà, ìåíøîãî, íiæ 1

2k .
Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f ¹ σ-äèñê-

ðåòíèì, òî äëÿ íüîãî iñíó¹ σ-äèñêðåòíà áàçà
B, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç çàìêíåíèõ ìíîæèí [5].

Äëÿ êîæíîãî k ∈ N ïîêëàäåìî
Bk = {B ∈ B : (∃s ∈ Sk) (f(B) ⊆ Us,k)}.
Òîäi ∪Bk = X äëÿ êîæíîãî k i Bk � σ-

äèñêðåòíà ñèñòåìà. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 2
äëÿ êîæíîãî k iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Bk,n)∞n=1

ñèñòåì çàìêíåíèõ â X ìíîæèí, òàêà, ùî
(i)

∞⋃
n=1

Bk,n ¹ Bk äëÿ êîæíîãî k;
(ii) Bk,n ¹ Bk,n+1 äëÿ âñiõ k i n;
(iii) ñèñòåìà Bk,n ðiâíîìiðíî äèñêðåòíà

äëÿ âñiõ k i n;

(iv)
⋃ ∞⋃

n=1

Bk,n = X.
Äëÿ äîâiëüíèõ k, n ∈ N ïîêëàäåìî

Fk,n = {B1 ∩ · · · ∩Bk : Bi ∈ Bi,n, 1 ≤ i ≤ k}.
Òîäi ñèñòåìà Fk,n ðiâíîìiðíî äèñêðåòíà,
Fk+1,n ¹ Fk,n, Fk,n ¹ Fk,n+1 i

∞⋃
n=1

Fk,n = X.
Êðiì òîãî, ç âëàñòèâîñòi (i) âèïëèâà¹, ùî

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äëÿ êîæíîãî F ∈ Fk,n

iñíó¹ B ∈ Bk, òàêå, ùî F ⊆ B. Òàêîæ
iñíó¹ s ∈ Sk, òàêå, ùî f(B) ⊆ Us,k. Òîäi
F ⊆ f−1(Us,k). Òàêèì ÷èíîì, diamf(F ) < 1

2k .
Äëÿ êîæíîãî n ∈ N çàñòîñó¹ìî òâåðäæåí-

íÿ 2 äî ôóíêöi¨ f i ñèñòåì Fk,n, k ≤ n.
Îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü (gn)∞n=1, gn : X → Y , òàêó, ùî
d(f(x), gn(x)) < 1

2k−2 äëÿ âñiõ x ∈ ∪Fk,n,
k ≤ n.

Ïîêàæåìî, ùî lim
n→∞

gn(x) = f(x) äëÿ êî-
æíîãî x ∈ X.

Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x ∈ X i ε > 0. Çíà-
éäåìî íîìåð k, òàêèé, ùî 1

2k−2 < ε. Iñíó¹
íîìåð no, òàêèé, ùî x ∈ ∪Fk,no . Îñêiëüêè
Fk,n ¹ Fk,n+1 äëÿ âñiõ n ∈ N, òî iñíó¹ íîìåð
n1 ≥ k, òàêèé, ùî x ∈ ∪Fk,n äëÿ âñiõ n ≥ n1.

Òîäi äëÿ âñiõ n ≥ n1 ìà¹ìî, ùî
d(f(x), gn(x)) < 1

2k−2 < ε.
Îòæå, f ∈ B1(X,Y ). ♦
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