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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ IÇÎÌÎÐÔIÇÌÈ, ÏÅÐÅÑÒÀÂÍI Ç ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÈÌ
IÍÒÅÃÐÓÂÀÍÍßÌ ÃÅËÜÔÎÍÄÀ-ËÅÎÍÒÜ�ÂÀ

Íåõàé Gi � çiðêîâà âiäíîñíî íóëÿ îáëàñòü â C, A(Gi) � ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ ó Gi ôóíêöié ç
òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi, à I%i,µi

� îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòü¹âà â A(Gi) (%i > 0, µi ∈ C, Re µi > 0), i ∈ {1, 2}. Ó äàíié ðîáîòi îòðèìàíî îïèñ óñiõ
içîìîðôiçìiâ T : A(G1) → A(G2), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ TI%1,µ1 = I%2,µ2T .

Let Gi be a starlike with respect to zero domain in C, A(Gi) be the space of all analytic in Gi

functions with the topology of compact convergence and I%i,µi
be the Gelfond-Leontiev integration

in A(Gi) (%i > 0, µi ∈ C, Re µi > 0), i ∈ {1, 2}. We describe all isomorphisms T : A(G1) → A(G2)
satisfying the operator equation TI%1,µ1 = I%2,µ2T .

Äëÿ i = 1, 2 ðîçãëÿíåìî ÷èñëà %i > 0 i
µi ∈ C (Re µi > 0), çiðêîâó âiäíîñíî íóëÿ
îáëàñòü Gi ⊆ C òà îïåðàòîð I%i,µi

óçàãàëü-
íåíîãî iíòåãðóâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà â
A(Gi), ÿêèé íà ôóíêöiþ f ∈ A(Gi) äi¹ çà
ïðàâèëîì [1]
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äå A(Gi) � öå ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ
â îáëàñòi Gi ôóíêöié, ùî íàäiëåíèé òî-
ïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi. Ó äàíié
ðîáîòi îòðèìàíî îïèñ óñiõ içîìîðôiçìiâ
T : A(G1) → A(G2), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ

TI%1,µ1 = I%2,µ2T. (1)

Âiäçíà÷èìî, ùî êîëè G1 = G2 = KR =
{z ∈ C : |z| < R}, (0 < R ≤ +∞), òî içîìîð-
ôiçìè âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó A(KR), ïåðå-
ñòàâíi çi çâè÷àéíèì iíòåãðóâàííÿì, îïèñàíi
â [2], à içîìîðôiçìè, ïåðåñòàâíi ç îïåðàòî-
ðîì óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ (äëÿ äîñèòü
øèðîêîãî êëàñó òàêèõ îïåðàòîðiâ), îïèñàíi
â [3]. Êðiì öüîãî, êîëè G1 = G2, %1 = %2 i
µ1 = µ2, òî äàíà çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà â [4]. Çà-
óâàæèìî òàêîæ, ùî â [5] îäåðæàíî êðèòåðié

åêâiâàëåíòíîñòi îïåðàòîðiâ I%1,µ1 â A(G1) òà
I%2,µ2 â A(G2), à â [6] îòðèìàíî îïèñ óñiõ ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ ðîçâ'ÿçêiâ T : A(G1) →
A(G2) îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (1).

Íåõàé içîìîðôiçì T : A(G1) → A(G2) çà-
äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1). Ó [6] áóëî äîâåäåíî,
ùî íåíóëüîâèé îïåðàòîð T : A(G1) → A(G2)
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè %1 ≥ %2 i ó âèïàäêó %1 = %2 ïðàâèëüíå
âêëþ÷åííÿ G1 ⊇ G2. Òîìó ìà¹ìî, ùî %1 ≥
%2. Îñêiëüêè îïåðàòîð T−1 : A(G2) → A(G1)
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

T−1I%2,µ2 = I%1,µ1T
−1,

òî %2 ≥ %1. Òîìó %1 = %2 = %. Êðiì öüîãî,
G1 ⊇ G2 i G2 ⊇ G1, òîáòî G1 = G2 = G.

Âiäçíà÷èìî, ùî â [4] áóëà ïîáóäîâà-
íà íåïåðåðâíà çãîðòêà ∗ äëÿ îïåðàòîðà
I%,µ2 â A(G), òîáòî íåïåðåðâíà áiëiíié-
íà, êîìóòàòèâíà é àñîöiàòèâíà îïåðàöiÿ
∗ : A(G) × A(G) → A(G), äëÿ ÿêî¨
I%,µ2 (ϕ ∗ f) = (I%,µ2ϕ) ∗ f , ϕ, f ∈ A(G).
À ñàìå, äëÿ ϕ, f ∈ A(G)
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äå A%,µ2 � içîìîðôiçì ïðîñòîðó A(G) íà ñåáå,
ïðè÷îìó
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(çàóâàæèìî, ùî 1 ∗ f = f).
Iç [6] âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð T ìîæíà ïî-

äàòè ó âèãëÿäi

Tf =
Γ(µ2)

Γ(µ1)
[ϕ ∗ (Bf)], (2)

äå ϕ ∈ A(G), ïðè÷îìó ϕ = T1, à

Bf = A−1
%,µ2

A%,µ1f, f ∈ A(G). (3)

Âiäçíà÷èìî, ùî òàê âèçíà÷åíèé îïåðàòîð B
¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó A(G) íà ñåáå. Ðîç-
ãëÿíåìî íà A(G) îïåðàòîð T1, ÿêèé âèçíà-
÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

T1f =
Γ(µ1)

Γ(µ2)
T (B−1f), f ∈ A(G).

Âðàõîâóþ÷è, ùî T i B ¹ içîìîðôiçìàìè ïðî-
ñòîðó A(G) íà ñåáå, îòðèìà¹ìî, ùî T1 òàêîæ
¹ òàêèì içîìîðôiçìîì. Îñêiëüêè, î÷åâèäíî,

T1f = ϕ ∗ f, f ∈ A(G), (4)

òî, çãiäíî ç [4], ϕ(0) 6= 0.
Îòæå, âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi óìîâè íà-

ñòóïíî¨ òåîðåìè.
Òåîðåìà. Íåõàé äëÿ i ∈ {1, 2} ìà¹ìî, ùî

%i > 0, µi ∈ C (Re µi > 0), a Gi � çiðêî-
âà âiäíîñíî íóëÿ îáëàñòü â C. Içîìîðôiçì
T : A(G1) → A(G2) ¹ ðîçâ'ÿçêîì îïå-
ðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (1) òîäi é ëèøå òîäi,
êîëè %1 = %2 = %, G1 = G2 = G i T ïîäà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi (2), äå îïåðàòîð B âèçíà÷à-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3), à ϕ ∈ A(G), ïðè÷îìó
ϕ(0) 6= 0.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé %1 =
%2 = %, G1 = G2 = G i ϕ ∈ A(G), ïðè÷îìó
ϕ(0) 6= 0. Ðîçãëÿíåìî íà A(G) îïåðàòîð T ,
ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2). Òå, ùî âií
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1), âèïëèâà¹ ç [6]. Iç

[4] îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð T1, ÿêèé çàäà¹-
òüñÿ ðiâíiñòþ (4), ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó
A(G) íà ñåáå. Îñêiëüêè

Tf =
Γ(µ2)

Γ(µ1)
T1(Bf), f ∈ A(G),

òî T ¹ òàêîæ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó A(G)
íà ñåáå. Òåîðåìó äîâåäåíî.
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