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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÑÓÊÓÏÍÀ ÊÂÀÇIÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ
Ïîêàçàíî, ùî ìíîãîçíà÷íå çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X × Y → Z, ÿêå ãîðè-

çîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå çâåðõó òà çíèçó i íåïåðåðâíå /êâàçiíåïåðåðâíå/ çâåðõó òà çíèçó
âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ áóäå ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíèì çâåðõó òà çíèçó, ÿêùî X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó /äðóãó/ àêñiîìó çëi÷åííîñòi i Z � íîðìàëüíèé ïðîñòið.

Let X be a Baire space, Y be a �rst /second/ countable space and Z be a normal space. We
show that if a closed-valued multifunction F : X × Y → Z is both lower and upper horizontally
quasicontinuous and both lower and upper continuous /quasicontinuous/ with respect to the second
variable, then it is jointly lower and upper quasicontinuous.

1. Ïîíÿòòÿ êâàçiíåïåðåðâíîñòi, ÿêå áóëî
ââåäåíå Ñ.Êåìïiñòèì â [1] äëÿ îäíîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü, áóëî ïåðåíåñåíî íà ìíîãîçíà-
÷íi âiäîáðàæåííÿ i äîñëiäæóâàëîñü â ïðà-
öÿõ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà â îãëÿ-
äi Ò.Íîéáðóíà [2]. Â [3] áóëî âñòàíîâëå-
íî, ùî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ f : X ×
Y → Z, ÿêå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâ-
íå i íåïåðåðâíå /êâàçiíåïåðåðâíå/ âiäíîñíî
äðóãî¨ çìiííî¨ áóäå ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâ-
íèì, ÿêùî X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, ïðîñòið
Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó /äðóãó/ àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi i Z � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið.
Îñòàòî÷íå ïîêðàùåííÿ ðåçóëüòàòó ïðî ñó-
êóïíó êâàçiíåïåðåðâíiñòü îäíîçíà÷íèõ âiä-
îáðàæåíü, ÿêi ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâ-
íi i êâàçiíåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨
ïîäàíî â [4].

Â öié ðîáîòi ïåðåíåñåíî çãàäàíèé ðåçóëü-
òàò ç [3] íà âèïàäîê ìíîãîçíà÷íèõ âiäîáðà-
æåíü.

2. Íåõàé X,Y, Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.
Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → Z íà-
çèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì çâåðõó /çíèçó/ â òî-
÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðè-
òî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè W â Z, òàêî¨, ùî
F (x0) ⊆ W /F (x0) ∩ W 6= Ø/ iñíó¹ îêië
U òî÷êè x0 ∈ X, òàêèé, ùî F (x) ⊆ W
/F (x)∩W 6= Ø/ äëÿ âñiõ x ∈ U . Ìíîãîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ F : X → Z íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-
íåïåðåðâíèì çâåðõó /çíèçó/ â òî÷öi x0 ∈ X,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨

ìíîæèíè W â Z, òàêî¨, ùî F (x0) ⊆ W
/F (x0) ∩ W 6= Ø/ i äîâiëüíîãî îêîëó U òî-
÷êè x0 ∈ X iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà U1 â X, òàêà, ùî U1 ⊆ U i F (x) ⊆ W
/F (x) ∩W 6= Ø/ äëÿ âñiõ x ∈ U1. Ìíîãîçíà-
÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X × Y → Z íàçèâà¹-
òüñÿ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì çâåð-
õó /çíèçó/ â òî÷öi p0 ∈ X×Y , ÿêùî äëÿ äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè W â
Z, òàêî¨, ùî F (p0) ⊆ W /F (p0) ∩W 6= Ø/
i äîâiëüíèõ îêîëiâ U òà V òî÷îê x0 ∈ X òà
y0 ∈ Y âiäïîâiäíî, iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà U1 â X i òî÷êà y1 â Y , òàêi, ùî
U1 ⊆ U, y1 ∈ V i F (p) ⊆ W /F (p)∩W 6= Ø/
äëÿ âñiõ p ∈ U1 × {y1}. Ìíîãîçíà÷íå âiä-
îáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì çâåðõó
/çíèçó/, êâàçiíåïåðåðâíèì çâåðõó /çíèçó/
÷è ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì çâåðõó
/çíèçó/, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.
Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ çà-
ìêíåíîçíà÷íèì, ÿêùî îáðàç êîæíî¨ òî÷êè ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ.

3. Òåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, Z � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið i
F : X × Y → Z ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ,
ÿêå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå çâåðõó
òà çíèçó i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ
óìîâ:

(à) ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiî-
ìó çëi÷åííîñòi i F x íåïåðåðâíå çíèçó äëÿ
êîæíîãî x ∈ X;

(á) ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
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çëi÷åííîñòi i F x êâàçiíåïåðåðâíå çíèçó äëÿ
êîæíîãî x ∈ X.

Òîäi F êâàçiíåïåðåðâíå çíèçó çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ X×Y .
Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F êâàçiíåïå-
ðåðâíå çíèçó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â òî-
÷öi p0. Âiçüìåìî âiäêðèòó ìíîæèíó W â
Z, òàêó, ùî F (p0) ∩ W 6= Ø, i U òà V �
îêîëè âiäïîâiäíî òî÷îê x0 â X òà y0 â Y .
Îñêiëüêè ïðîñòið Z ðåãóëÿðíèé, òî iñíó¹ çà-
ìêíåíà ìíîæèíà W1, òàêà, ùî W1 ⊆ W i
F (p0) ∩ intW1 6= Ø. Âiäîáðàæåííÿ F ãîðè-
çîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå çíèçó â òî÷öi p0

òîìó iñíóþòü òî÷êà y1 ∈ V i âiäêðèòà ìíî-
æèíà U1 ⊆ U , òàêi, ùî F (p)∩ intW1 6= Ø äëÿ
êîæíîãî p ∈ U1 × {y1}.

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà (à). Íåõàé {V ′

n : n ∈ N} � áàçà îêîëiâ
òî÷êè y1 â Y . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè An =
= {x ∈ U1 : (∀y ∈ V

′
n)(F (x, y) ∩ intW1 6= Ø)}.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ F x íåïåðåðâíå çíè-
çó äëÿ êîæíîãî x ∈ X, òî

∞⋃
n=1

An = U1.
Òîäi iñíó¹ íîìåð n1, òàêèé, ùî An1 ùiëü-
íà â äåÿêié âiäêðèòié íåïîðîæíié ìíîæèíi
U
′
2 ⊆ U1, òîáòî U

′
2 ⊆ An1 i V

′
n ⊆ V .

Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (á) i
{V ′′

n : n ∈ N} � áàçà ïðîñòîðó Y . Ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíè An = {x ∈ U1 : (∀y ∈ V

′′
n )

(F (x, y)∩ intW1 6= Ø)}. Ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi
çíèçó âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiäîáðàæåííÿ
F âèïëèâà¹, ùî

∞⋃
n=1

An = U1. Òîäi iñíó¹ íî-
ìåð n2, òàêèé, ùî An2 ùiëüíà â äåÿêié âiä-
êðèòié íåïîðîæíié ìíîæèíi U

′′
2 ⊆ U1, òîáòî

U
′′
2 ⊆ An2 i V

′′
n2
⊆ V .

Â ïåðøîìó i â äðóãîìó âèïàäêó ìè îäåð-
æàëè âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó U2 â X,
ùiëüíó â U2 ìíîæèíó A i âiäêðèòó íåïîðî-
æíþ ìíîæèíó V1 â Y , òàêi, ùî U2 ⊆ U1,
U2 ⊆ A, V1 ⊆ V i F (x, y) ∩ intW1 6= Ø äëÿ
âñiõ (x, y) ∈ A× V1.

Ïîêàæåìî, ùî F (p) ∩ W1 6= Ø äëÿ êî-
æíîãî p ∈ U2 × V1. Íåõàé öå íå òàê,
i iñíó¹ òî÷êà p1 ∈ U2 × V1, òàêà, ùî
F (p1) ∩W1 = Ø. Òîäi ìíîæèíà W2 = Z \W1

âiäêðèòà i F (p1) ⊆ W2. Ç ãîðèçîíòàëüíî¨

êâàçiíåïåðåðâíîñòi çâåðõó ìà¹ìî, ùî iñíó-
þòü òî÷êà y2 ∈ V1 i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà U3 ⊆ U2, òàêi, ùî F (p) ⊆ W2 äëÿ êî-
æíîãî p ∈ U3 × {y2}. Îñêiëüêè U3 ∩ A 6= Ø,
òî iñíó¹ òî÷êà p2 ∈ (U3 ∩ A) × {y2}. Òîäi
F (p2) ⊆ W2 i F (p2) ∩ intW1 6= Ø. Îòðè-
ìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, F (p) ∩ W1 6= Ø
äëÿ êîæíîãî p ∈ U2 × V1, à çíà÷èòü i
F (p) ∩ W 6= Ø. Öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæå-
ííÿ F ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíå çíèçó â
òî÷öi p0.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Z � íîðìàëüíèé ïðîñòið i
F : X × Y → Z çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ, ÿêå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå
çâåðõó òà çíèçó i âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íà-
ñòóïíèõ óìîâ:

(à) ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiî-
ìó çëi÷åííîñòi i F x íåïåðåðâíå çâåðõó äëÿ
êîæíîãî x ∈ X;

(á) ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi i F x êâàçiíåïåðåðâíå çâåðõó äëÿ
êîæíîãî x ∈ X.

Òîäi F êâàçiíåïåðåðâíå çâåðõó çà ñóêóïíi-
ñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ X×Y .
Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ F êâàçiíåïå-
ðåðâíå çâåðõó çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ â òî-
÷öi p0. Âiçüìåìî âiäêðèòó ìíîæèíó W â Z,
òàêó, ùî F (p0) ⊆ W i U ×V � îêië òî÷êè p0.
Îñêiëüêè ïðîñòið Z íîðìàëüíèé, òî iñíó¹ çà-
ìêíåíà ìíîæèíà W1 i âiäêðèòà ìíîæèíà W2,
òàêi, ùî F (p0) ⊆ W2 ⊆ W1 ⊆ W . Âiäîáðàæå-
ííÿ F ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå çâåð-
õó â òî÷öi p0 òîìó iñíóþòü òî÷êà y1 ∈ V i
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1 ⊆ U , òàêi,
ùî F (p) ⊆ W2 äëÿ êîæíîãî p ∈ U1 × {y1}.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (à).
Íåõàé {V ′

n : n ∈ N} � áàçà îêîëiâ òî÷êè y1

â Y . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè An = {x ∈ U1 :
(∀y ∈ V

′
n)(F (x, y) ⊆ W2)}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

∞⋃
n=1

An = U1. Òîäi iñíó¹ íîìåð n1, òàêèé, ùî
An1 ùiëüíà â äåÿêié âiäêðèòié íåïîðîæíié
ìíîæèíi U

′
2 ⊆ U1, òîáòî U

′
2 ⊆ An1 i V

′
n1
⊆

V .
Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (á) i

{V ′′
n : n ∈ N} � áàçà ïðîñòîðó Y . Ðîçãëÿ-
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íåìî ìíîæèíè An = {x ∈ U1 : (∀y ∈ V
′′
n )

(F (x, y) ⊆ W2)}. Ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi çâåð-
õó âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiäîáðàæåííÿ F

âèïëèâà¹, ùî
∞⋃

n=1

An = U1. Òîäi iñíó¹ íî-
ìåð n2, òàêèé, ùî An2 ùiëüíà â äåÿêié âiä-
êðèòié íåïîðîæíié ìíîæèíi U

′′
2 ⊆ U1, òîáòî

U
′′
2 ⊆ An2 i V

′′
n2
⊆ V .

Â îáîõ âèïàäêàõ ìè îäåðæàëè âiäêðèòó
íåïîðîæíþ ìíîæèíó U2 â X, ùiëüíó â U2

ìíîæèíó A i âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíîæèíó
V1 â Y , òàêi, ùî U2 ⊆ U1, U2 ⊆ A, V1 ⊆ V i
F (x, y) ⊆ W2 äëÿ âñiõ (x, y) ∈ A× V1.

Ïîêàæåìî, ùî F (p) ⊆ W1 äëÿ êîæíî-
ãî p ∈ U2 × V1. Íåõàé öå íå òàê, òîáòî
iñíó¹ òî÷êà p1 ∈ U2 × V1 òàêà, ùî
F (p1) 6⊆ W1. Òîäi ìíîæèíà W3 = Z \W1 âiä-
êðèòà i F (p1) ∩ W3 6= Ø. Ç ãîðèçîíòàëüíî¨
êâàçiíåïåðåðâíîñòi çíèçó ìà¹ìî, ùî iñíóþòü
òî÷êà y2 ∈ V1 i âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæè-
íà U3 ⊆ U2, òàêi, ùî F (p) ∩ W3 6= Ø äëÿ
êîæíîãî p ∈ U3×{y2}. Îñêiëüêè U3∩A 6= Ø,
òî iñíó¹ òî÷êà p2 ∈ (U3 ∩ A) × {y2}. Òîäi
F (p2) ∩ W3 6= Ø i F (p2) ⊆ W2. Îòðèìàëè
ñóïåðå÷íiñòü. Òîäi F (p) ⊆ W1 äëÿ êîæíîãî
p ∈ U2×V1, à îòæå, i F (p) ⊆ W . Öå i îçíà÷à¹
êâàçiíåïåðåðâíiñòü çâåðõó ôóíêöi¨ F .

ßê íàñëiäîê ç òåîðåì 1 - 2 îäåðæó¹ìî íà-
ñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiî-
ìó çëi÷åííîñòi, Z � íîðìàëüíèé ïðîñòið i
F : X × Y → Z çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ, ÿêå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå
çâåðõó òà çíèçó i íåïåðåðâíå çâåðõó òà çíè-
çó âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi F êâàçiíåïå-
ðåðâíå çâåðõó òà çíèçó çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiî-
ìó çëi÷åííîñòi, Z � íîðìàëüíèé ïðîñòið i
F : X × Y → Z çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ, ÿêå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå
çâåðõó òà çíèçó i êâàçiíåïåðåðâíå çâåðõó òà
çíèçó âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi F êâàçi-
íåïåðåðâíå çâåðõó òà çíèçó çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ.
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