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ÁÅÐIÂÑÜÊÀ ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÍÀÐIÇÍÎ ÍÀÏIÂÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ I
ÌÎÍÎÒÎÍÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Äîâåäåíî íàëåæíiñòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà ôóíêöié äâîõ çìiííèõ, ÿêi íàïiâíåïåðåðâíi
çâåðõó âiäíîñíî îäíi¹¨ çìiííî¨ i íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó âiäíîñíî iíøî¨, i ôóíêöié, ÿêi ìîíîòîííi
âiäíîñíî îäíi¹¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíi âiäíîñíî iíøî¨.

We show that functions of two variables which are upper semi-continuous in the �rst variable
and lower semi-continuous in the second variable, and functions which are monotonous in the �rst
variable and continuous in the second variable belong to the �rst Baire class.

1. Âiäîáðàæåííÿ f : X → R, âèçíà÷å-
íå íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, íàçèâà¹-
òüñÿ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (fn) íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié fn : X → R òàêà, ùî f(x) = lim

n→∞
fn(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Äëÿ äîâiëüíîãî íå
áiëüø íiæ çëi÷åííîãî îðäèíàëà α âiäîáðà-
æåííÿ f : X → R íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ áå-
ðiâñüêîãî êëàñó α, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
(fn) ôóíêöié fn : X → R, ÿêi ¹ ôóíêöiÿìè
áåðiâñüêîãî êëàñó, ìåíøîãî, íiæ α, òàêà, ùî
f(x) = lim

n→∞
fn(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ôóí-

êöi¨ áåðiâñüêîãî êëàñó α, äå α � äåÿêèé íå
áiëüø, íiæ çëi÷åííèé îðäèíàë, íàçèâàþòüñÿ
âèìiðíèìè çà Áåðîì.

Ð. Áåð ó ñâî¨é êëàñè÷íié ïðàöi [1] ïîêà-
çàâ, ùî âiäîáðàæåííÿ f : R→ R ¹ ôóíêöi¹þ
ïåðøîãî êëàñó Áåðà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè E ⊆ R çâóæåííÿ f |E
ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíó E ¹ òî÷êîâî ðîçðèâ-
íèì. Â [2] áóëî óçàãàëüíåíî öåé ðåçóëüòàò
íà âèïàäîê âiäîáðàæåíü f : X → R, âèçíà-
÷åíèõ íà ñïàäêîâî áåðiâñüêîìó äîñêîíàëîìó
ïàðàêîìïàêòi X.

Ç iíøîãî áîêó, ïèòàííÿ áåðiâñüêî¨ êëàñè-
ôiêàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié äâîõ i
áiëüøî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, ÷è ôóíêöié äâîõ
çìiííèõ, íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî îäíi¹¨ çìií-
íî¨ i ïåâíîãî êëàñó Áåðà âiäíîñíî iíøî¨, äî-
ñèòü iíòåíñèâíî âèâ÷àëèñÿ â ïðàöÿõ áàãà-
òüîõ ìàòåìàòèêiâ (À. Ëåáå à, Ã. Ãàíà, Â. Ìî-
ðàíà, Â. Ðóäiíà, Ã. Âåðè, Â. Ìàñëþ÷åíêà,

Î. Ñîá÷óêà, Ò. Áàíàõà, Ì. Áóðêå òà iíøèõ).
Çîêðåìà, â [3] ïîêàçàíî, ùî äëÿ ìåòðèçîâ-
íîãî ïðîñòîðó X i òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó
Y äîâiëüíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ÿêà
íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i áåðiâ-
ñüêîãî êëàñó α âiäíîñíî äðóãî¨, ¹ ôóíêöi¹þ
(α+1)-ãî êëàñó Áåðà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.
Ïðè÷îìó ëåãêî áà÷èòè, ùî, íàâiòü, ó âèïàä-
êó X = Y = R iñíó¹ íåâèìiðíå çà Áåðîì
âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → R, ÿêå ¹ ôóí-
êöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà âiäíîñíî êîæíî¨
çìiííî¨ çîêðåìà (äëÿ öüîãî äîñèòü ðîçãëÿíó-
òè õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ íåáîðåëiâñüêî¨
ïiäìíîæèíè äiàãîíàëi â R2).

Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðîðîäíî âèíèêàþòü ïè-
òàííÿ ïðî áåðiâñüêó êëàñèôiêàöiþ ôóíêöié
äâîõ çìiííèõ, ÿêi âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨
÷è îäíi¹¨ iç çìiííèõ çàìiñòü óìîâè íåïåðåðâ-
íîñòi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó òèïó íàïiâíåïå-
ðåðâíîñòi çâåðõó (çíèçó), ìîíîòîííîñòi, òî-
ùî.

Â äàíié ñòàòòi ìè, âèêîðèñòîâóþ÷è âè-
ùåçãàäàíèé ðåçóëüòàò ç [2], äîâåäåìî íàëå-
æíiñòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà ôóíêöié äâîõ
çìiííèõ, ÿêi íàïiâíåïåðåðâíi çâåðõó âiäíî-
ñíî îäíi¹¨ çìiííî¨ i íàïiâíåïåðåðâíi çíèçó
âiäíîñíî iíøî¨, i ôóíêöié, ÿêi ìîíîòîííi âiä-
íîñíî îäíi¹¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíi âiäíîñíî ií-
øî¨.

2. Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ.
Ôóíêöiÿ f : X → R, âèçíà÷åíà íà òîïî-

ëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîâî
ðîçðèâíîþ, ÿêùî ìíîæèíà òî÷îê íåïåðåðâ-
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íîñòi ôóíêöi¨ f ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ äî-

ñêîíàëèì, ÿêùî êîæíà çàìêíåíà â X ìíî-
æèíà ¹ ìíîæèíîþ òèïó Gδ.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ
ñïàäêîâî áåðiâñüêèì, ÿêùî êîæíèé çàìêíå-
íèé éîãî ïiäïðîñòið ¹ áåðiâñüêèì.

Ôóíêöiÿ f : X → R, âèçíà÷åíà íà òîïî-
ëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíå-
ïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó) â òî÷öi x0 ∈ X,
ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ îêië U òî-
÷êè x0 òàêèé, ùî f(x) < f(x0) + ε (f(x) >
f(x0) − ε) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U . Ôóíêöiÿ
f : X → R, íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó (çíèçó)
â êîæíié òî÷öi x ∈ X, íàçèâà¹òüñÿ íàïiâíå-
ïåðåðâíîþ çâåðõó (çíèçó).

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið ç ìåòðèêîþ d, f : X → Y
� âiäîáðàæåííÿ, A ⊆ X i B ⊆ Y � íåïî-
ðîæíi ìíîæèíè. ×åðåç ωf (A) ïîçíà÷àòèìå-
ìî êîëèâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f íà ìíîæè-
íi A, ÿêå îçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ ωf (A) =
sup

x′,x′′∈A
d(f(x′), f(x′′)). ßêùî, êðiì òîãî, x ∈

X i U � ñèñòåìà âñiõ îêîëiâ òî÷êè x â ïðî-
ñòîði X, òî ÷èñëî inf

U∈U
ωf (U) íàçèâà¹òüñÿ êî-

ëèâàííÿì âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x i ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ωf (x).

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ áåðiâñüêó êëàñèôi-
êàöiþ íàðiçíî íàïiâíåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X, Y � ìåòðèçîâíi
ïðîñòîðè òàêi, ùî ïðîñòið Z = X × Y
� ñïàäêîâî áåðiâñüêèé (íàïðèêëàä, ïîâíîìå-
òðèçîâíi ïðîñòîðè), i f : X × Y → R �
ôóíêöiÿ, ÿêà íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó âiäíî-
ñíî çìiííî¨ x i íàïiâíåïåðåðâíà çíèçó âiä-
íîñíî çìiííî¨ y. Òîäi f ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî
êëàñó Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [2, òåîðåìà 2] äî-
ñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî f òî÷êîâî ðîçðèâíà íà
êîæíié çàìêíåíié â Z ìíîæèíi.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi ìåòðèêè | · − · |X i
|·−·|Y íà ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ÿêi ïî-
ðîäæóþòü ¨õíi òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè, i äëÿ
äîâiëüíèõ z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ Z ïî-
êëàäåìî |z1 − z2|Z = max{|x1 − x2|X , |y1 −
y2|Y }. Íåõàé F � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ çà-
ìêíåíà â Z ìíîæèíà, g = f |F i ε > 0. Äî-

ñòàòíüî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Gε = {z ∈ F :
ωf (z) < ε} ¹ ùiëüíîþ â F .

Íåõàé G ⊆ F � äîâiëüíà âiäêðèòà â F
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N
ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fn ìíîæèíó âñiõ òî÷îê
(x, y) ∈ G òàêèõ, ùî

f(x′, y) < f(x, y) +
ε

7
i f(x, y′) > f(x, y)− ε

7

äëÿ äîâiëüíèõ x′ ∈ X i y′ ∈ Y ç |x−x′|X < 1
n

i |y − y′|Y < 1
n
. Îñêiëüêè G =

∞⋃
n=1

Fn i F �
áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî iñíóþòü âiäêðèòà â F
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà W ⊆ G i íîìåð n0 ∈ N
òàêi, ùî W ⊆ Fn0 , ïðè÷îìó áåç îáìåæåíü
çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî |z1 −
z2|Z < 1

n0
äëÿ äîâiëüíèõ z1, z2 ∈ W .

Ïîêàæåìî, ùî ωg(W ) < ε. Íåõàé z1 =
(x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ W

⋂
Fn0 . Òîäi |x1 −

x2|X < 1
n0

i |y1 − y2|Y < 1
n0
, òîìó g(x1, y1) <

f(x1, y2) + ε
7

< g(x2, y2) + 2ε
7

i g(x2, y2) <

f(x2, y1) + ε
7

< g(x1, y1) + 2ε
7
. Îòæå, |g(z1) −

g(z2)| < 2ε
7
.

Íåõàé w = (x, y) ∈ W � äîâiëüíà òî÷êà.
Iñíó¹ δ ∈ (0, 1

n0
) òàêå, ùî

f(x′, y) < f(x, y) +
ε

7
i f(x, y′) > f(x, y)− ε

7

äëÿ äîâiëüíèõ x′ ∈ X i y′ ∈ Y ç |x−x′|X < δ i
|y − y′|Y < δ. Îñêiëüêè ìíîæèíà Fn0 ùiëüíà
â W , òî iñíó¹ z ∈ Fn0

⋂
W òàêå, ùî |w −

z|Z < δ. Òîäi, ÿê i ðàíiøå, îäåðæèìî, ùî
|g(w)− g(z)| < 2ε

7
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê
w1, w2 ∈ W , âèáðàâøè âiäïîâiäíi òî÷êè z1 =
(x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ W

⋂
Fn0 , îäåðæèìî

|g(w1)− g(w2)| ≤ |g(w1)− g(z1)|+

+|g(z1)− g(z2)|+ |g(z2)− g(w2)| < 6ε

7
.

Îòæå, ωg(W ) < ε.
3. Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ ìîíîòîííi

âiäíîñíî îäíi¹¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíi âiäíîñíî
iíøî¨.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè êîæíà ìîíîòîí-
íà íà R ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó
Áåðà, òî çãiäíî ç [3] êîæíà ôóíêöiÿ f : R2 →
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R, ìîíîòîííà âiäíîñíî îäíi¹¨ çìiííî¨ i íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî iíøî¨, ¹ ôóíêöi¹þ äðóãîãî
êëàñó Áåðà.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò óòî÷íþ¹ êëàñèôi-
êàöiþ òàêèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � ëiíiéíî âïîðÿäêî-
âàíèé ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið
òàêi, ùî ïðîñòið Z = X × Y � ñïàäêîâî
áåðiâñüêèé äîñêîíàëèé ïàðàêîìïàêò, i f :
X × Y → R � ôóíêöiÿ, ìîíîòîííà âiäíî-
ñíî çìiííî¨ x i íåïåðåðâíà âiäíîñíî çìiííî¨
y. Òîäi f ¹ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé | · − · |Y � ìåòðèêà íà
Y , ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãi÷íó ñòðóêòó-
ðó. Âiçüìåìî äîâiëüíó íåïîðîæíþ çàìêíå-
íó â Z ìíîæèíó F i ε > 0. Àíàëîãi÷íî, ÿê
ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè, äîñòà-
òíüî äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Gε = {z ∈ F :
ωg(z) < ε} ¹ ùiëüíîþ â F , äå g = f |F .

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó âiäêðèòó â F íåïî-
ðîæíþ ìíîæèíó G i äîâiëüíå çëi÷åííå ïî-
êðèòòÿ (In : n ∈ N) ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R ií-
òåðâàëàìè In äîâæèíè ìåíøî¨, íiæ ε. Äëÿ
äîâiëüíèõ m,n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç Fmn

ìíîæèíó âñiõ òî÷îê z = (x, y) ∈ G òà-
êèõ, ùî g(x, y′) ∈ In äëÿ êîæíîãî y′ ∈ Y

ç |y − y′|Y < 1
m
. Îñêiëüêè G =

∞⋃
m,n=1

Fmn i
F � áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî iñíóþòü âiäêðè-
òà â F íåïîðîæíÿ ìíîæèíà W ⊆ G i íîìåðè
m0, n0 ∈ N òàêi, ùî W ⊆ Fm0n0 . Âiçüìåìî äî-
âiëüíó âiäêðèòó íåïîðîæíþ êóëþ V ðàäióñà

1
2m0

òàêó, ùî C = G
⋂

(X × V ) 6= Ø.
Ïðèïóñòèìî, ùî |prX(C

⋂
Fm0n0)| ≤ 2, äå

prX : X × Y → X, prX(x, y) = x. Îñêiëüêè
ìíîæèíà Fm0n0 ùiëüíà ó âiäêðèòié â F ìíî-
æèíi C, òî |prX(C)| ≤ 2. Âðàõóâàâøè, ùî
f íåïåðåðâíà âiäíîñíî çìiííî¨ y, îäåðæèìî,
ùî g íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè C,
çîêðåìà, C ⊆ Gε

⋂
G.

Íåõàé z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2), z3 =
(x3, y3) ∈ C

⋂
Fm0n0 , ïðè÷îìó x1 < x2 < x3.

Òîäi f({x1} × V ) ⊆ In0 i f({x3} × V ) ⊆ In0 .
Îñêiëüêè f ìîíîòîííà âiäíîñíî çìiííî¨ x, òî
f(U × V ) ⊆ In0 , äå U = {x ∈ X : x1 < x <
x3}. Òîìó ωf (U×V ) < ε, çîêðåìà, ωg(z2) < ε.
Îòæå, Gε

⋂
G 6= Ø.

Íàñëiäîê 3.Íåõàé X � ïîâíîìåòðèçîâ-
íèé ïðîñòið i f : R × X → R � ôóíêöiÿ,
ìîíîòîííà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi f ¹ ôóí-
êöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà.
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