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ПРО НЕПЕРЕРВНIСТЬ ЛЕДЬ НЕПЕРЕРВНИХ ЛIНIЙНИХ I
БIЛIНIЙНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Доведено, що кожне бiлiнiйне ледь неперервне у деякiй точцi вiдображення f : X×Y → Z,
де X,Y, Z – довiльнi топологiчнi векторнi простори, є неперервним, а якщо простiр Z ло-
кально обмежений, то неперервним буде i кожне локально обмежене в деякiй точцi бiлiнiйне
вiдображення f : X × Y → Z.

We prove that every bilinear somewhat continuous at some point mapping f : X × Y → Z,
where X,Y, Z are arbitrary topological vector spaces, is continuous. If, moreover, the space Z is
locally bounded then every locally bounded at some point bilinear mapping f : X × Y → Z is
continuous.

1.Вступ. У XX столiттi в математи-
цi виникло багато послаблень неперервно-
стi (квазiнеперервнiсть, ледь неперервнiсть,
майже неперервнiсть, майже ледь неперерв-
нiсть, тощо), яких зараз нараховується по-
над 100. Стосовно кожного з них виникає
питання: чи буде лiнiйне вiдображення f :
X → Y мiж топологiчними векторними про-
сторами (коротко: ТВП) X i Y , яке ослабле-
но неперервне в тому чи iншому сенсi, не-
перервним? Аналогiчне питання можна ста-
вити i для полiномiальних, бiлiнiйних чи n-
лiнiйних вiдображень.

Можливо, однiєю з перших теорем на цю
тему є класична теорема Банаха про замкне-
ний графiк [1, с.35], з якої випливає, що ко-
жне лiнiйне вiдображення f : X → Y мiж
банаховими просторами X i Y , яке має за-
мкнений графiк, буде неперервним. В.Птак
встановив теорему про неперервнiсть лiнiй-
ного вiдображення, в якiй фiгурує майже не-
перервнiсть [2, с.125, т.7]: якщо X i Y – гаус-
дорфовi локально опуклi простори, причому
простiр Y суперповний, i f : X → Y лi-
нiйне майже неперервне вiдображення, що
має замкнений графiк, то f неперервне. З
неї вiн отримав свою теорему про замкне-
ний графiк [2, с.127, т.8]: якщо X – гаус-
дорфовий бочковий простiр, Y – гаусдор-
фовий суперповний простiр i f : X → Y
– лiнiйне вiдображення, яке має замкнений
графiк, то f неперервне. Вiдомi й iншi ва-

рiанти теореми про замкнений графiк [3, 4].
Ще один вiдомий нам результат належить
З.Пьотровському [2, th.4], який помiтив, що
для довiльних ТВП X i Y кожне лiнiйне
ледь неперервне вiдображення f : X → Y
буде неперервним.

У цiй роботi ми розвиваємо результат
Пьотровського, встановивши, що для до-
вiльних ТВП X,Y i Z кожне бiлiнiйне ледь
неперервне вiдображення f : X × Y → Z
буде неперервним. Крiм того, ми доводимо,
що лiнiйне вiдображення f : X → Y з ТВП
X у локально обмежений ТВП Y , яке ло-
кально обмежене в деякiй точцi x з X, буде
неперервним. Подiбний результат є i для бi-
лiнiйних вiдображень.

2. Неперервнiсть лiнiйних ледь не-
перервних вiдображень. Нехай X i Y –
топологiчнi простори, f : X → Y – вiдобра-
ження i x0 ∈ X. Нагадаємо, що вiдображе-
ння f називається ледь неперервним у то-
чцi x0, якщо для кожного околу V точки
y0 = f(x0) у просторi Y iснує така вiдкрита
непорожня множина G в X, що f(G) ⊆ V ,
iншими словами, якщо intf−1(V ) 6= ∅ для
кожного околу V точки y0 в Y . Кажуть, що
f ледь неперервне, якщо воно є таким у ко-
жнiй точцi x з простору X.

Почнемо з доведення результату Пьотро-
вького у покращенiй редакцiї. Пiд лiнiйнi-
стю вiдображення f : X → Y , де X i Y –
векторнi простори над одним i тим же по-
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лем K = R або C, ми розумiємо його ади-
тивнiсть i однорiднiсть, якi означають вiд-
повiдно, що f(x1 + x2) = f(x1) + f(x2) i
f(λx) = λf(x) для довiльних векторiв x1, x2

i x з X i скаляра λ ∈ K.
Теорема 1. Нехай X i Y – ТВП,

f : X → Y – лiнiйне вiдображення,
яке ледь неперервне у деякiй точцi x0 з X.
Тодi f неперервне.

Доведення. Ми будемо доводити непе-
рервнiсть f у точцi 0. Оскiльки f лiнiйне,
то f(0) = 0. Нехай V – довiльний окiл ну-
ля в Y . Як добре вiдомо [6, с.15], iснує та-
кий заокруглений окiл нуля V0 у просторi
Y , що V0 + V0 ⊆ V . Оскiльки f ледь не-
перервне в точцi x0 i множина y0 + V0, де
y0 = f(x0), є околом точки y0 в Y , то iснує
така вiдкрита непорожня множина G в X,
що f(G) ⊆ y0 + V0. Множина U = G − G
мiстить 0, адже iснує a ∈ G, бо G 6= ∅, i
0 = a−a ∈ U . Крiм того, вона вiдкрита в X,
адже U =

⋃
y∈G

(G− y), а множини G− y вiд-

критi в X, бо G−y = ϕ(G), де ϕ(G) = x−y,
а зсув ϕ : X → X – це гомеоморфiзм [6, п.6,
с.13]. Таким чином, U – це окiл нуля в X.
Але з лiнiйностi вiдображення f випливає,
що

f(U) = f(G)− f(G) ⊆ (y0 + V0)− (y0 + V0) =
= y0 + V0 − y0 − V0 = V0 − V0 = V0 + V0 ⊆ V,

бо множина V0 заокруглена. Таким чином,
f(U) ⊆ V , що дає нам неперервнiсть f у то-
чцi 0. Звiдси ми негайно отримуємо [7, тв.2,
с.11], що f – неперервне вiдображення.

3. Неперервнiсть локально обме-
жених вiдображень. Нагадаємо, що пiд-
множина A ТВП X називається обмеженою
[6, с.45], якщо вона поглинається будь-яким
околом нуля U в X, тобто для кожного око-
лу нуля U в X iснує таке γ > 0, що A ⊆ λU ,
як тiльки |λ| ≥ γ.

Нехай X – топологiчний простiр (коро-
тко: ТП), Y – ТВП i f : X → Y – вiдобра-
ження. Воно називається локально обмеже-
ним у точцi x0 ∈ X, якщо iснує такий окiл
U точки x0 в X, що його образ f(U) – це
обмежена множина у просторi Y .

ТВП Y називається локально обмеже-
ним [6, п.28, с.47], якщо в ньому iснує обме-
жений окiл нуля V . Якщо V – обмежений
окiл нуля в Y , то, як легко перевiрити [6,
тв.3, с.48], система його кратних {εV : ε >
0} є базою околiв нуля в Y . Локально обме-
женими будуть всi нормованi i p-нормованi
простори.

Теорема 2. Нехай X – ТП, Y – локаль-
но обмежений ТВП i f : X → Y ледь непе-
рервне в деякiй точцi x0 ∈ X вiдображення.
Тодi f буде локально обмеженим у всiх то-
чках деякої непорожньої вiдкритої множини
G у просторi X.

Доведення. Оскiльки простiр Y локально
обмежений, то в ньому iснує обмежений окiл
нуля V . Тодi його зсув y0 + V , де y0 = f(x0),
буде обмеженим околом точки y0 в Y . З
ледь неперервностi f у точцi x0 випливає,
що iснує така вiдкрита в X непорожня мно-
жина G, що f(G) ⊆ y0 + V . Множина G є
околом кожної своєї точки, а її образ f(G) –
це обмежена множина в просторi Y , як пiд-
множина обмеженої множини y0 + V . Тому
f локально обмежена в кожнiй точцi з G.

Звичайно, локально обмежена функцiя
чи навiть обмежена не зобов’язана бути ледь
неперервною, наприклад, функцiя Дiрiхле
f = χQ : R → R обмежена, але не є ледь
неперервною в жоднiй точцi з R.

У тому випадку, коли Y – локально обме-
жений ТВП, можна запропонувати i такий
пiдсилений варiант теореми 1.

Теорема 3. Нехай X – ТВП, Y – локаль-
но обмежений ТВП i f : X → Y – лiнiйне
вiдображення, яке є локально обмеженим у
деякiй точцi x0 простору X. Тодi f неперерв-
не.

Доведення. За умовою iснує такий окiл
Ux0 точки x0 в X, що його образ f(Ux0) – це
обмежена множина у просторi Y . Оскiльки
X – це ТВП, то iснує такий окiл нуля U в X,
що Ux0 = x0 + U . З лiнiйностi вiдображення
f випливає, що

B = f(U) = f(Ux0 − x0) = f(Ux0)− f(x0).

Тодi образ B = f(U) – це обмежена множина
у просторi Y , бо такою є образ f(Ux0).
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Нехай V – обмежений окiл нуля в Y . Тодi
система {εV : ε > 0} – це база околiв ну-
ля в Y . Окiл V поглинає множину B, тому
iснує така константа γ > 0, що B ⊆ γV . З
однорiдностi f тодi випливає, що для δ = ε

γ

f(δU) = δf(U) = δB ⊆ δγV = εV.

Оскiльки δU – це теж окiл нуля разом з U ,
то отримане включення f(δU) ⊆ εV пока-
зує, що вiдображення f неперервне в нулi, а
значить, i в кожнiй точцi з X.

4. Бiлiнiйнi вiдображення. Для вiд-
ображення f : X × Y → Z i точки p =
(x, y) ∈ X × Y покладемо fx(y) = f(p) =
fy(x). Нехай X, Y i Z – векторнi просто-
ри над одним i тим же полем K = R або
C. Вiдображення f : X × Y → Z називає-
ться бiлiнiйним, якщо воно нарiзно лiнiйне,
тобто для кожного x ∈ X i кожного y ∈ Y
вiдображення fx : Y → Z i fy : X → Z
лiнiйнi. Наступне твердження добре вiдоме,
але його доведення годi шукати у моногра-
фiях з ТВП, у книзi Гельмута Шефера [8,
с.152, вправа 16] частина його пропонується
як вправа. Ми дамо тут його доведення для
повноти викладу.

Теорема 4. Нехай X, Y i Z – ТВП над
одним i тим же полем K i f : X × Y → Z –
бiлiнiйне вiдображення. Тодi наступнi умови
рiвносильнi:

(i) f неперервне;
(ii) f неперервне в деякiй точцi p0 =

(x0, y0) ∈ X × Y ;
(iii) f неперервне в точцi 0 = (0, 0).
Доведення. Пiд неперервнiстю вiдобра-

ження f : X×Y → Z у точцi p0 = (x0, y0) ми
розумiємо його сукупну неперервнiсть, яка
означає, що для кожного околу Wz0 точки
z0 = f(p0) у просторi Z iснують такi око-
ли Ux0 i Vy0 точок x0 i y0 у просторах X i
Y вiдповiдно, що f(Ux0 × Vy0) ⊆ Wz0 . Iмплi-
кацiя (i) ⇒ (ii) очевидна, бо неперервнiсть
вiдображення f означає його неперервнiсть
у кожнiй точцi p0 ∈ X × Y .

(ii) ⇒ (iii). Нехай f неперервне в точцi
p0 = (x0, y0). Ясно, що тодi лiнiйнi вiдобра-
ження fx0 : Y → Z i fy0 : X → Z будуть
неперервними у точках y0 i x0 вiдповiдно.

Але в такому разi, як добре вiдомо, вони бу-
дуть неперервнi i в кожнiй точцi, зокрема, в
нулi.

Доведемо, що f неперервне в точцi (0, 0).
Нехай W – довiльний окiл нуля в Z. Зна-
йдемо такий заокруглений окiл нуля W0 в
Z, що W0 + W0 + W0 ⊆ W i такi околи ну-
ля U i V у просторах X i Y вiдповiдно, що
fx0(V ) ⊆ W0, fy0(U) ⊆ W0 i f((x0+U)×(y0+
V )) ⊆ z0 + W0. З бiлiнiйностi вiдображення
f випливає, що

f(x0 + u, y0 + v) =
f(x0, y0) + f(x0, v) + f(u, y0) + f(u, v)

для довiльних u i v з X. Тому для u ∈ U i
v ∈ V матимемо, що f(u, v) = f(x0 + u, y0 +
v)−z0−fx0(v)−fy0(u) ∈ W0−W0−W0 = W0+
W0 + W0 ⊆ W. Таким чином, f(U ×V ) ⊆ W ,
що i дає нам неперервнiсть у точцi (0, 0).

(iii) ⇒ (i). Нехай f неперервне в точцi
(0, 0) i p0 = (x0, y0) – довiльна точка з добу-
тку X × Y . Доведемо, що f неперервне i в
точцi p0.

Спочатку з’ясуємо, що вiдображення fx0

i fy0 неперервнi в точцi 0. Нехай W – до-
вiльний окiл нуля в Z. З неперервностi f у
точцi (0, 0) випливає, що iснують такi околи
нуля U i V у просторах X i Y вiдповiдно, що
f(U × V ) ⊆ W . Оскiльки околи нуля в ТВП
радiальнi множини [6, с.13], то iснують такi
числа α > 0 i β > 0, що x0 ∈ αU i y0 ∈ βV .
В такому разi

fx0(
1

α
V ) ∈ f(αU× 1

α
V ) = α · 1

α
f(U×V ) ⊆ W

i так само fy0(
1
β
U) ⊆ W. Оскiльки 1

α
V i 1

β
U

– це околи нуля у просторах Y i X вiдпо-
вiдно, то доведенi включення i дають нам
неперервнiсть fx0 i fy0 в нулi.

Тепер вiзьмемо такий заокруглений окiл
нуля W0 в Z, що W0 + W0 + W0 ⊆ W i
знайдемо такi околи нуля U0 i V0 у просто-
рах X i Y вiдповiдно, що fx0(V0) ⊆ W0,
fy0(U0) ⊆ W0 i f(U0 × V0) ⊆ W0. В такому
разi, коли u = x− x0 ∈ U0 i v = y − y0 ∈ V0,
то

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x0, v) + f(u, y0) +
+f(u, v) ∈ W0 + W0 + W0 ⊆ W,
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а це i дає нам неперервнiсть вiдображення f
у точцi p0.

5. Неперервнiсть нарiзно неперерв-
них ледь неперервних бiлiнiйних вiд-
ображень. У цьому пунктi ми доведемо те-
орему, яку пiдсилимо далi iншим методом.

Теоема 5. Нехай X,Y i Z – ТВП над
одним i тим же полем K, f : X × Y → Z
– бiлiнiйне нарiзно неперервне вiдображен-
ня, яке ледь неперервне в деякiй точцi p0 =
(x0, y0) з X × Y . Тодi f неперервне.

Доведення. На основi теореми 4 досить
довести неперервнiсть f у точцi (0, 0), для
якої f(0, 0) = 0. Розглянемо окiл нуля W у
просторi Z i знайдемо для нього такi околи
нуля U i V у просторах X i Y вiдповiдно, що
f(U × V ) ⊆ W .

Спочатку вiзьмемо такий заокруглений
окiл нуля W0 в Z, що

W0 + W0 + W0 + W0 ⊆ W.

Нехай z0 = f(p0). Оскiльки f ледь непе-
рервне в точцi p0, то iснує така вiдкрита не-
порожня множина G в X×Y , що f(G) ⊆ z0+
W0. Вiзьмемо якусь точку q0 = (u0, v0) ∈ G.
Оскiльки вiдображення fu0 i fv0 неперерв-
нi i множина G вiдкрита в X × Y , то iсну-
ють такi околи нуля U i V у просторах X i
Y вiдповiдно, що (u0 + U) × (v0 + V ) ⊆ G,
fu0(V ) ⊆ W0 i fv0(U) ⊆ W0. Тодi для u ∈ U i
v ∈ V будемо мати

f(u, v) =
f(u0+u, v0+v)−f(u0, v)−f(u, v0)−f(u0, v0) =
f(u0 +u, v0 + v)− f(u0, v0)− fu0(v)− fv0(u) ∈
(z0 + W0)− (z0 + W0)−W0−W0 = z0 + W0−
z0−W0−W0−W0 = W0 +W0 +W0 +W0 ⊆ W,

отже, f(U × V ) ⊆ W , що й треба було дове-
сти.

6. Неперервнiсть ледь неперервних
бiлiнiйних вiдображень. Тут ми пока-
жемо, що умову нарiзної неперервностi вiд-
ображення f у теоремi 5 можна зняти.

Теорема 6. Нехай f : X × Y → Z – бi-
лiнiйне ледь неперервне в деякiй точцi p0 =
(x0, y0) ∈ X × Y вiдображення. Тодi f непе-
рервне.

Доведення. Нехай W – довiльний окiл ну-
ля в Z i W0 – такий заокруглений окiл нуля

в Z, що W0 + W0 + W0 + W0 ⊆ W . Оскiль-
ки f ледь неперервне в точцi p0, то iснують
такi вiдкритi непорожнi множини G i H у
просторах X i Y вiдповiдно, що f(G×H) ⊆
z0 +W0. Множина U = G−G – це окiл нуля
в просторi X. Для довiльного u ∈ U iсну-
ють такi вектори x1 i x2 з G, що u = x1−x2.
Тодi для довiльного y ∈ H будемо мати, що
f(u, y) = f(x1 − x2, y) = f(x1, y)− f(x2, y) ∈
z0+W0−z0−W0 = W0+W0. Отже, f(U×H) ⊆
W0 + W0. Далi множина V = H − H – це
окiл нуля в Y . Для довiльного v ∈ V iсну-
ють вектори y1 i y2 з H, такi, що v = y1− y2.
Тодi для довiльного u ∈ U отримаємо, що
f(u, v) = f(u, y1 − y2) = f(u, y1) − f(u, y2) ∈
W0+W0−W0−W0 = W0+W0+W0+W0 ⊆ W .
Таким чином, виходить, що f(U × V ) ⊆ W ,
а це i дає нам неперервнiсть f у точцi (0, 0).
Тому f неперервне на основi теореми 4.

7. Неперервнiсть бiлiнiйних ло-
кально обмежених вiдображень. Ана-
логiчно до теореми 2 можна довести вiдпо-
вiдне твердження i для бiлiнiйних вiдобра-
жень.

Теорема 7. Нехай X i Y – ТВП, а Z –
локально обмежений ТВП i f : X×Y → Z –
бiлiнiйне вiдображення, яке локально обме-
жене у якiсь точцi p0 = (x0, y0) з X×Y . Тодi
f неперервне.

Доведення. За умовою iснують такi околи
Ux0 i Vy0 точок x0 i y0 у просторах X i Y
вiдповiдно, що множина A = f(Ux0 × Vy0)
обмежена в Z. Множини U = Ux0 − Ux0 i
V = Vy0−Vy0 – це околи нуля у просторах X
i Y вiдповiдно. Для довiльних u ∈ U i v ∈ V
iснують такi вектори x1 i x2 з Ux0 i y1 та y2 з
Vy0 , що u = x1−x2 i v = y1−y2. Тодi f(u, v) =
f(x1 − x2, y1 − y2) = f(x1, y1) − f(x2, y1) −
f(x1, y2) + f(x2, y2) ∈ A − A − A + A = B.
Отже, f(U × V ) ⊆ B, причому множина B
обмежена разом з множиною A.

За припущенням iснує обмежений окiл
нуля W в просторi Z. Вiн поглинає обме-
жену множину B, тому iснує таке γ > 0, що
γW ⊇ B. Для даного ε > 0 розглянемо чи-
сло δ = ε

γ
. Тодi

f(δU × V ) = δf(U × V ) ⊆ δB =
ε

γ
B ⊆ εW.

Буковинський математичний журнал. 2014. – Т. 2, № 4. 95



Оскiльки δU – це окiл нуля i множини виду
εW , де ε > 0, утворюють базу околiв нуля в
просторi Z, то включення f(δU ×V ) ⊆ εW
показує, що вiдображення f неперервне в
точцi (0, 0), а значить, i в кожнiй точцi за
теоремою 4.
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