
ÓÄÊ 517.983

c©2007 p. Þ.Ñ. Ëií÷óê

×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÄÅßÊI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ, ÙÎ � ËIÂÈÌÈ ÎÁÅÐÍÅÍÈÌÈ
ÄÎ ÌÍÎÆÅÍÍß ÍÀ ÍÅÇÀËÅÆÍÓ ÇÌIÍÍÓ

Ó êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü ó ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ó äîâiëü-
íèõ îáëàñòÿõ ôóíêöié, îäåðæàíî çîáðàæåííÿ êîìóòàíòà äîâiëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ¹ ëiâèì
îáåðíåíèì äî ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó, à òàêîæ äîñëiäæåíi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi îïå-
ðàòîðiâ âêàçàíîãî âèãëÿäó.

We obtain representations of the commutant for any operator which is the left inverse to the
multiplication by an independent variable and investigate conditions for equivalence of operators of
an indicated form in the class of linear continuous operators acting in spaces of analytic functions
with arbitrary domains.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè. ×åðåç H(G) ïîçíà÷èìî ïðîñòið
óñiõ àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi G ôóíêöié, ùî
íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi
[1], à ñèìâîëîì L(H(G)) � ìíîæèíó âñiõ ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó
H(G). ßêùî G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëå-
êñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó z = 0 i ¹
çiðêîâîþ âiäíîñíî öi¹¨ òî÷êè, òî ôîðìóëîþ
(J f)(z) =

z∫
0

f(t)dt, äå iíòåãðóâàííÿ çäié-
ñíþ¹òüñÿ ïî âiäðiçêó, ùî ç'¹äíó¹ òî÷êè 0 òà
z, âèçíà÷à¹òüñÿ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïå-
ðàòîð, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîði H(G). Çàãàëüíèé
âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî
äiþòü ó ïðîñòîðiH(G) i ¹ ïðàâèìè îáåðíåíè-
ìè äî äèôåðåíöiþâàííÿ, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

A = J + L, (1)

äå L � äîâiëüíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóí-
êöiîíàë íà ïðîñòîði H(G). I.Õ. Äiìîâñüêèé
òà éîãî ó÷íi äîñêîíàëî âèâ÷èëè ðiçíi âëà-
ñòèâîñòi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ,
ùî ¹ ïðàâèìè îáåðíåíèìè äî äèôåðåíöiþ-
âàííÿ i äiþòü ó ïðîñòîði H(G). Ó âèïàäêó,
êîëè îáëàñòü G ¹ îïóêëîþ, äëÿ êîæíîãî ç
òàêèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði H(G) ïîáóäî-
âàíà íåòðèâiàëüíà çãîðòêà (çãîðòêà Áåðãà-
Äiìîâñêîãî), çíàéäåíî çîáðàæåííÿ óñiõ íå-
ïåðåðâíèõ çãîðòîê äëÿ îïåðàòîðiâ âèäó (1),

îïèñàíi óñi ìóëüòèïëiêàòîðè çãîðòêè Áåðãà-
Äiìîâñüêîãî òà êîìóòàíò êîæíîãî îïåðàòî-
ðà âèäó (1). Öi ðåçóëüòàòè à òàêîæ ¨õíi
çàñòîñóâàííÿ ñèñòåìàòèçîâàíi â ìîíîãðàôi-
¨¨ [2]. Ïiçíiøå â [3] âèâ÷åíi óìîâè åêâiâà-
ëåíòíîñòi â ïðîñòîði H(G) äâîõ ðiçíèõ ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî ¹ ïðà-
âèìè îáåðíåíèìè äî äèôåðåíöiþâàííÿ. Â
[4] äåÿêi ç öèõ ðåçóëüòàòiâ óçàãàëüíåíi íà
âèïàäîê îïåðàòîðiâ, ÿêi ¹ ïðàâèìè îáåð-
íåíèìè äî óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
Ãåëüôîíäà�Ëåîíòü¹âà.

ßêùî G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü òî÷êó z = 0, òî
ôîðìóëîþ (∆f)(z) = f(z)−f(0)

z
ïðè z 6= 0

i (∆f)(0) = f ′(0) âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð
Ïîìì'¹ ∆, ÿêèé íàëåæèòü êëàñó L(H(G)).
Îïåðàòîð Ïîìì'¹ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì
îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ
i çà ñâî¨ìè âëàñòèâîñòÿìè â ïåâíîìó ñåíñi
áëèçüêèé äî îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ. Â
ðîáîòàõ [5], [6] çàäà÷i, àíàëîãi÷íi äî ïåðåðà-
õîâàíèõ âèùå, ðîçâ'ÿçàíi äëÿ îïåðàòîðiâ, ùî
¹ ïðàâèìè îáåðíåíèìè äî îïåðàòîðà Ïîìì'¹.

Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò.
Òîäi ôîðìóëîþ

B =
d

dz
+ Uϕδ0, (2)
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äå Uϕ � îïåðàòîð ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ ϕ(z)
ç ïðîñòîðó H(G), à δ0(f) = f(0), îïèñó¹òüñÿ
ìíîæèíà âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðà-
òîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði H(G) i ¹ ëiâèìè
îáåðíåíèìè äî îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ J .
Òîìó öiëêîì ëîãi÷íî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî
ðîçâ'ÿçàííÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðiâ
âèäó (2). Àëå êîæåí îïåðàòîð âèäó (2) åêâi-
âàëåíòíèé ó ïðîñòîðiH(G) äî îïåðàòîðà äè-
ôåðåíöiþâàííÿ. Çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî
êîæíi äâà îïåðàòîðè, ÿêi ¹ ëiâèìè îáåðíåíè-
ìè äî îïåðàòîðà iíòåãðóâàííÿ, ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè ìiæ ñîáîþ â ïðîñòîði H(G). Êîìó-
òàíò îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ â ïðîñòî-
ðàõ H(G) îïèñàíèé â [7]. Âèêîðèñòîâóþ÷è
öi òâåðäæåííÿ, ëåãêî îäåðæàòè îïèñ êîìó-
òàíòà êîæíîãî îïåðàòîðà âèäó (2) â êëàñi
L(H(G)).

Ó çâ'ÿçêó çi ñêàçàíèì âèùå öiëêîì ïðèðî-
äíî âèíèêàþòü àíàëîãi÷íi çàäà÷i äëÿ îïåðà-
òîðiâ, ùî ¹ ëiâèìè îáåðíåíèìè äî îïåðàòîðà
ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìiííó ó ïðîñòîði
H(G). ßêùî G � äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëå-
êñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäè-
íàò, òî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîðiH(G) i ¹
ëiâèìè îáåðíåíèìè äî îïåðàòîðà ìíîæåííÿ
íà íåçàëåæíó çìiííó, äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

C = ∆ + Uϕδ0, (3)

äå ϕ(z) � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ç ïðî-
ñòîðó H(G). Êîìóòàíò îïåðàòîðà Ïîìì'¹ â
ïðîñòîðàõ H(G) îïèñàíî â [8], [9]. Îïåðàòîð
(3) áóäå åêâiâàëåíòíèì ó ïðîñòîði H(G) äî
îïåðàòîðà Ïîìì'¹ ∆ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ôóíêöiÿ 1− zϕ(z) íå ìà¹ íóëiâ â îáëàñòi G.
Òîìó ñêîðèñòàòèñü âëàñòèâîñòÿìè îïåðàòî-
ðà Ïîìì'¹ äëÿ âèâ÷åííÿ âiäïîâiäíèõ âëàñòè-
âîñòåé îïåðàòîðiâ (3) â çàãàëüíîìó âèïàäêó
íåìîæëèâî.

Â öié ñòàòòi âèâ÷à¹òüñÿ çîáðàæåííÿ îïå-
ðàòîðiâ, ÿêi ïåðåñòàâíi ç ôiêñîâàíèì îïåðà-
òîðîì C, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3).
Äîñëiäæåíi òàêîæ óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi
äâîõ äîâiëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ¹ ëiâèìè
îáåðíåíèìè äî îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà íå-
çàëåæíó çìiííó. Çàóâàæèìî, ùî îñíîâíi ðå-
çóëüòàòè öi¹¨ ñòàòòi àíîíñîâàíi â [10].

Òåîðåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
â C, ÿêà ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à
ϕ(z) � ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ ç H(G). Äëÿ òîãî,
ùîá îïåðàòîð T ∈ L(H(G)), áóâ ïåðåñòàâ-
íèì ç îïåðàòîðîì C = ∆ + Uϕδ0, íåîáõiäíî
i äîñòàòíüî, ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi

(Tf)(z) = L
ζ

[
zf(z)ψ(ζ)− ζf(ζ)ψ(z)

z − ζ
,

]
(4)

äå L � äîâiëüíèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóí-
êöiîíàë íà ïðîñòîði H(G), à ψ(z) = 1 −
zϕ(z).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ëi-
íiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T ∈ L(H(G))
ç õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ t(λ, z) =
T

[
1

λ−z̃

]
[1], ïåðåñòàâíèé ç C, òîáòî âèêîíó¹-

òüñÿ ðiâíiñòü:
TC = CT. (5)

Ïîäiÿâøè ðiâíiñòþ (5) íà ôóíêöiþ 1
λ−z

,
îäåðæèìî, ùî íà ìíîæèíi F [6] âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ
1

λ
(t(λ, z)+ϕ1(z)) =

t(λ, z)− t(λ, 0)

z
+ϕ(z)t(λ, 0),

äå ϕ1(z) = (Tϕ)(z), ϕ1 ∈ H(G). Ðîçâ'ÿçàâøè
îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ âiäíîñíî t(λ, z), îäåðæèìî,
ùî íà ìíîæèíi F

t(λ, z) =
zϕ1(z)

λ− z
+

(1− zϕ(z))λt(λ, 0)

λ− z
. (6)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ t(λ, z) ¹ ëîêàëüíî àíà-
ëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G × G, òî ôóíêöiÿ
l(λ) = t(λ, 0) ¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi {G.
Òîìó iñíó¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiî-
íàë L íà ïðîñòîði H(G), äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ
t(λ, 0) ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîþ, òîáòî t(λ, 0) =

L
ζ

[
1

λ−ζ

]
[1].

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð T1, ÿêèé äi¹ çà ïðà-
âèëîì: (T1f)(z) = zϕ1(z)f(z)+

+(1− zϕ(z))L
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
.

Çðîçóìiëî, ùî T1 ∈ L(H(G)) i õàðàêòåðè-
ñòè÷íà ôóíêöiÿ îïåðàòîðà T1 çáiãà¹òüñÿ ç
ôóíêöi¹þ t(λ, z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ (6). Òîìó T = T1. Äëÿ çíàõîäæåííÿ
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ôóíêöi¨ ϕ1(z) ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì T íà ϕ(z).
Îäåðæèìî: ϕ1(z)(1− zϕ(z)) =

= (1− zϕ(z))L
ζ

[
zϕ(z)− ζϕ(ζ)

z − ζ

]
.

Îñêiëüêè 1 − zϕ(z) 6≡ 0 â G, òî ç îñòàííüî¨
ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïðè z ∈ G

ϕ1(z) = L
ζ

[
zϕ(z)− ζϕ(ζ)

z − ζ

]
.

Òàêèì ÷èíîì,

(Tf)(z) = zL
ζ

[
zϕ(z)− ζϕ(ζ)

z − ζ

]
f(z)+

+(1− zϕ(z))L
ζ

[
zf(z)− ζf(ζ)

z − ζ

]
=

= L
ζ

[
zf(z)(1− ζϕ(ζ))− ζf(ζ)(1− zϕ(z))

z − ζ

]
.

Ïîçíà÷èâøè ψ(z) = 1−zϕ(z), îäåðæèìî, ùî
îïåðàòîð T ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (4).

Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè 1 ¹ î÷åâèäíîþ.
Äîñëiäèìî äàëi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi

äâîõ ðiçíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ¹ ëiâèìè îáåðíå-
íèìè äî îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó
çìiííó.

Ëåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò i ϕ ∈ H(G), à z0 ∈ G, ïðè÷î-
ìó z0 6= 0. Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî λ = 1

z0
áó-

ëî âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà C = ∆ +
Uϕδ0, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá z0ϕ(z0) =
1. Ïðè âèêîíàííi îñòàííüî¨ óìîâè âëàñíèé
ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H(G), ùî âiäïîâiäà¹
âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = 1

z0
, ¹ òàêèì

Hλ =

{
c(1− zϕ(z))

z − z0

: c ∈ C
}

. (7)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî 1
z0
, äå

z0 ∈ G\{0}, áóëî âëàñíèì çíà÷åííÿì îïå-
ðàòîðà C, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá iñíóâà-
ëà íåíóëüîâà ôóíêöiÿ f ∈ H(G), äëÿ ÿêî¨
Cf = 1

z0
f . Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ðiâíî-

ñèëüíå òîìó, ùî ïðè z ∈ G

(z − z0)f(z) = c(1− zϕ(z)), (8)

äå c � äåÿêà ñòàëà, ÿêà âiäìiííà âiä íó-
ëÿ. Ç (8) âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî λ = 1

z0
áóäå

âëàñíèì çíà÷åííÿì äëÿ îïåðàòîðà C òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè òî÷êà z0 áóäå íóëåì ôóí-
êöi¨ 1− zϕ(z). Ïðè âèêîíàííi îñòàííüî¨ óìî-
âè, âiäïîâiäíå âëàñíå çíà÷åííÿ λ = 1

z0
áó-

äå îäíîêðàòíèì i ìíîæèíà ôóíêöié {f ∈
H(G) : Cf = 1

z0
f} çáiãà¹òüñÿ ç (7).

Äëÿ îïåðàòîðà T ∈ L(H(G)) ÷åðåç KerT
ïîçíà÷àòèìåìî ÿäðî îïåðàòîðà T , à ÷åðåç E
� îäèíè÷íèé îïåðàòîð ç êëàñó L(H(G)).

Ëåìà 2. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò, ϕ ∈ H(G), à z0 ∈ G i ¹ n-
êðàòíèì íóëåì ôóíêöi¨ 1− zϕ(z). Òîäi:
à) ∀k = 1, n : Ker(C − 1

z0
E)k =

{
k−1∑
i=0

ci
zk−1−i(1−zϕ(z))

(z−z0)k−i : ci ∈ C, i = 0, k − 1};
á) ∀m ∈ N : Ker(C − 1

z0
E)n+m = Ker(C −

1
z0

E)n.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ à) äîâåäåìî ií-
äóêöi¹þ ïî k. Ïðè k = 1 éîãî ïðàâèëüíiñòü
âèïëèâà¹ ç ëåìè 1. Äîïóñòèìî, ùî òâåðäæå-
ííÿ à) ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ äåÿêîãî k < n i
ïåðåâiðèìî, ùî âîíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ k + 1.

Íåõàé (C − 1
z0

E)k+1f = 0. Òîäi (C −
1
z0

E)f ∈ Ker(C − 1
z0

E)k i òîìó iñíóþòü ñòàëi
c̃i ∈ C, i = 0, k − 1, äëÿ ÿêèõ

∆f(z) + f(0)ϕ(z)− 1

z0

f(z) =

=
k−1∑
i=0

c̃i
zk−1−i(1− zϕ(z))

(z − z0)k−i
.

Òîìó ïðè z ∈ G\{z0}

(1− z

z0

)f(z) = f(0)(1− zϕ(z))+

+
k−1∑
i=0

c̃i
zk−i(1− zϕ(z))

(z − z0)k−i
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ïðè z ∈ G\{z0}

f(z) =
k∑

i=0

ci
zk−i(1− zϕ(z))

(z − z0)k+1−i
, (9)
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äå ci, i = 0, k, � äåÿêi ñòàëi. Íàâïàêè, îñêiëü-
êè z0 ¹ n-êðàòíèì íóëåì ôóíêöi¨ 1− zϕ(z) i
k+1 ≤ n, òî äëÿ äîâiëüíèõ ñòàëèõ ci, i = 0, k,
ôîðìóëîþ (9) âèçíà÷à¹òüñÿ äåÿêà ôóíêöiÿ
f , ÿêà àíàëiòè÷íà íà ìíîæèíi G \ {0}, i äëÿ
ÿêî¨ òî÷êà z0 ¹ óñóâíîþ îñîáëèâiñòþ. Òî-
ìó öÿ ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî ïðîñòîðó H(G).
Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ
â òîìó, ùî ôóíêöiÿ f ∈ Ker(C − 1

z0
E)k+1.

Òàêèì ÷èíîì, òâåðäæåííÿ à) äîâåäåíå.
Ïåðåâiðèìî ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ á)

ïðè m = 1. Íåõàé f ∈ Ker(C − 1
z0

E)n+1. Òî-
äi (C− 1

z0
E)f ∈ Ker(C− 1

z0
E)n i, âèêîðèñòî-

âóþ÷è òâåðäæåííÿ à) ïðè k = n, îäåðæèìî,
ùî ïðè z 6= z0

f(z) =
n∑

i=0

ci
zn−i(1− zϕ(z))

(z − z0)n+1−i
, (10)

äå ci, i = 0, n, � äåÿêi ñòàëi. Îñêiëüêè f ∈
H(G) i òî÷êà z0 ¹ n-êðàòíèì íóëåì ôóí-
êöi¨ 1 − zϕ(z), òî ñïðÿìóâàâøè â ðiâíîñòi
(10) z äî z0, îäåðæèìî, ùî c0 = 0. Òîìó
f ∈ Ker(C− 1

z0
E)n i òâåðäæåííÿ á) âèêîíó¹-

òüñÿ ïðè m = 1. Ïðàâèëüíiñòü á) äëÿ äîâiëü-
íîãî íàòóðàëüíîãî m ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ïîäiáíî äî òîãî, ÿê
öå ðîáèëîñÿ ïðè äîâåäåííi òâåðäæåííÿ à).

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò i ôóíêöi¨ ϕi ∈ H(G), i = 1, 2.
Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð C1 = ∆+Uϕ1δ0 áóâ
åêâiâàëåíòíèì ó ïðîñòîði H(G) äî îïåðà-
òîðà C2 = ∆+Uϕ2δ0, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî,
ùîá îäíî÷àñíî âèêîíóâàëèñÿ óìîâè:
à) íà G ìíîæèíè íóëiâ ôóíêöié 1− zϕ1(z)
òà 1− zϕ2(z) çáiãàëèñÿ;
á) êðàòíîñòi îäíàêîâèõ íóëiâ ôóíêöié 1 −
zϕ1(z) òà 1−zϕ2(z), ÿêi íàëåæàòü îáëàñòi
G, áóëè ðiâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïå-
ðàòîðè C1 òà C2 ¹ åêâiâàëåíòíèìè â H(G).
Òîäi iñíó¹ içîìîðôiçì T ∈ L(H(G)), äëÿ ÿêî-
ãî

TC1 = C2T. (11)

Îñêiëüêè ó åêâiâàëåíòíèõ îïåðàòîðiâ ìíî-
æèíè âëàñíèõ çíà÷åíü çáiãàþòüñÿ, òî ïðà-
âèëüíiñòü òâåðäæåííÿ à) âèïëèâà¹ ç ëåìè 1.

Íåõàé z0 ∈ G � ñïiëüíèé íóëü ôóíêöié 1−
zϕ1(z) òà 1−zϕ2(z). Ç ðiâíîñòi (11) âèïëèâà¹,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî k

T (C1 − 1

z0

E)k = (C2 − 1

z0

E)kT. (12)

Îñêiëüêè T � içîìîðôiçì ç êëàñó L(H(G)),
òî ç (12) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî k ðîçìiðíîñòi ïiäïðîñòîðiâ
Ker(C1− 1

z0
E)k òà Ker(C2− 1

z0
E)k çáiãàþòüñÿ.

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2, îäåðæó¹ìî,
ùî á) âèêîíó¹òüñÿ.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè à) òà á) òåîðåìè 2. Òîäi ôóíêöiÿ ψ(z) =
1−zϕ1(z)
1−zϕ2(z)

¹ àíàëiòè÷íîþ íà ìíîæèíi G i íå ïå-
ðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü íà öié ìíîæèíi. Òîìó
îïåðàòîð ìíîæåííÿ T = Uψ ¹ içîìîðôiçìîì
ïðîñòîðó H(G). Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ
ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî (∆ + Uϕ1δ0)T =
T (∆ + Uϕ2δ0).

Íàñëiäîê. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ÿêà ìiñòèòü ïî÷à-
òîê êîîðäèíàò i ôóíêöiÿ ϕ ∈ H(G). Äëÿ
òîãî, ùîá îïåðàòîð ∆+Uϕδ0 áóâ åêâiâàëåí-
òíèì â H(G) äî îïåðàòîðà ∆, íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî, ùîá 1− zϕ(z) 6= 0 ïðè z ∈ G.
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