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Äîñëiäæåíi êðèòåði¨ ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâíîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ïðîñòîðó [ρ, σ].

Criterias of pointwise applicability of integral operators of an in�nite order with constant
factors to the space [ρ, σ] are researched.

Äëÿ ðiçíèõ êëàñiâ äèôåðåíöiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â ïðàöÿõ Ã.
Ìóããëi, Ð. Ñiêêåìè, Ð.Ï. Áîàñà, Ì.Ã. Õà-
ïëàíîâà, Þ.Ô. Êîðîáåéíiêà, Â.Â. Ìîðæàêî-
âà òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ âèâ÷åíi íåîáõiäíi
òà äîñòàòíi óìîâè ¨õ çàñòîñîâíîñòi äëÿ ði-
çíèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (äèâ.
iñòîðè÷íèé îãëÿä öèõ ïèòàíü â [1]). Çíà-
÷íî ìåíøå âèâ÷åíi óìîâè çàñòîñîâíîñòi ií-
òåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó äî ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Äåÿêi
ç òàêèõ äîñëiäæåíü ïðîâåäåíi â ïðàöÿõ [2]�
[4]. Ðàçîì ç òèì ïðàêòè÷íî íå äîñëiäæåíi
óìîâè çàñòîñîâíîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó äî ïiäïðîñòîðiâ
ïðîñòîðó öiëèõ ôóíêöié. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàí-
íi ðiçíîìàíiòíèõ çàäà÷ êîìïëåêñíîãî àíàëi-
çó ïðèðîäíèì ÷èíîì âèíèêà¹ ïðîñòið öiëèõ
ôóíêöié [ρ, σ], (ρ > 0, 0 ≤ σ < ∞), òîáòî
ïðîñòið ôóíêöié, ïîðÿäîê ÿêèõ ìåíøèé çà
ρ àáî äîðiâíþ¹ ρ, àëå â îñòàííüîìó âèïàä-
êó òèï íå ïåðåâèùó¹ σ. Öåé ïðîñòið i éî-
ãî ïîçíà÷åííÿ ââåäåíi Â.Ë. Ãîí÷àðîâèì ïðè
ðîçâ'ÿçóâàííi iíòåðïîëÿöiéíèõ çàäà÷ i ãðóí-
òîâíî âèâ÷à¹òüñÿ â ìîíîãðàôii¨ [5]. Ïðîñòið
[ρ, σ] ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì i ôóíêöiÿ f(z) =
∞∑

n=0

fnzn íàëåæèòü äî ïðîñòîðó [ρ, σ] òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè lim
n→∞

n
1
ρ n
√
|fn| ≤ (σeρ)

1
ρ . Òî-

ïîëîãiÿ íà ïðîñòîði [ρ, σ] çàäà¹òüñÿ ñèñòå-

ìîþ íîðì {|| · ||ε : 0 < ε < ∞}, äå

||f ||ε = max
0≤r<∞

(
max
|z|≤r

|f(z)|e−(σ+ε)rρ

)
. (1)

Â öié ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ óìîâè ïîòî÷êî-
âî¨ çàñòîñîâíîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó äî ïðîñòîðó [ρ, σ].
Ñèñòåìà ñòåïåíiâ (zn)∞n=0 óòâîðþ¹ áàçèñ ó
ïðîñòîði [ρ, σ] i ||z0||ε = 1,

||zn||ε =

(
n

ρe(σ + ε)

)n
ρ

, n = 1, 2, . . . .

Íàâåäåìî äåÿêi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ
Ëåìà 1. ßêùî 0 < ε1 < ε, òî ÷èñëîâèé

ðÿä
∞∑

n=0

||zn||ε
||zn||ε1

çáiãà¹òüñÿ.
Ëåìà 2. Äëÿ êîæíîãî ε > 0 i äîâiëüíèõ

öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë m òà n âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

||zm||ε||zn||ε ≤ ||zm+n||ε.

Ëåìà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i äëÿ êî-
æíî¨ ôóíêöi¨ f(z) =

∞∑
n=0

fnz
n ç ïðîñòîðó

[ρ, σ] ïðè n = 0, 1, . . . âèêîíóþòüñÿ íåðiâíî-
ñòi

|fn| ≤ ||f ||ε
||zn||ε . (2)

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó
(1) i îöiíêè Êîøi äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó
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öiëî¨ ôóíêöi¨ f(z) ó ñòåïåíåâèé ðÿä, îäåð-
æó¹ìî

|fn|||zn||ε = |fn| max
0≤r<∞

(
rne−(σ+ε)rρ)

=

= max
0≤r<∞

(|fn|rne−(σ+ε)rρ) ≤

≤ max
0≤r<∞

(
max
|z|≤r

(|f(z)|e−(σ+ε)rρ))
= ||f ||ε,

çâiäêè âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi (2).
Íåõàé (αn)∞n=0 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü âiä-

ìiííèõ âiä íóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Îïåðà-
òîð óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Jα, ùî ïî-
áóäîâàíèé çà ïîñëiäîâíiñòþ (αn)∞n=0, íà åëå-
ìåíòàõ ñòåïåíåâîãî áàçèñó äi¹ çà ïðàâèëîì:

Jαzn =
αn+1

αn

zn+1, n = 0, 1, . . . . (3)

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá îïåðàòîð óçà-
ãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Jα, ÿêèé íà åëå-
ìåíòàõ ñòåïåíåâîãî áàçèñó âèçíà÷à¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿìè (3), ìîæíà áóëî ëiíié-
íèì i íåïåðåðâíèì ÷èíîì ïðîäîâæèòè äî
ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà, ùî äi¹ â
ïðîñòîði [ρ, σ], íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá

à) lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
αn+1

αn

∣∣∣∣ ≤ 1, ïðè σ > 0;

á) lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
αn+1

αn

∣∣∣∣ < ∞, ïðè σ = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Äîïóñòèìî,
ùî îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Jα

ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ â [ρ, σ]. Òîäi äëÿ
íüîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà íåïåðåâíîñòi, òîáòî

∀ε > 0 ∃ε1 > 0 ∃C > 0 ∀f ∈ [ρ, σ]

||Jαf ||ε ≤ C||f ||ε1 .

Ïîêëàäàþ÷è òóò f(z) = zn, n = 0, 1, . . .,
îäåðæèìî, ùî

∀ε > 0 ∃ε1 > 0 ∃C > 0 ∀n ≥ 0
∣∣∣∣
αn+1

αn

∣∣∣∣ ≤ C
||zn||ε1

||zn+1||ε . (4)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0 i çíàéäåíi äëÿ
íüîãî ε1 > 0 òà C > 0 çãiäíî (4). Äîáóâàþ÷è
ç îáîõ ÷àñòèí íåðiâíîñòi (4) êîðiíü n-ãî ñòå-
ïåíÿ i ïåðåõîäÿ÷è â îäåðæàíié íåðiâíîñòi äî
âåðõíüî¨ ãðàíèöi ïðè n →∞ ìàòèìåìî

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣
αn+1

αn

∣∣∣∣ ≤ lim
n→∞

n

√
||zn||ε1

||zn+1||ε ≤

≤ σ + ε

σ + ε1

.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü óìîâ à) òà á).
Äîñòàòíiñòü. Íåõàé óìîâà à) àáî á)

âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-
êöi¨ f(z) =

∞∑
n=0

fnz
n ∈ [ρ, σ] ôóíêöiÿ

∞∑
n=0

fn
αn+1

αn
zn+1 íàëåæèòü ïðîñòîðó [ρ, σ].

Òîìó ôîðìóëîþ

(Jαf)(z) =
∞∑

n=0

fn
αn+1

αn

zn+1 (5)

âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð Jα, ÿêèé äi¹ â ïðî-
ñòîði [ρ, σ]. Éîãî ëiíiéíiñòü ¹ î÷åâèäíîþ, à
íåïåðåâíiñòü îäåðæó¹òüñÿ çà ïðèíöèïîì ðiâ-
íîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi, îñêiëüêè Jα ¹ ïîòî-
÷êîâîþ ãðàíèöåþ â [ρ, σ] ïîñëiäîâíîñòi ñêií-
÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ.

Îïåðàòîð çâè÷àéíîãî iíòåãðóâàííÿ J , ùî
äi¹ çà ïðàâèëîì (J f)(z) =

z∫
0

f(t)dt, ¹ ÷à-
ñòèííèì âèïàäêîì îïåðàòîðà óçàãàëüíåíîãî
iíòåãðóâàííÿ i çà òåîðåìîþ 1 J ëiíiéíî òà
íåïåðåâíî äi¹ â êîæíîìó ç ïðîñòîðiâ [ρ, σ].

Âèâ÷èìî äàëi óìîâè ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâ-
íîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêó äî ïðîñòîðó [ρ, σ]. Íåõàé îïåðà-
òîð óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Jα ïîáóäî-
âàíèé çà ïîñëiäîâíiñòþ (αn)∞n=0, ÿêà çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 1. Äîïóñòèìî, ùî ïî-
ñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (cn)∞n=0 òàêà,
ùî ðÿä

∞∑
n=0

cn(J n
α f)(z) (7)

çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ [ρ, σ] â
êîæíié òî÷öi z êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Òîäi
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äëÿ êîæíî¨ ôiêñîâàíî¨ òî÷êè z ∈ C i äëÿ äî-
âiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ [ρ, σ] ÷èñëîâà ïîñëiäîâ-
íiñòü (cn(J n

α f)(z))∞n=0 ¹ îáìåæåíîþ. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöiîíàëiâ (Ln)∞n=0, ÿêi íà ïðîñòîði [ρ, σ]
äiþòü çà ïðàâèëàìè: Lnf = cn(J n

α f)(z), n =
0, 1, . . ., ¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíîþ. Îñêiëüêè
[ρ, σ] ¹ ïðîñòîðîì Ôðåøå, òî öÿ ïîñëiäîâ-
íiñòü ôóíêöiîíàëiâ ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâ-
íîþ, òîáòî

∀z ∈ C ∃ε > 0 ∃C > 0 ∀f ∈ [ρ, σ] ∀n = 0, 1, . . . ,

|cn(J n
α f)(z)| ≤ C||f ||ε. (8)

Ïîêëàäàþ÷è â (8) f(z) = zk, k = 0, 1, . . ., i
âðàõîâóþ÷è, ùî J n

α zk = αn+k

αk
zn+k, îäåðæè-

ìî, ùî

∀z ∈ C ∃ε > 0 ∃C > 0 ∀n, k = 0, 1, . . .

|cn|
∣∣∣∣
αn+k

αk

∣∣∣∣ |z|n+k ≤ C||zk||ε. (9)

Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè íåîáõiäíiñòü óìîâè
íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé îïåðàòîð óçàãàëüíå-
íîãî iíòåãðóâàííÿ Jα íåïåðåðâíî äi¹ â ïðî-
ñòîði [ρ, σ], à (cn)∞n=0 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî-
âèé ðÿä (7) çáiãàâñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f
ç ïðîñòîðó [ρ, σ] â êîæíié òî÷öi z êîìïëå-
êñíî¨ ïëîùèíè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá
âèêîíóâàëàñÿ óìîâà (9).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Äîïóñòèìî,
ùî óìîâà (9) âèêîíó¹òüñÿ. Âiçüìåìî äîâiëü-
íó ôóíêöiþ f(z) =

∞∑
n=0

fnz
n ç ïðîñòîðó [ρ, σ]

i äîâiëüíó òî÷êó z0 ∈ C. Îöiíèìî çàãàëüíèé
÷ëåí ðÿäó (7) â òî÷öi z = z0. Âèáåðåìî z ∈ C
òàêèì, ùîá |z0| < |z|, i íåõàé ε > 0 òà C > 0
çíàéäåíi äëÿ âèáðàíîãî z çãiäíî óìîâè (9).
Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 3, îäåðæèìî, ùî
ïðè n = 0, 1, . . .

|cn(J n
α f)(z0)| =

∣∣∣∣∣cn

∞∑

k=0

fk
αn+k

αk

zn+k
0

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∞∑

k=0

|fk||cn|
∣∣∣∣
αn+k

αk

∣∣∣∣ |z|n+k

( |z0|
|z|

)n+k

≤

≤
∞∑

k=0

C|fk|||zk||ε
( |z0|
|z|

)n+k

≤

≤ C||f ||ε
( |z0|
|z|

)n ∞∑

k=0

( |z0|
|z|

)k

.

Òàêèì ÷èíîì, |cn(J n
α f)(z0)| ≤ C1(

|z0|
|z| )

n, n =

0, 1, . . ., äå C1 � äåÿêà ñòàëà. Òîìó ðÿä (7)
çáiãà¹òüñÿ ïðè z = z0. Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Jα ¹ çâè÷àé-
íèì iíòåãðóâàííÿì J , òîáòî αn = 1

n!
, n =

0, 1, . . .. Òîäi óìîâà (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∀z ∈ C ∃ε > 0 ∃C > 0 ∀n, k = 0, 1, . . .

|cn| k!

(n + k)!
|z|n+k ≤ C||zk||ε. (10)

Çîêðåìà, ïðè k = 0 ç (10) âèïëèâà¹, ùî

∀z ∈ C ∃ε > 0 ∃C > 0 ∀n = 0, 1, . . .

|cn|
n!

≤ C

|z|n .

Çâiäñè îäåðæèìî, ùî

lim
n→∞

n

√
|cn|
n!

= 0. (11)

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ç (11) âèïëèâà¹ (10) i
¹ ïðàâèëüíèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê. Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä
∞∑

n=0

cn(J nf)(z) çáiãàâñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-
êöi¨ f ç ïðîñòîðó [ρ, σ] â êîæíié òî÷öi
z êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, íåîáõiäíî i äî-
ñòàòíüî, ùîá ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ
÷èñåë (cn)∞n=0 çàäîâîëüíÿëà óìîâó (11).
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