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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þ.Ôåäüêîâè÷à

ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÇÀ ÑÒÅËËIÍ�ÇÎÌ, ÍÀÐIÇÍÀ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÒÀ
ÔÓÍÊÖI� Ç ÇÀÌÊÍÅÍÈÌ ÃÐÀÔIÊÎÌ

Äîâåäåíî, ùî êîæíà íåïåðåðâíà çà Ñòåëëií çîì ôóíêöiÿ f : R→ R ç çàìêåíåíèì ãðàôiêîì ¹
íåïåðåðâíîþ.

We prove that every Stallings' continuous function f : R→ R with closed graph is continuous.

1. Ó ìàòåìàòèöi ÕÕ ñòîëiòòÿ ç'ÿâèëî-
ñÿ áàãàòî îñëàáëåíü ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíîñòi,
ÿê-îò: êâàçiíåïåðåðâíiñòü, ìàéæå íåïåðåðâ-
íiñòü, ëåäü íåïåðåðâíiñòü, òîùî (äèâ. îãëÿäè
[1-3] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó). Ùå îäíå ç òà-
êèõ ïîíÿòü, ïðî ÿêå íå çãàäó¹òüñÿ â îãëÿäàõ
[1-3], óâiâ Äæ. Ñòåëëií ç ó ïðàöi [4] ïiä íà-
çâîþ "ìàéæå íåïåðåðâíiñòü". Îñêiëüêè öåé
òåðìií çàðàç ïðèéíÿòî âæèâàòè â iíøîìó
ñåíñi, ÿê ó [3], òî ìè áóäåìî íàçèâàòè ââå-
äåíå Ñòåëëií çîì ïîíÿòòÿ íåïåðåðâíiñòþ çà
Ñòåëëií çîì. À ñàìå, íåõàé X i Y � òîïîëîãi-
÷íi ïðîñòîðè i f : X → Y � äåÿêå âiäîáðàæå-
ííÿ. Ìè êàæåìî, ùî f � íåïåðåðâíå çà Ñòåë-
ëií çîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæè-
íè W ó äîáóòêó X × Y , ÿêà ìiñòèòü ãðàôiê
Gr(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X} âiäîáðàæåííÿ f ,
iñíó¹ òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ g : X →
Y , ùî Gr(g) ⊆ W . Íåïåðåðâíi çà Ñòåëëi-
í çîì âiäîáðàæåííÿ ìè áóäåìî êîðîòøå íà-
çèâàòè S-íåïåðåðâíèìè. Öå ïîíÿòòÿ âèâ÷à-
ëîñÿ ó ïðàöÿõ [5-7]. Âèÿâëÿ¹òüñÿ [6], ùî S-
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : [a, b] → R íàñòiëü-
êè áàãàòî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ f : [a, b] → R
¹ ñóìîþ äâîõ S-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Öåé
ðåçóëüòàò óòî÷íèâ Ç.�ðàíäå â [7]. Êðiì òî-
ãî, â ïðàöi [7] áóëî íàâåäåíî ïðèêëàä íà-
ðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : [0, 1]2 → R,
ÿêà íå ¹ S-íåïåðåðâíîþ. Òóò ìè ðîçâèâà¹ìî
êîíñòðóêöiþ �ðàíäå, ïðîïîíóþ÷è çàãàëüíèé
ìåòîä ïîáóäîâè íå S-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : [0, 1]2 → R, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî êðiì ïðè-
êëàäó �ðàíäå i êëàñè÷íà íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿØâàðöà, ùî çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿì sp(x, y) = 2xy
x2+y2 , ÿêùî (x, y) 6= (0, 0), i

sp(0, 0) = 0, íå ¹ S-íåïåðåðâíîþ. Öåé ðåçóëü-
òàò áóâ àíîíñîâàíèé ó [8].

Ó ïðàöi [9] äîñëiäæóâàëîñÿ ïèòàííÿ: ÿêi
óìîâè òðåáà äîäàòè äî òîãî ÷è iíøîãî
îñëàáëåííÿ íåïåðåðâíîñòi, ùîá îòðèìàòè
çâè÷àéíó íåïåðåðâíiñòü. Çîêðåìà òàì áóëè
âñòàíîâëåíi òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöié, ÿêi ìàþòü çàìêíåíèé ãðàôiê i ¹ îñëà-
áëåíî íåïåðåðâíèìè â òîìó ÷è iíøîìó ñåíñi.

Ñåðåä ðiçíèõ îñëàáëåíü íåïåðåðâíî-
ñòi, ÿêi ðîçãëÿäàëèñÿ â [9] íå áóëî S-
íåïåðåðâíîñòi. Òîìó âèíèêëî ïðèðîäíå
áàæàííÿ äîñëiäèòè: ïî-ïåðøå, ÿê ïîâ'ÿçàíi
ìiæ ñîáîþ S-íåïåðåðâíiñòü i íàÿâíiñòü ó
ôóíêöi¨ çàìêíåíîãî ãðàôiêà i, ïî-äðóãå,÷è
ãàðàíòóþòü S-íåïåðåðâíiñòü i íàÿâíiñòü
ó ôóíêöi¨ çàìêíåíîãî ãðàôiêà çâè÷àéíó
íåïåðåðâíiñòü.

Ê.Å.Áàð åñ [10] ïîìiòèâ, ùî êîæíà ëî-
êàëüíî îáìåæåíà ôóíêöiÿ f : R → R iç çà-
ìêíåíèì ãðàôiêîì îáîâ'ÿçêîâî íåïåðåðâíà.
Çàóâàæèìî äàëi, ùî ôóíêöi¨ f : R → R iç
çàìêíåíèì ãðàôiêîì ñàìi ïî ñîái íå äóæå
ðîçðèâíi. À ñàìå, I.Áà  ñ [11] ïîêàçàâ, ùî
ïiäìíîæèíà ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R ¹ ìíîæèíîþ
òî÷îê ðîçðèâó äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f : R → R iç
çàìêíåíèì ãðàôiêîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
âîíà çàìêíåíà i íiäå íå ùiëüíà â R.

Ðåçóëüòàò Áà  ñà óçàãàëüíèâ É.Äîáîø ó
[12], ÿêèé äîâiâ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó X, ìíîæèíà D(f) òî÷îê ðîç-
ðèâó ôóíêöi¨ f : X → R iç çàìêíåíèì ãðàôi-
êîì ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãî-
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ði¨ â X i, íàâïàêè, êîæíà çàìêíåíà ìíîæèíà
ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â äîñêîíàëî íîðìàëüíîìó
ïðîñòîði X ¹ ìíîæèíîþ òî÷îê ðîçðèâó äå-
ÿêî¨ ôóíêöi¨ f : X → R iç çàìêíåíèì ãðàôi-
êîì.

Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ iç
çàìêíåíèì ãðàôiêîì, ÿê ïðàâèëî, íå äóæå
ðîçðèâíi. Òîìó ïåðâiñíi ñïðîáè ïîÿñíåííÿ
òîãî, ùî S-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R → R
iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì ¹ íåïåðåðâíîþ, áàçó-
âàëîñÿ íà ðåçóëüòàòàõ Áàð åñà i Áà  ñà. Òàê
â [13] áóëî àíîíñîâàíî ðåçóëüòàò ïðî òå, ùî
êîæíà S-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R → R çi
çàìêíåíèì ãðàôiêîì òà içîëüîâàíèìè ðîçðè-
âàìè ¹ íåïåðåðâíîþ. Äîâåäåííÿ çäiéñíþâà-
ëîñÿ íà îñíîâi òåîðåìè Áàð åñà. Äàëi â [14]
áóëî îãîëîøåíî, ùî ç äîïîìîãîþ òåîðåìè
Áà  ñà óìîâó içîëüîâàíîñòi ðîçðèâiâ ìîæíà
çíÿòè. Äåòàëüíiøèé àíàëiç ïåðâiñíîãî äîâå-
äåííÿ öüîãî ôàêòó âèÿâèâ îäíó ïåðåðøêî-
äó, ÿêó íå âäàëîñÿ ïîäîëàòè. Â ïîøóêàõ ií-
øèõ ïiäõîäiâ ìè ââåëè íîâèé êëàñ ôóíêöié,
íàçâàíèõ íàìè ïåðåõiäíèìè, i âñòàíîâèëè,
ùî êîæíà ïåðåõiäíà S-íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : R → R ¹ íåïåðåðâíîþ. Îñêiëüêè êîæíà
ôóíêöiÿ f : R→ R iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì ¹
ïåðåõiäíîþ, òî òèì ñàìèì ìè îòðèìàëè ïî-
çèòèâíó âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå âèùå ïèòà-
ííÿ.

2. Ïî÷íåìî íàø âèêëàä ç íàâåäåííÿ
äâîõ ïðèêëàäiâ, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî S-
íåïåðåðâíiñòü i íàÿâíiñòü çàìêíåíîãî ãðàôi-
êà äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : R → R íiÿê íå ïî-
â'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ôóíêöiÿ f : R→ R, ÿêà
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ: f(x) = 1

x
ïðè x 6= 0 i

f(0) = 0, ìà¹ çàìêíåíèé ãðàôiê â R2, àëå íå
¹ S-íåïåðåðâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè ïðîñòå òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî ãðàôiê íå-
ïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y çi çíà-
÷åííÿìè ó ãàóñäîðôîìó ïðîñòîði Y îáîâ'ÿç-
êîâî çàìêíåíèé ó äîáóòêó X ×Y . Ðîçãëÿíå-
ìî ìíîæèíó G = R\{0}, ÿêà, î÷åâèäíî, âiä-
êðèòà â R. Îñêiëüêè çâóæåííÿ g = f |G íåïå-
ðåðâíå, òî Gr(g) ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â
äîáóòêó G × R, à çíà÷èòü, éîãî äîïîâíåííÿ
â ìíîæèíi G × R ¹ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â

G×R, à òîìó i â R2, áî G×R ¹ âiäêðèòîþ â
R2. Òîìó äëÿ òîãî, ùîá âñòàíîâèòè, ùî ìíî-
æèíà H = R2\Gr(f) ¹ âiäêðèòîþ â R2, äî-
ñèòü äîâåñòè, ùî êîæíà òî÷êà p0 = (0, y0),
äå y0 6= 0, ¹ âíóòðiøíüîþ äëÿ H. Àëå öå
ëåãêî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî lim

x→+0

1
x

= +∞ i
lim

x→−0

1
x

= −∞. Òàêèì ÷èíîì, Gr(f) çàìêíå-
íèé â R2, áî éîãî äîïîâíåííÿ H âiäêðèòå â
R2.

Ïîêàæåìî, ùî f íå ¹ S-íåïåðåðâíîþ ôóí-
êöi¹þ. Ðîçãëÿíåìî òðè ìíîæèíè:

W1 = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0 i x + y > 1},
W2 = {(x, y) ∈ R2 : x < 0, y < 0 i x+y < −1},

W3 =

(
−1

4
,
1

4

)2

.

Çðîçóìiëî, ùî âñi öi ìíîæèíè i ìíîæèíà
W = W1∪W2∪W3 âiäêðèòi â R2. Êðiì òîãî,
ìíîæèíè W1,W2 i W3 ïîïàðíî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ. Îñêiëüêè x + 1

x
≥ 2 äëÿ âñiõ x > 0,

òî Gr(f |(0,+∞)) ⊆ W1, Gr(f |(−∞,0)) ⊆ W2 i
(0, 0) ∈ W3, îòæå, Gr(f) ⊆ W . ßêùî ïðè-
ïóñòèòè, ùî ôóíêöiÿ f ¹ S-íåïåðåðâíîþ,
òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : R → R,
ó ÿêî¨ Gr(g) ⊆ W . Ðîçãëÿíåìî òðè òî-
÷êè p1 = (1, g(1)), p2 = (−1, g(−1)) i p3 =
(0, g(0)). Çðîçóìiëî, ùî pi ∈ Wi∩Gr(g), îòæå
Wi ∩ Gr(g) 6= ∅ äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, 3. Ãðà-
ôiê Gr(g) � öå çâ'ÿçíà ìíîæèíà, àäæå âií
¹ îáðàçîì ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R, ùî ¹ çâ'ÿçíîþ
ìíîæèíîþ, ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi
h : R → R2, h(x) = (x, g(x)). Àëå çâ'ÿçíó
ìíîæèíó íå ìîæíà ðîçáèòè íà òðè íåïîðî-
æíi i âiäêðèòi â íié ÷àñòèíè. Òîìó f íå ¹
S-íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 2. Ôóíêöiÿ f : R→ R, ÿêà
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ: f(x) = sin 1

x
ïðè x 6=

0 i f(0) = 0, ¹ S-íåïåðåðâíîþ, à ¨¨ ãðàôiê
Gr(f) íå ¹ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ R2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé W � âiäêðèòà â R2

ìíîæèíà, òàêà, ùî Gr(f) ⊆ W . Çîêðåìà, òî-
÷êà (0, 0) ∈ W , áî f(0) = 0, òîáòî (0, 0) ∈
Gr(f). Îñêiëüêè ìíîæèíà W âiäêðèòà, òî
iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî [−δ, δ]2 ⊆ W . Ðîçãëÿ-
íåìî íóëi ôóíêöi¨ f , òîáòî òî÷êè xn = 1

nπ
,

äå n ∈ Z\{0}. Îñêiëüêè xn → 0 ïðè n →∞,
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òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî |xn| ≤ δ ïðè
|n| ≥ N . Ðîçãëÿíåìî òåïåð ôóíêöiþ g : R→
R, g(x) = f(x) ïðè |x| ≥ 1

Nπ
i g(x) = 0 ïðè

|x| < 1
Nπ

. Çðîçóìiëî, ùî öÿ ôóíêöiÿ íåïå-
ðåðâíà i Gr(g) ⊆ W .

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî Gr(f) íå ¹
çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â R2. Äëÿ öüîãî ðîç-
ãëÿíåìî òî÷êè an = 1

π/2+2πn
ïðè n ∈ N, â

ÿêèõ f(an) = 1. Òî÷êè pn = (an, 1) íàëåæàòü
äî Gr(f) i pn → p0 = (0, 1) ïðè n → ∞.
Àëå ïðè öüîìó p0 6∈ Gr(f). Öå ïîêàçó¹, ùî
ìíîæèíà Gr(f) íå çàìêíåíà â R2.

3. Ïðèñòóïèìî òåïåð äî âèêëàäó çàãàëü-
íîãî ñïîñîáó ïîáóäîâè ôóíêöié f : [0, 1]2 →
R, ÿêi íå ¹ S-íåïåðåðâíèìè. Íàãàäà¹ìî, ùî
ñèìâîëîì D(f) ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó òî-
÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨ f , à ñèìâîëîì C(f) �
ìíîæèíó ¨¨ òî÷îê íåïåðåðâíîñòi.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ôóíêöiÿ f :
[0, 1]2 → R çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
f(x, x) = 1 ïðè 0 < x ≤ 1, f(0, 0) = 0 i
D(f) = {(0, 0)}. Òîäi f íå ¹ S-íåïåðåðâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

W1 =

[
0,

1

2

)
× [0, 1]×

(
−1

4
,
1

4

)
,

W2 = {(x, y, z) : (x, y) ∈ [0, 1]2 \ {(0, 0)} i

f(x, y)− 1

4
< z < f(x, y) +

1

4
},

W = W1 ∪W2.

Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà W1 âiäêðèòà â äîáó-
òêó P = [0, 1]2 × R. Äîâåäåìî, ùî ìíîæèíà
W2 ¹ âiäêðèòîþ â P . Íåõàé q0 = (x0, y0, z0) ∈
W2. Òîäi p0 = (x0, y0) ∈ [0, 1]2 \ {(0, 0)} i
f(p0) − 1

4
< z0 < f(p0) + 1

4
. Çà óìîâîþ ôóí-

êöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi p0. Òîìó iñíó¹ òà-
êèé îêië U òî÷êè p0 â êâàäðàòi [0, 1]2 i òàêå
÷èñëî δ > 0, ùî (0, 0) 6∈ U , f(p)− 1

4
< z0 − δ

i f(p) + 1
4

> z0 + δ, ÿê òiëüêè p ∈ U . Ìíî-
æèíà U × [z0 − δ, z0 + δ] ¹ îêîëîì òî÷êè q0

â P , ïðè÷îìó öåé îêië ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi
W2. Öå ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíà W2 ¹ îêîëîì
êîæíî¨ ñâî¹¨ òî÷êè, à çíà÷èòü, ¹ âiäêðèòîþ
â P .

Ç âiäêðèòîñòi ìíîæèí W1 i W2 âèïëè-
âà¹ âiäêðèòiñòü ìíîæèíè W . Çðîçóìiëî, ùî

Gr(f) ⊆ W . Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : [0, 1]2 → R, ùî Gr(g) ⊆
W . Ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëü h(x) = g(x, x)
ôóíêöi¨ g. Öÿ ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà íà âiäðiç-
êó [0, 1]. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè G1 =

[
0, 1

2

)×(−1
4
, 1

4

)
, G2 = (0, 1] × (

3
4
, 5

4

)
i G = G1 ∪ G2.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî Gr(h) ⊆ G. Ñïðàâäi,
íåõàé x ∈ [0, 1]. Òîäi òî÷êà q = (x, x, h(x)) =
(x, x, g(x, x)) ∈ Gr(g), à çíà÷èòü, q ∈ W .
ßêùî q ∈ W1, òî 0 ≤ x < 1

2
i −1

4
< h(x) < 1

4
,

îòæå, (x, h(x)) ∈ G1. ßêùî æ q ∈ W2, òî
0 < x ≤ 1 i h(x) ∈ (

f(x, x)− 1
4
, f(x, x) + 1

4

)
=(

3
4
, 5

4

)
, áî f(x, x) = 1; òîìó (x, h(x)) ∈ G2.

Òî÷êè (0, h(0)) i (1, h(1)) ëåæàòü íà ãðàôiêó
ôóíêöi¨ h, à çíà÷èòü, íàëåæàòü äî ìíîæèíè
G. Îñêiëüêè 0 6∈ (0, 1] i 1 6∈ [

0, 1
2

)
, òî îáî-

â'ÿçêîâî (0, h(0)) ∈ G1 i (1, h(1)) ∈ G2. Òîìó
h(0) < 1

4
i h(1) > 3

4
. Íåõàé γ � äîâiëüíå ÷èñëî

ç iíòåðâàëó
(

1
4
, 3

4

)
. Çà òåîðåìîþ ïðî ïðîìi-

æíå çíà÷åííÿ, iñíó¹ òàêå ÷èñëî c ∈ (0, 1), ùî
h(c) = γ, àäæå h(0) < γ < h(1) i ôóíêöiÿ h
íåïåðåðâíà. Â òàêîìó ðàçi (c, γ) = (c, h(c)) ∈
Gr(h) ⊆ G, îòæå, (c, γ) ∈ G. Ç äðóãîãî áî-
êó, (c, γ) /∈ G, áî 1

4
< γ < 3

4
. Îòðèìàíà ñó-

ïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî íå iñíó¹ íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ g : [0, 1]2 → R, òàêî¨, ùî Gr(g) ⊆ W ,
îòæå, ôóíêöiÿ f íå ¹ S-íåïåðåðâíîþ.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ Øâàðöà, ÿêà âèçíà-
÷à¹òüñÿ ðiâíîñòÿìè: sp(x, y) = 2xy

x2+y2 , ÿêùî
x2 + y2 6= 0 i sp(0, 0) = 0. Öÿ ôóíêöiÿ íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà i äëÿ íå¨ D(sp) = {(0, 0)},
sp(x, x) = 1 ïðè x 6= 0 i sp(0, 0) = 0. Òî-
ìó íà îñíîâi òâåðäæåííÿ 3 ôóíêöiÿ sp íå
¹ S-íåïåðåðâíîþ íà êâàäðàòi [0, 1]2. Òàêèì
÷èíîì ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ íå
âèïëèâà¹ ¨¨ S-íåïåðåðâíiñòü. Ïðèêëàä, ÿêèé
íàâiâ Ç.�ðàíäå [7], òåæ ïiäïàäà¹ ïiä äiþ
òâåðäæåííÿ 3.

4. Â öüîìó ïóíêòi ìè ââåäåìî íîâèé êëàñ
ôóíêöié, ÿêèé äîïîìîæå íàì ðîçâ'ÿçàòè çà-
äà÷ó ïðî íåïåðåðâíiñòü S-íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì.

Íåõàé f : R→ R � ôóíêöiÿ i a ∈ R. Âåðõ-
íiì /íèæíiì/ ïåðåõîäîì äëÿ f ó òî÷öi a ìè
íàçèâà¹ìî ìíîæèíó P = (a− δ, a + δ)× {y},
äå δ > 0 i y > f(a) /y < f(a)/, ÿêùî
P ∩ Gr(f) = Ø. Ôóíêöiþ f íàçâåìî ïåðå-
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õiäíîþ çâåðõó /çíèçó/ ó òî÷öi a, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî ε > 0 iñíóþòü òàêi ÷èñëà y i δ > 0,
ùî f(a) < y < f(a) + ε /f(a)− ε < y < f(a)/
i ìíîæèíà P = (a− δ, a + δ)× {y} ¹ âåðõíiì
/íèæíiì/ ïåðåõîäîì äëÿ f ó òî÷öi a. Ôóí-
êöiÿ, ÿêà ïåðåõiäíà çâåðõó i çíèçó â òî÷öi a
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõiäíîþ ó òî÷öi a. Íàðåøòi,
ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ïåðåõiäíîþ ÷è ïåðå-
õiäíîþ çâåðõó àáî çíèçó, ÿêùî âîíà ¹ òàêîþ
ó êîæíié òî÷öi ç R.

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R →
R ¹ S-íåïåðåðâíîþ i ïåðåõiäíîþ çâåðõó â òî-
÷öi a ∈ R. Òîäi f ¹ íåïåðåðâíîþ çâåðõó â
òî÷öi a.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0. Íàì ïîòðiáíî
çíàéòè òàêå δ > 0, ùî äëÿ âñiõ x ç îêîëó U =
(a− δ, a + δ) òî÷êè a âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
f(x) < f(a)+ε. Îñêiëüêè f ïåðåõiäíà çâåðõó
â òî÷öi a, òî iñíóþòü îêië U = (a − δ, a + δ)
i ÷èñëî y ∈ (f(a), f(a) + ε), òàêi, ùî (U ×
{y})∩Gr(f) = Ø. Äîâåäåìî, ùî f(x) < y äëÿ
êîæíîãî x ∈ U . Íåõàé öå íå òàê. Òîäi iñíó¹
òî÷êà x0 ∈ U , òàêà, ùî f(x0) ≥ y. Íàñïðàâäi
f(x0) > y, áî x0 ∈ U i (U ×{y})∩Gr(f) = Ø.
Çàóâàæèìî, ùî x0 6= a, àäæå f(x0) > y, à
f(a) < y. Òîìó ìîæëèâi äâà âèïàäêè: a−δ <
x0 < a i a < x0 < a+ δ. Ðîçáåðåìî ¨õ îêðåìî.

Íåõàé a− δ < x0 < a. Ðîçãëÿíåìî ëàìàíó
L = ({x0} × (−∞, y]) ∪ ([x0, a]× {y})∪

∪({a} × [y, +∞)),

ÿêà, çðîçóìiëî, ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â R2.
�¨ äîïîâíåííÿ W = R2 \ L ðîçïàäà¹òüñÿ íà
äâi äèç'þíêòíi âiäêðèòi ìíîæèíè

W1 = ((−∞, x0)× R) ∪ ([x0, a)× (y, +∞))

i
W2 = ((x0, a]× (−∞, y)) ∪ ((a, +∞)× R).

ßñíî, ùî L ∩ Gr(f) = Ø, àäæå ({x0} ×
(−∞, y]) ∩ Gr(f) = Ø, áî f(x0) > y, ({a} ×
[y, +∞))∩Gr(f) = Ø, áî f(a) < y i ([x0, a]×
{y})∩Gr(f) = Ø, áî [x0, a]×{y} ⊆ U ×{y} i
U×{y} � âåðõíié ïåðåõiä äëÿ f ó òî÷öi a. Òî-
ìó Gr(f) ⊆ W . Îñêiëüêè f ¹ S-íåïåðåðâíîþ,
òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : R → R, òà-
êà, ùî Gr(g) ⊆ W . Çðîçóìiëî, ùî

Ø 6= Gr(g|(−∞,x0)) ⊆ G1 = W1 ∩Gr(g)

i
Ø 6= Gr(g|(a,+∞)) ⊆ G2 = W2 ∩Gr(g).

Ìíîæèíè G1 i G2 íåïîðîæíi i âiäêðèòi â
Gr(g), ïðè÷îìó G1 ∩ G2 = Ø. Òàêèì ÷èíîì,
ìè ðîçáèëè ãðàôiê Gr(g) íåïåðåðâíî¨ ôóí-
êöi¨ g : R→ R íà äâi íåïîðîæíi i âiäêðèòi â
íüîìó ìíîæèíè G1 i G2, ùî ñóïåðå÷èòü éîãî
çâ'ÿçíîñòi.

Íåõàé a < x0 < a + δ. Â öüîìó âèïàäêó
ìè ðîçãëÿäà¹ìî ëàìàíó

L = ({x0} × (−∞, y]) ∪ ([a, x0]× {y})∪
∪({a} × [y, +∞))

i âiäêðèòó ìíîæèíó W = R2 \ L, ÿêà ïî-
äà¹òüñÿ ó âèãëÿäi äèç'þíêòíîãî îá'¹äíàííÿ
äâîõ âiäêðèòèõ ìíîæèí

W1 = ((−∞, a)× R) ∪ ([a, x0)× (−∞, y))

i
W2 = ((a, x0]× (y, +∞)) ∪ ((x0, +∞)× R).

Äàëi ìiðêóâàííÿ ïðîäîâæóþòüñÿ àíàëîãi-
÷íî i ìè îòðèìó¹ìî, ùî f(x) < y äëÿ êî-
æíîãî x ∈ U .

Îñêiëüêè y < f(a) + ε, òî f(x) < f(a) + ε
äëÿ âñiõ x ∈ U . Îòæå, ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà
çâåðõó â òî÷öi a.

Íàñëiäîê 1. Êîæíà S-íåïåðåðâíà ïåðå-
õiäíà çâåðõó ôóíêöiÿ f : R → R ¹ íàïiâíå-
ïåðåðâíîþ çâåðõó.

Ïåðåõîäÿ÷è âiä ôóíêöi¨ f äî ôóíêöi¨ −f ,
ìè ç äîïîìîãîþ òâåðäæåííÿ 4 îòðèìó¹ìî òà-
êi ðåçóëüòàòè.

Òâåðäæåííÿ 5. Íåõàé ôóíêöiÿ f : R →
R ¹ S-íåïåðåðâíîþ i ïåðåõiäíîþ çíèçó â òî-
÷öi a. Òîäi f ¹ íåïåðåðâíîþ çíèçó â òî÷öi
a.

Íàñëiäîê 2. Êîæíà S-íåïåðåðâíà ïåðå-
õiäíà çíèçó ôóíêöiÿ f : R→ R ¹ íàïiâíåïå-
ðåðâíîþ çíèçó.

Ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íåãàéíî âèïëè-
âàþòü îñíîâíi ðåçóëüòàòè öi¹¨ ñòàòòi.

Òåîðåìà 1. Êîæíà S-íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : R → R, ÿêà ¹ ïåðåõiäíîþ â òî÷öi
a ∈ R, ¹ ðàçîì ç òèì íåïåðåðâíîþ â òî÷öi
a.
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Òåîðåìà 2. Êîæíà ïåðåõiäíà S-
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R → R ¹ íåïå-
ðåðâíîþ.

Íåõàé ôóíêöiÿ f : R→ R ìà¹ çàìêíåíèé
ãðàôiê. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó a ∈ R
i ÷èñëî y 6= f(a). Çðîçóìiëî, ùî (a, y) 6∈
Gr(f). Îñêiëüêè Gr(f) � çàìêíåíà ìíîæè-
íà â R2, òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî

((a− δ, a + δ)× (y − δ, y + δ)) ∩Gr(f) = Ø.

Òîäi i ((a− δ, a+ δ)×{y})∩Gr(f) = Ø. Çâiä-
ñè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ïåðåõi-
äíà â òî÷öi a. Òîìó ôóíêöiÿ f ¹ ïåðåõiäíîþ.
Òàêèì ÷èíîì, ìè âñòàíîâèëè íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 6.Êîæíà ôóíêöiÿ f : R→
R iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì ¹ ïåðåõiäíîþ.

Çâiäñè i ç òåîðåìè 2 îòðèìó¹ìî:
Íàñëiäîê 3. Êîæíà S-íåïåðåðâíà ôóí-

êöiÿ f : R → R iç çàìêíåíèì ãðàôiêîì ¹
íåïåðåðâíîþ.

Ïðèêëàä ôóíêöi¨ Äiðiõëå f : R→ R, äëÿ
ÿêî¨ f(x) = 1, ÿêùî x ∈ Q, i f(x) = 0, ÿêùî
x 6∈ Q, ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ ìîæå áóòè ïå-
ðåõiäíîþ, íå ìàþ÷è ïðè öüîìó çàìêíåíîãî
ãðàôiêà i áóäó÷è ñêðiçü ðîçðèâíîþ.

Âëàñòèâiñòü ïåðåõiäíîñòi õî÷à i äóæå
ñëàáêà, àëå âñå æ íå ïðèòàìàííà óñiì ôóí-
êöiÿì f : R → R. Íàïðèêëàä, S-íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : R → R iç òâåðäæåííÿ 2 íå
òiëüêè íå ìà¹ çàìêíåíîãî ãðàôiêà, àëå é íå
¹ ïåðåõiäíîþ íi çâåðõó íi çíèçó ó òî÷öi 0.
Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è iñíó¹
ôóíêöiÿ f : R → R, ÿêà íå ¹ ïåðåõiäíîþ â
æîäíié òî÷öi x ∈ R?
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