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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iì. Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ØÈÐÈÍÀ ÂÅÐÁÀËÜÍÈÕ ÏIÄÃÐÓÏ ÃÐÓÏÈ UTn(Z), ÙÎ
ÏÎÐÎÄÆÓÞÒÜÑß ÑËÎÂÀÌÈ xk, k ∈ N

Âñòàíîâëåíî, ùî øèðèíà âåðáàëüíî¨ ïiäãðóïè ãðóïè UTn(Z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïåâíèõ
îáìåæåíü ñëîâîì xk äîðiâíþ¹ 1, à â iíøèõ âèïàäêàõ íå ïåðåâèùó¹ n− 1.

The width of the verbal subgroups of UTn(Z) generated by the words xk, k ∈ N is found.

1. Óíiòðèêóòíi ìàòðè÷íi ãðóïè íàä êiëü-
öåì öiëèõ ÷èñåë âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü â
òåîði¨ íiëüïîòåíòíèõ ãðóï. À ñàìå, çà òåîðå-
ìîþ Ìàëüöåâà [1] íà êîæíié ñêií÷åííî ïîðî-
äæåíié íiëüïîòåíòíié ãðóïi áåç ñêðóòó ìî-
æíà ââåñòè �öiëî÷èñåëüíi êîîðäèíàòè�, ùî
äà¹ ìîæëèâiñòü çàíóðèòè öi ãðóïè â ãðó-
ïó óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü äåÿêî¨ ðîçìiðíîñòi
íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë. Òàêèé ñïîñiá çî-
áðàæåííÿ ñêií÷åííî ïîðîäæåíèõ íiëüïîòåí-
òíèõ ãðóï áåç ñêðóòó iñòîòíî âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ ïðè ¨õ äîñëiäæåííi, ùî â ñâîþ ÷åðãó,
ïîòðåáó¹ äîêëàäíîãî âèâ÷åííÿ áóäîâè óíi-
òðèêóòíèõ ãðóï ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ
÷èñåë. Çîêðåìà, ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ òî-
òîæíîñòåé, ÿêi ìîæóòü âèêîíóâàòèñü â íiëü-
ïîòåíòíèõ ãðóïàõ ïðèçâîäèòü äî íåîáõiäíî-
ñòi âèâ÷åííÿ âåðáàëüíèõ ïiäãðóï â ãðóïi óíi-
òðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷è-
ñåë.

Îäíi¹þ ç âàæëèâèõ ÷èñëîâèõ õàðàêòåðè-
ñòèê âåðáàëüíî¨ ïiäãðóïè ¹ ¨¨ øèðèíà. Íàãà-
äà¹ìî, ùî øèðèíîþ âåðáàëüíî¨ ïiäãðóïè wG
( äå w � ìíîæèíà ãðóïîâèõ ñëiâ, ÿêîþ âèçíà-
÷à¹òüñÿ âåðáàëüíà ïiäãðóïà) íàçèâà¹òüñÿ òà-
êå íàéìåíøå ÷èñëî k, ùî áóäü-ÿêèé åëåìåíò
iç ïiäãðóïè wG ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äî-
áóòêó íå áiëüøå íiæ k çíà÷åíü ñëiâ iç w â
ãðóïi G àáî îáåðíåíèõ äî íèõ; ÿêùî òàêîãî
÷èñëà k íå iñíó¹, òî ââàæà¹òüñÿ, ùî wG ìà¹
íåñêií÷åííó øèðèíó. Îñêiëüêè ãðóïà óíi-
òðèêóòíèõ ìàòðèöü íàä äîâiëüíèì ïîëåì ¹
àëãåáðà¨÷íîþ, òî çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè [2,3]
êîæíà ¨¨ âåðáàëüíà ïiäãðóïà ìà¹ ñêií÷åí-
íó øèðèíó. Ïðè ïåðåõîäi äî ãðóïè óíiòðè-

êóòíèõ ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë öi
ðåçóëüòàòè ïåðåíåñòè áåçïîñåðåäíüî íå âäà¹-
òüñÿ, à òîìó âèíèêà¹ ïðîáëåìà äîñëiäæåííÿ
øèðèíè âåðáàëüíèõ ïiäãðóï â öèõ ãðóïàõ.

Îñêiëüêè êîæåí ìíîãîâèä íiëüïîòåíòíèõ
ãðóï ìà¹ ñêií÷åííó áàçó [4], òî â íiëüïîòåí-
òíié ãðóïi êîæíà âåðáàëüíà ïiäãðóïà ìîæå
áóòè âèçíà÷åíà òiëüêè îäíèì ñëîâîì, à òî-
ìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè â öié ñèòóàöi¨ ëè-
øå òàêi âåðáàëüíi ïiäãðóïè. Êîæíå ñëîâî ¹
åêâiâàëåíòíå â ñåíñi òåîði¨ ãðóïîâèõ ìíîãî-
âèäiâ ïàði ñëiâ [4], îäíå ç ÿêèõ ¹ êîìóòà-
òîðíèì (íàëåæèòü äî êîìóòàíòà âiëüíî¨ ãðó-
ïè), à äðóãå ìà¹ âèãëÿä xk äëÿ ïåâíîãî íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà k. Äîñëiäæåííþ øèðèíè
âåðáàëüíèõ ïiäãðóï â ãðóïàõ óíiòðèêóòíèõ
ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë, ÿêi ïî-
ðîäæóþòüñÿ íàéïðèðîäíiøèì òèïîì êîìó-
òàòîðíèõ ñëiâ � ïðîñòèìè êîìóòàòîðàìè �
ïðèñâÿ÷åíî íàøó ïîïåðåäíþ ïóáëiêàöiþ [5].
Ìåòîþ äàíî¨ çàìiòêè ¹ çíàõîäæåííÿ øèðèíè
ïiäãðóïè k-òèõ ñòåïåíiâ (âåðáàëüíî¨ ïiäãðó-
ïè, ïîðîäæåíî¨ ñëîâîì xk) â ãðóïàõ óíiòðè-
êóòíèõ ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë.

2. Íåõàé UTn(Z) � ãðóïà âåðõíiõ óíiòðè-
êóòíèõ ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z.
Ñèìâîëîì e ïîçíà÷èìî îäèíè÷íó ìàòðèöþ
n-ãî ïîðÿäêó, ñèìâîëîì eij i, j = 1, 2, ..., n
áóäåìî ïîçíà÷àòè ìàòðè÷íi îäèíèöi, òîáòî
êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n â ÿêèõ íà ïå-
ðåòèíi i-ãî ðÿäêà i j-ãî ñòîâïöÿ çíàõîäèòüñÿ
îäèíèöÿ, à ðåøòà åëåìåíòiâ ¹ íóëÿìè. Äî-
âiëüíó ìàòðèöþ x iç UTn(Z) ìîæíà ïîäàòè
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ó âèãëÿäi ñóìè

x = e +
∑
i<j

xijeij

Ñèìâîëîì x
(m)
ij ïîçíà÷èìî ñóìó âñåìîæëè-

âèõ �âïîðÿäêîâàíèõ äîáóòêiâ� m åëåìåíòiâ
ìàòðèöi x, òîáòî

x
(m)
ij =

∑

i<k1<k2<...<km−1<j

xi,k1xk1,k2 ...xkm−1,j.

Íåõàé

ξij(k) =

j−i∑
p=1

Cp
kx

(p)
ij , (1)

äå Cp
k = k!

p!(k−p)!
= k(k−1)...(k−p+1)

p!
(ïðè p > k

Cp
k = 0) Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi ç ãðóïè
UTn(Z) i äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k

xk = e +
∑
i<j

eijξij(k)

Äîâåäåííÿ. Iíäóêöiÿ çà ÷èñëîì k. Áàçà iíäó-
êöi¨ � âèïàäîê k = 1. Çãiäíî ç (1) îòðèìà¹ìî

ξij(1) =

j−i∑
p=1

Cp
1x

(p)
ij = x

(1)
ij = xij

Ïðèïóñòèìî, ùî

xk = e +
∑
i<j

eijξij(k)

ïîêàæåìî, ùî

xk+1 = e +
∑
i<j

eijξij(k + 1)

Äiéñíî, íåõàé xk+1 = e+
∑

i<j ϕijeij = xkx
òîäi

ϕij =

j∑
s=i

ξis(k)xsj =

= xij + ξi,i+1(k)xi+1,j + ξi,i+2(k)xi+2,j + ...

... + ξi,j−1(k)xj−1,j + ξij(k) =

= xij + C1
k(x

(1)
i,i+1xi+1,j + ... + x

(1)
i,j−1xj−1,j)+

+C2
k(x

(2)
i,i+2xi+2,j + ... + x

(2)
i,j−1xj−1,j) + ...

... + Cj−1−i
k xj−1−i

i,j−1 xj−1,j + ξij(k) =

= xij + C1
kx

(2)
ij + C2

kx
3
ij + ... + Cj−i−1

k x
(j−i)
ij +

+C1
kxij + C2

kx
(2)
ij + C3

kx
(3)
ij + ... + Cj−i

k x
(j−i)
ij =

= (C0
k+C1

k)xij+(C1
k+C2

k)x
(2)
ij +(C2

k+C3
k)x

(3)
ij +...

... + (Cj−i−1
k + Cj−i

k )x
(j−i)
ij =

= C1
k+1xij + C2

k+1x
(2)
ij + C3

k+1x
(3)
ij + ...

... + Cj−i
k+1x

j−i
ij = ξij(k + 1)

Òàêèì ÷èíîì

xk+1 = e +
∑
i<j

eijξij(k + 1),

ùî i òðåáà áóëî ïîêàçàòè. Òåîðåìó äîâåäåíî.
Íàãàäà¹ìî, ùî äâà öiëèõ ÷èñëà a òà b, ÿêi

ïðè äiëåííi íà öiëå äîäàòíå ÷èñëî m äàþòü
îäíó i òó æ îñòà÷ó, íàçèâàþòüñÿ êîíãðóåí-
òíèìè àáî ïîðiâíÿëüíèìè çà ìîäóëåì m. Ïî-
çíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì

a ≡ b (mod m).

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ñèñòåìó êîíãðóåíöié




k ≡ 1 (mod 2),
k ≡ 1, 2 (mod 3),
...
k ≡ 1, 2, ..., (n− 2) (mod (n− 1)),

(2)

äå çàïèñ x ≡ a1, a2, ..., ai (mod m), äå i =
1, 2, ..., (n− 1) ðiâíîñèëüíèé ñóêóïíîñòi




x ≡ a− 1 (mod m),
x ≡ a2 (mod m),
...
x ≡ ai (mod m).

Òåîðåìà 2.
1) ßêùî ÷èñëî k ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

êîíãðóåíöié (2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìà-
òðèöi a ç ãðóïè UTn(kZ) ðiâíÿííÿ

xk = a

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â ãðóïi UTn(Z)
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2) ßêùî ÷èñëî k íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
(2), òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi a ç ãðóïè
UTn(kZ) ðiâíÿííÿ

xk
1x

k
2...x

k
n−1 = a

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê â ãðóïi UTn(Z)

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé a ∈ UTn(kZ), òîäi

a = e +
∑
i<j

eijkαij,

äå αij ∈ Z. Ïîêàæåìî, ùî â ãðóïi UTn(Z)
iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ xk = a. Çãiäíî ç
òåîðåìîþ 1

xk = e +
∑
i<j

eijξij(k)

òîìó

e +
∑
i<j

eijξij(k) = e +
∑
i<j

eijkαij

çâiäêè
ξij(k) = kαij

Äàëi çãiäíî ç (1) ìàòèìåìî
j−i∑
p=1

Cp
kx

(p)
ij = kαij

òîáòî

C1
kx

(1)
ij + C2

kx
(2)
ij + ... + Cj−i

k x
(j−i)
ij = kαij

àáî
kx

(1)
ij +

k(k − 1)

2!
x

(2)
ij + ...

... +
k(k − 1)...(k − (j − i) + 1)

(j − i)!
x

(j−i)
ij = kαij

çâiäêè

xij = αij − (k − 1)

2!
x

(2)
ij − ...

...− (k − 1)...(k − (j − i) + 1)

(j − i)!
x

(j−i)
ij (3)

Êîåôiöi¹íòè ïðè x
(p)
ij , ïðè 2 ≤ p ≤ (j − i)

áóäóòü öiëèìè ÷èñëàìè, áî k ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ñèñòåìè (2). Ïîêàæåìî, ùî x
(p)
ij ∈ Z. Íåâàæ-

êî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî x
(p)
ij âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç

åëåìåíòè ìàòðèöi x, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â òðè-
êóòíèêó îáìåæåíîìó i-ì ðÿäêîì, j-ì ñòîâ-
ïöåì i ïåðøîþ íàä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ.
Íàïðèêëàä

xi,i+1 = αi,i+1,

xi,i+2 = αi,i+2 − k − 1

2
x

(2)
i,i+2 =

= αi,i+2 − k − 1

2
α

(2)
i,i+2,

xi,i+3=αi,i+3−k − 1

2
x

(2)
i,i+3−

(k − 1)(k − 2)

3!
x

(3)
i,i+3=

= αi,i+3 − k − 1

2
α

(2)
i,i+3−

−
(

(k − 1)(k − 2)

3!
− 2

(
k − 1

2

)2
)

α
(3)
i,i+3.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (3) çàäà¹ öiëå
÷èñëî, òîáòî ìàòðèöÿ

x = e +
∑
i<j

xijeij

íàëåæèòü äî UTn(Z).
2) Äîâiëüíó ìàòðèöþ a ç UTn(kZ) ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó n− 1 ìàòðèöi íà-
ñòóïíèì ÷èíîì

a = (e+kαn−1,nen−1,n)(e+
n∑

j=n−1

kαn−2,jen−2,j)...

...(e +
n∑

j=2

kα1,je1,j)

Êîæíà ç öèõ ìàòðèöü ¹ k-ì ñòåïåíåì äåÿêî¨
ìàòðèöi ç ãðóïè UTn(Z). Íåõàé

al = e +
n∑

j=n−l+1

kαn−l,jen−l,j,

äå l = 1, 2, ..., n− 1.
Ïîêàæåìî, ùî â ãðóïi UTn(Z) çíàéäåòüñÿ

¹äèíà ìàòðèöÿ xl òàêà, ùî

(xl)
k = al
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Äiéñíî, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1 áóäåìî ìàòè

(xl)
k = e +

∑
i<j

eij(ξl)ij(k) =

= e +
n∑

j=n−l+1

kαn−l,jen−l,j

Àëå äëÿ äàíî¨ ìàòðèöi al

(ξl)n−l,j(k) = k(xl)n−l,j

Òîìó

xl = e +
n∑

j=n−l+1

αn−l,jen−l,j

Òàêèì ÷èíîì a = xk
1x

k
2...x

k
n−1. Òåîðåìó äî-

âåäåíî.
Íàñëiäîê 1. Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà k âåðáàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè
UTn(Z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñëîâîì xk, çáiãà-
¹òüñÿ ç ïiäãðóïîþ UTn(kZ).

Íàñëiäîê 2.
1) ßêùî ÷èñëî k ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

êîíãðóåíöié (2), òî âåðáàëüíà ïiäãðóïà
ãðóïè UTn(Z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñëî-
âîì xk âiäíîñíî öüîãî ñëîâà ìà¹ øèðè-
íó 1.

2) ßêùî ÷èñëî k íå ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè
(2), òî øèðèíà öi¹¨ âåðáàëüíî¨ ïiäãðóïè
íå ïåðåâèùó¹ n− 1.
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