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ЛОКАЛIЗАЦIЯ ГЛАДКИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ВИРОДЖЕНИХ
ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

Дослiджено властивiсть локального посилення збiжностi розв’язку задачi Кошi при t → +0
до свого граничного значення для вироджених параболiчних систем класу SEt−→

2b
.

For degenerate parabolic systems of the class SEt−→
2b
, we investigate the property of local

improvement of the convergence of the Cauchy problem solution to its limiting value when t → +0.

Вступ. Виродженi параболiчнi рiвнян-
ня типу Колмогорова знайшли своє засто-
сування у математичному моделюваннi ба-
гатьох реальних процесiв. Вивченню класи-
чного рiвняння дифузiї з iнерцiєю Колмого-
рова [1]

(
∂t − x1∂x2 − a2∂2

x1

)
u (t; x1, x2) = 0

та його рiзноманiтних узагальнень присвя-
чено багато праць (див. огляд у [2]).

Дослiдження систем вироджених парабо-
лiчних рiвнянь типу Колмогорова розпоча-
то вiдносно недавно [3–5]. У цих працях з’я-
совується питання побудови та дослiджен-
ня основних властивостей фундаментальної
матрицi розв’язкiв задачi Кошi (ФМРЗК)
для систем з параболiчною за Петровським
головною частиною та коефiцiєнтами, не за-
лежними вiд просторової змiнної.

У роботi [6] означено новий клас SEt−→
2b

ви-
роджених параболiчних систем типу Колмо-
горова векторного порядку, який охоплює
системи, розглянутi в [3–5]. Для таких си-
стем побудовано ФМРЗК та дослiджено її
властивостi в рамках просторiв типу S Гель-
фанда i Шилова [7].

Коректну розв’язнiсть задачi Кошi для
систем з класу SEt−→

2b
у випадку, коли поча-

тковi данi є узагальненими функцiями типу
розподiлiв Гельфанда i Шилова встановлено
у [8].

Дана робота є продовженням дослiджень,
проведених у [7,8]; у нiй з’ясовується питан-
ня про можливiсть посилення збiжностi при

t → +0 розв’язку задачi Кошi для таких си-
стем до свого узагальненого граничного зна-
чення f на тих областях змiни просторової
змiнної, де f = 0.

1. Допомiжнi вiдомостi. Нехай N—
множина всiх натуральних чисел; Nm :=
= {1; . . . ; m}; Rm — дiйсний простiр розмiр-
ностi m ≥ 1; R := R1, Zm

+ —множина всiх
m-вимiрних мультиiндексiв, Z+ := Z1

+; i—
уявна одиниця; (·, ·)— скалярний добуток у
просторi Rm; ‖x‖ := (x, x)

1
2 для x ∈ Rm;

|x + iy| := (x2 + y2)
1
2 , якщо {x, y} ⊂ R;

zl := zl1
1 . . . zlm

m , |z|l := |z1|l1 . . . |zm|lm , якщо
z := (z1; . . . ; zm) ∈ Rm, l := (l1; . . . ; lm) ∈
Zm

+ ;
−→γ := (γ1; . . . ; γm) - m-вимiрний вектор,−→

1 := (1; . . . ; 1); запис −→αf−→β , де f—де-
яке вiдношення, означає, що це вiдношен-
ня виконується для всiх вiдповiдних коор-
динат векторiв −→α i

−→
β , при цьому, якщо q :=

= (q1; . . . ; qm) ∈ Zm
+ , {−→α ,−→γ } ⊂ Rm, то qq−→γ :=

= qq1γ1

1 . . . qqmγm
m ; |−→α |−→γ+ := |α1|γ1 + . . .+|αm|γm ,

|−→α |+ := |−→α |−→1+ — скалярнi величини (якщо−→α —мультиiндекс або просторова змiнна, то
замiсть −→α писатимемо α).

Припустимо, що n-вимiрна просторова
змiнна x складається з n1-вимiрної змiн-
ної x1 := (x11; . . . ; x1n1), n2-вимiрної змiн-
ної x2 := (x21; . . . ; x2n2), n3-вимiрної змiнної
x3 := (x31; . . . ; x3n3), тобто x := (x1; x2; x3),
де n1, n2 i n3 — такi натуральнi числа, що
n3 ≤ n2 ≤ n1 i n = n1 + n2 + n3; n0 := n− n1.
У зв’язку з цим, мультиiндекс k ∈ Zn

+ за-
писуватимемо у виглядi k := (k1; k2; k3), де
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kj := (kj1; . . . ; kjnj
), j ∈ N3.

Якщо x = (x1; x2; x3) i xj := (xj1; . . . ; xjnj
)

— точки вiдповiдно з Rn i Rnj , j ∈ N3, то

x′j := (xj1; . . . ; xjn3), x
′′
j := (xj(n3+1); . . . ; xjn2),

x′′′1 := (x1(n2+1); . . . ; x1n1), x̂1 := (x11; . . . ; x1n2);

цi позначення будемо використовувати i для
iнших подiбних точок та векторiв.

Крiм цього, позначимо через

Πm
M := {(t, ξ)| t ∈ M, ξ ∈ Rm}

i нехай
−→
2b := (2b1; . . . ; 2bn1),

−→α ∗ := (
−→
1 −−→1 /

−→
2b;

̂−→
1 −−→1 /

−→
2b; (

−→
1 −−→1 /

−→
2b)′),

−→
β ∗ := (

−→
1 /
−→
2b;
−̂→
1 /
−→
2b; (

−→
1 /
−→
2b)′).

При довiльно фiксованих T > 0, m ∈ N
та векторi

−→
2b розглянемо систему рiвнянь

(
∂t −

n2∑
j=1

x1j∂x2j
−

n3∑
j=1

x2j∂x3j

)
u(t; x) =

= A(t; ∂x1)u(t; x), (t; x) ∈ Πn
(0;T ], (1)

з класу SEt−→
2b

[6], у якiй u := col(u1; . . . ; um),
a

A(t; ∂x1) :=

(
alj

0 (t)
∑

|k1/
−→
2b|+=1

ak1(i∂x1)
k1+

+
∑

|k1/
−→
2b|+<1

alj
k1

(t)(i∂x1)
k1

)m

l,j=1

— матричний диференцiальний вираз, кое-
фiцiєнти якого неперервнi на [0; T ] комплек-
снозначнi функцiї такi, що вiдповiдний ди-
ференцiальний вираз

∂t − A(t; ∂x1)

є
−→
2b-параболiчним на множинi Πn1

(0;T ] [2].
У працi [6] для системи (1) побудована

ФМРЗК G та дослiджено її основнi вла-
стивостi. Зокрема, встановлено нескiнченну
диференцiйовнiсть матрицi G за просторо-
вими змiнними та iснування додатних ста-
лих A,B, c i δ таких, що для всiх {q, l} ⊂

Zn
+, {x, ξ} ⊂ Rn, t ∈ (τ ; T ] та τ ∈ [0; T ) ви-

конується оцiнка
∣∣∂q

x∂
l
ξG(t, x; τ, ξ)

∣∣ ≤ cA|q|+qq
−→
β∗B|l|+ll

−→
β∗×

×(t− τ)
−
∣∣(l1+q1+

−→
1 )/

−→
2b

∣∣
+
−
∣∣( ̂−→

1 +
−→
1 /
−→
2b

)
·
(

l2+q2+
−̂→
1
)∣∣

+

×(t− τ)
−
∣∣(−→2 +

−→
1 /
−→
2b

)′
·
(

l3+q3+
−→
1 ′

)∣∣
+×

×exp
{
−δ

(
n1∑

j=1

(
(t− τ)

− 1
2bj |x1j − ξ1j|

) 2bj
2bj−1 +

+

n2∑
j=1

(
(t−τ)

−1− 1
2bj |x2j−ξ2j +(t−τ)x1j|

) 2bj
2bj−1 +

+

n3∑
j=1

(
(t− τ)

−2− 1
2bj |x3j − ξ3j + (t− τ)x2j+

+ (t− τ)2x1j/2|
) 2bj

2bj−1

)}
. (2)

Цi властивостi матрицi G дозволили у [8]
розглянути задачу Кошi для системи (1) з
початковою умовою

u(t; ·)|t=0 = f, f ∈ (S
−→
β−→α )′, (3)

де S
−→
β−→α – векторний аналог простору S

−→
β−→α Гель-

фанда i Шилова, та встановити коректну
розв’язнiсть цiєї задачi в такому виглядi: не-
хай початкова функцiя f ∈ (S

−→
β∗−→
α∗

)′, тодi для
задачi Кошi (1), (3) iснує єдиний неперерв-
но залежний вiд початкових даних розв’я-
зок, який є неперервно диференцiйовним за
t, нескiнченно диференцiйовним за x, задо-
вольняє рiвняння (1) у звичайному розумiн-
нi, а початкову умову (3) у сенсi слабкої збi-
жностi у просторi (S

−→
β∗−→
α∗

)′, при цьому, зобра-
жується формулою

u(t; x) =< f, G(t, x; 0, ·) >, (t; x) ∈ Πn
(0;T ].

2. Основний результат. Передусiм до-
ведемо таке допомiжне твердження.

Лема. Iснують додатнi сталi c0, A0, B0

i δ0 такi, що для всiх {k, q} ⊂ Zn
+, {x, ξ} ⊂

Rn, xlj 6= ξlj, j ∈ Nnl
, l ∈ N3, i t ∈ (0; 1)

виконується оцiнка
∣∣∂q

x∂
k
ξ G (t, x; 0, ξ)

∣∣ ≤ c0t
nA

|q|+
0 B

|k|+
0 qqkk×
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×
(

n1∏
j=1

|x1j − ξ1j|−
2bjm1j(k,q)

2bj−1

)
×

×
(

n2∏
j=1

|x2j − ξ2j + tx1j|−
2bjm2j(k,q)

2bj−1

)
×

×



n3∏
j=1

∣∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣∣
− 2bjm3j(k,q)

2bj−1


×

× exp



−δ0




n1∑
j=1

( |x1j − ξ1j|
t1/(2bj)

) 2bj
2bj−1

+

+

n2∑
j=1

( |x2j − ξ2j + tx1j|
t1+1/(2bj)

) 2bj
2bj−1

+

+

n3∑
j=1

( |x3j − ξ3j + tx2j + 2−1t2x1j|
t2+1/(2bj)

) 2bj
2bj−1






 ,

при m(k, q) = (m1(k, q),m2(k, q),m3(k, q)) ∈
Zn

+ такому, що

m1j(k, q) = 2bj +

[(
1− 1

2bj

)
(k1j + q1j + 1)

]
,

j ∈ Nn1 ,

m2j(k, q) = 1 +

[
2bj − 1

2bj + 1
+

+

(
1− 1

2bj

)
(k2j + q2j + 1)

]
, j ∈ Nn2 , (4)

m3j(k, q) = 1 +

[
2bj − 1

4bj + 1
+

+

(
1− 1

2bj

)
(k3j + q3j + 1)

]
, j ∈ Nn3

(тут [·] – цiла частина числа).
Доведення. Оскiльки

e−p ≤ m!

pm
, p > 0 (∀m ∈ Z+),

то
t
− 1

2bj
(k1j+q1j+1)

k
1

2bj
k1j

1j q
1

2bj
q1j

1j ×

× exp



−δ

( |x1j − ξ1j|
t1/(2bj)

) 2bj
2bj−1



 ≤

(
2

δ

)m1j

×

×t
m1j

2bj−1
− k1j+q1j+1

2bj k
1

2bj
k1j

1j q
1

2bj
q1j

1j m1j!×

× |x1j − ξ1j|−
2bjm1j
2bj−1 exp



−

δ

2

( |x1j − ξ1j|
t1/(2bj)

) 2bj
2bj−1



 ,

m1j ∈ Z+, j ∈ Nn1 ,

t
−

(
1+ 1

2bj

)
(k2j+q2j+1)

k
1

2bj
k2j

2j q
1

2bj
q2j

2j ×

× exp



−δ

( |x2j − ξ2j + tx1j|
t1+1/(2bj)

) 2bj
2bj−1



 ≤

≤
(

2

δ

)m2j

t
2bj+1

2bj−1
m2j−

2bj+1

2bj
(k2j+q2j+1)

k
1

2bj
k2j

2j q
1

2bj
q2j

2j ×

×m2j! |x2j − ξ2j + tx1j|−
2bjm2j
2bj−1 ×

× exp



−

δ

2

( |x2j − ξ2j + tx1j|
t1+1/(2bj)

) 2bj
2bj−1



 ,

m2j ∈ Z+, j ∈ Nn2 ,

t
−

(
2+ 1

2bj

)
(k3j+q3j+1)

k
1

2bj
k3j

3j q
1

2bj
q3j

3j ×

× exp




−δ




∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣
t2+1/(2bj)




2bj
2bj−1




≤

≤
(

2

δ

)m3j

t
4bj+1

2bj−1
m3j−

4bj+1

2bj
(k3j+q3j+1)

k
1

2bj
k3j

3j ×

×q
1

2bj
q3j

3j m3j!

∣∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣∣
− 2bjm3j

2bj−1

×

× exp




−δ

2




∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣
t2+1/(2bj)




2bj
2bj−1





,

m3j ∈ Z+, j ∈ Nn3 .

Розглянемо тепер нерiвностi

m1j

2bj + 1
− k1j + q1j + 1

2bj

≥ 1, j ∈ Nn1 ,

2bj + 1

2bj − 1
m2j − 2bj + 1

2bj

(k2j + q2j + 1) ≥ 1, (5)

j ∈ Nn2 ,
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4bj + 1

2bj − 1
m3j − 4bj + 1

2bj

(k3j + q3j + 1) ≥ 1,

j ∈ Nn3 .

Очевидно, що компоненти вектора m (k, q) iз
Zn

+, якi визначаються рiвностями (4), є на-
туральними роз’язками нерiвностей (5).

Зазначимо далi, що для всiх {α, a, b, c} ⊂
(0; +∞)

([a + αb + αc] + 1)! ≤ (([a] + 4) + [αb] +

+ [αc])! =
(([a] + 4) + [αb] + [αc])!

([a] + 4)! ([αb] + [αc])!
×

×([αb] + [αc])!

[αb]! [αc]!
([a] + 4)! [αb]! [αc]! ≤

≤ ([a] + 4)!2(a+4+2(αb+αc)) (αb)αb (αc)αc .

Урахувавши все це, безпосередньо з оцiн-
ки (2) при {k, q} ⊂ Zn

+ i вiдповiдному m ∈
Zn

+ iз компонентами (4), приходимо до твер-
дження вихiдної леми.

Лему доведено.
Правильне наступне твердження.
Теорема. Нехай узагальнена функцiя

f ∈
(
S
−→
β−→α ∗

)′
⊂

(
S
−→
β ∗−→α ∗

)′
при

−→
β >

−→
1 на мно-

жинi Q ⊂ Rn дорiвнює нулевi, а u (t; x) =
= 〈f,G (t, x; 0, ·)〉 – вiдповiдний розв’язок за-
дачi Кошi (1), (3). Тодi ∂q

xu (t; x), q ∈ Zn
+,

збiгається до нуля при t → +0 рiвномiрно
стосовно змiнної x на кожнiй компактнiй
множинi K ⊂ Q.

Доведення. Нехай K ⊂ K1 ⊂ Q, де K1 –
деяка компактна множина з Rn така, що

∀x ∈ K ∀ξ ∈ Rn\K1 : |xlj − ξlj| ≥ alj > 0,

j ∈ Nnl
, l ∈ N3.

Побудуємо фiнiтну функцiю η0 ∈ S
−→
β−→α ∗ з но-

сiєм в Q так, щоб η0 = 1 на K1. Тодi, оскiль-
ки у просторах типу S визначенa операцiя
множення, а елементи матричної функцiї
∂q

xG (t, x; 0, ·) належать до простору S
−→
β ∗−→α ∗ при

x ∈ Rn, t ∈ (0; T ], то елементи матриць
η0(·)∂q

xG(t, x; 0, ·) i (1− η0(·))∂q
xG(t, x; 0, ·) на-

лежать до S
−→
β−→α ∗ при зазначених t та x.

Отже,

∂q
xu (t; x) = 〈f, η0(·)∂q

xG (t, x; 0, ·)〉+

+ 〈f, η1(·)∂q
xG (t, x; 0, ·)〉 , (t; x) ∈ Πn

(0;T ],

де η1(·) := 1− η0(·). Урахувавши те, що уза-
гальнена функцiя f дорiвнює нулю на Q, а
supp (η0(·)∂q

xG (t, x; 0, ·)) ⊂ Q, з попередньої
рiвностi одержуємо, що

∂q
xu (t; x) = tn

〈
f, t−nη1(·)∂q

xG (t, x; 0, ·)〉 ,

при (t; x) ∈ Πn
(0;T ].

Для доведення теореми досить установи-
ти рiвномiрну обмеженiсть стосовно змiнних
t, 0 < t << 1, x ∈ K i ξ ∈ Rn сукупно-
стi функцiй ωt,x(ξ) := t−nη1(ξ)∂

q
xG (t, x; 0, ξ)

у просторi S
−→
β−→α ∗ , тобто встановити оцiнку

∣∣∂k
ξ ωt,x(ξ)

∣∣ ≤ cA|k|+k
−→
β ke−δ|ξ|

−→
1 /−→α ∗
+ , k ∈ Zn

+ (6)

(тут величини c, A i δ не залежать вiд t, x,
ξ i k). Але, оскiльки ωt,x(ξ) = 0 для ξ ∈ K1,
то оцiнку (6) досить установити лише для
ξ ∈ Rn\K1.

Згiдно формули Лейбнiца диференцiю-
вання добутку функцiй маємо

∣∣∂k
ξ ωt,x(ξ)

∣∣ ≤

≤ t−n

|k|+∑

|l|+=0

C l
k

∣∣∂l
ξη1(ξ)

∣∣ ∣∣∂k−l
ξ ∂q

xG (t, x; 0, ξ)
∣∣ =

= t−n

{∣∣∂k
ξ ∂q

xG (t, x; 0, ξ)
∣∣+

+

|k|+∑

|l|+=0

C l
k

∣∣∂k−l
ξ η0(ξ)

∣∣ ∣∣∂l
ξ∂

q
xG (t, x; 0, ξ)

∣∣
}

.

Зваживши тепер на твердження попередньої
леми та належнiсть η0 до S

−→
β−→α ∗ , для t ∈ (0; 1),

{k, q} ⊂ Zn
+, x ∈ K i ξ ∈ Rn\K1 одержимо

∣∣∂k
ξ ωt,x(ξ)

∣∣ ≤ c0A
|q|+
0 qq

{
B
|k|+
0 kk×

×
(

n1∏
j=1

|x1j − ξ1j|−
2bjm1j(k,q)

2bj−1

)
×

×
(

n2∏
j=1

|x2j − ξ2j + tx1j|−
2bjm2j(k,q)

2bj−1

)
×
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×



n3∏
j=1

∣∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣∣
− 2bjm3j(k,q)

2bj−1


 +

+c1

|k|+∑

|l|+=0

2|k|+B
|k−l|+
1 (k − l)β(k−l) e−δ1|ξ|

−→
1 /α∗
+ ×

×B
|l|+
0 ll

(
n1∏

j=1

|x1j − ξ1j|−
2bjm1j(l,q)

2bj−1

)
× (7)

×
(

n2∏
j=1

|x2j − ξ2j + tx1j|−
2bjm2j(l,q)

2bj−1

)
×

×



n3∏
j=1

∣∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣∣
− 2bjm3j(l,q)

2bj−1








× exp



−δ0




n1∑
j=1

( |x1j − ξ1j|
t1/(2bj)

) 2bj
2bj−1

+

+

n2∑
j=1

( |x2j − ξ2j + tx1j|
t1+1/(2bj)

) 2bj
2bj−1

+

+

n3∑
j=1




∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣
t2+1/(2bj)




2bj
2bj−1








.

Далi, оскiльки x ∈ K, то iснує такий век-
тор r = (r1, r2, r3) ∈ Rn з додатними ком-
понентами, що для всiх x ∈ K виконуються
такi нерiвностi:

|xlj| ≤ rlj, j ∈ Nnl
, l ∈ N3.

Тодi для x ∈ K, ξ ∈ Rn\K1 i t ∈ (0; r0), r0 :=

= min

{
min
j∈Nn2

{
a2j

2r2j

}
, min

j∈Nn3

{
a3j

2(r2j+r3j)

}
, 1

}
,

|x1j − ξ1j| ≥ a1j > 0, j ∈ Nn1 ,

|x2j − ξ2j + tx1j| ≥ |x2j − ξ2j| − t |x1j| ≥
≥ |x2j − ξ2j| − tr2j ≥ a2j

2
> 0, j ∈ Nn2 ,

∣∣∣∣x3j − ξ3j + tx2j +
t2x1j

2

∣∣∣∣ ≥

≥ |x3j − ξ3j| − t

(
|x2j|+ t|x1j|

2

)
≥

≥ |x3j − ξ3j|−t (r2j + r3j) ≥ a3j

2
> 0, j ∈ Nn3 .

Крiм цього, для зазначених x, ξ i t

|x1j − ξ1j| ≥ |ξ1j| − r1j, j ∈ Nn1 ,

|x2j − ξ2j + tx1j| ≥ |ξ2j|−(r1j + r2j) , j ∈ Nn2 ,∣∣x3j − ξ3j + tx2j + 2−1t2x1j

∣∣ ≥
≥ |ξ3j| − (r1j + r2j + r3j) , j ∈ Nn3 .

Звiдси та з нерiвностi (7), урахувавши
структуру (4) компонент вектора m(k, q),
одержуємо оцiнку (6).

Теорему доведено.
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