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ÐIÂÍßÍÜ
Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïà-

ðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Existence conditions for the fundamental matrix of solutions of the initial problem for a
parabolic system of integro-di�erential equations have been established.

Ïðè ìîäåëþâàííi ðiçíèõ áiîëîãi÷íèõ, ôi-
çè÷íèõ ïðîöåñiâ ÷àñòî âèíèêàþòü çàäà÷i ç
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè. Ïè-
òàííÿ êëàñèôiêàöi¨ òà ðîçâ'ÿçíîñòi ïåâíèõ
òèïiâ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âè-
ñâiòëåíi ó ìîíîãðàôi¨ Âîëüòåððè [1], äå ìiñ-
òèòüñÿ âåëèêà áiáëiîãðàôiÿ ïî äàíié òåìàòè-
öi. Çîêðåìà, çâè÷àéíi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëü-
íi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè äîñëiäæåíi ó ïðàöi
Ëàíäî [2], äå áóäó¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, âñòàíîâëþþòüñÿ óìî-
âè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà-
÷i Êîøi ó êëàñàõ íåïåðåðâíèõ òà êóñêîâî-
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ó äàíié ñòàòòi çãiäíî ïîçíà÷åíü Ëàí-
äî ìåòîäîì Ëåâi áóäó¹òüñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íà ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ (ÔÌÐ) Γ çàäà÷i
Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó êëàñè÷íèõ ïðî-
ñòîðàõ Ãåëüäåðà. Ãîëîâíîþ ñêëàäîâîþ äàíî¨
ÔÌÐ Γ ¹ ÔÌÐ Z çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi-
÷íî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ïè-
òàííÿ ïîáóäîâè òà âñòàíîâëåííÿ äèôåðåíöi-
àëüíèõ âëàñòèâîñòåé ÔÌÐ Z, ïî÷èíàþ÷è ç
äðóãî¨ ïîëîâèíè XX ñòîëiòòÿ, äîáðå âèâ÷å-
íi ó áàãàòüîõ ìîíîãðàôiÿõ. Çîêðåìà, ôóí-
äàìåíòàëüíèìè ¹ ïðàöi Ñ. Ä. Åéäåëüìàíà,
À. Ôðiäìàíà, Ñ. Ä. Iâàñèøåíà [3,4,6], äå ïî-
áóäîâà ÔÌÐ Z çäiéñíþ¹òüñÿ â ïðîñòîðàõ
Ãåëüäåðà, Î. À. Ëàäèæåíñüêî¨ [5], äå ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ êðiì òîãî ïðîñòîðè óçàãàëüíå-
íèõ ôóíêöié. Äëÿ ïðîñòîðiâ Äiíi ðåçóëüòàòè
îäåðæàíi ó ìîíîãðàôi¨ Ì. I. Ìàòié÷óêà [7].

Â îáëàñòi Π = (0, T ) × En ðîçãëÿíå-
ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂u

∂t
=

∑

|k|≤2b

Ak(t, x)Dk
xu+

+

t∫

0

dτ

∫

En

K(t, τ, x, ξ)u(τ, ξ) dξ + f(t, x), (1)

u
∣∣
t=0

= ϕ(x). (2)

Ïîáóäó¹ìî ÔÌÐ çàäà÷i Êîøi (1)-(2),
âñòàíîâèìî óìîâè, çà ÿêèõ ìîæíà ¨¨ ïîáó-
äóâàòè, òà çíàéäåìî îöiíêè äëÿ ÔÌÐ òà ¨¨
ïîõiäíèõ.

Ââåäåìî ïiäñòàíîâêó
∂u

∂t
−

∑

|k|≤2b

Ak(t, x)Dk
xu = y(t, x), (3)

äå y(t, x) � íåâiäîìà N -âåêòîð-ôóíêöiÿ. Òî-
äi çàäà÷à (3)-(2) � öå çàäà÷à Êîøi äëÿ ïà-
ðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ç íåîäíîðiäíiñòþ y(t, x).
Äëÿ öi¹¨ çàäà÷i Êîøi ó ïðèïóùåííi, ùî y ∈
C

(α)
x (Π), ðîçâ'ÿçîê çàïèñó¹òüñÿ ÷åðåç ÔÌÐ

Z ó âèãëÿäi [3, ñ. 269]
u(t, x) =

∫

En

Z(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ) dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Z(t, τ, x, ξ)y(τ, ξ)dξ (4)

i äëÿ ïîõiäíèõ Z ïðàâèëüíi îöiíêè [3, ñ. 73]:∣∣Dk
xZ(t, τ, x, ξ)

∣∣ ≤ Ck(t− τ)−
n+|k|

2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

|k| ≤ 2b. (5)
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Ïiäñòàâèìî âèðàç äëÿ u (4) ó âèõiäíó ñè-
ñòåìó (1):

y(t, x) = f(t, x)+

+

t∫

0

dτ

∫

En

K(t, τ, x, ξ)

∫

En

Z(τ, 0, ξ, z)ϕ(z)dzdξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

K(t, τ, x, ξ)

τ∫

0

dβ

∫

En

Z(τ, β, ξ, z)y(β, z)dzdξ.

(6)
Îäåðæàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè-
Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó âiäíîñíî íåâiäîìî¨
âåêòîð-ôóíêöi¨ y. Â îñòàííüîìó iíòåãðàëi çà
ôîðìóëîþ Äiðiõëå çìiíèìî ïîðÿäîê iíòåãðó-
âàííÿ, ùîá âèäiëèòè ÿäðî

t∫

0

dτ

∫

En

K(t, τ, x, ξ)

τ∫

0

dβ

∫

En

Z(τ, β, ξ, z)y(β, z)dzdξ=

=

t∫

0

dτ

∫

En

[ t∫

τ

dβ

∫

En

K(t,β,x,z)Z(β,τ,z,ξ)dz

]
y(τ, ξ)dξ,

ÿêå ïîçíà÷èìî ÷åðåç

H(t, τ, x, ξ) ≡
t∫

τ

dβ

∫

En

K(t, β, x, z)Z(β, τ, z, ξ)dz.

ßêùî ó äðóãîìó äîäàíêó iíòåãðàëüíîãî
ðiâíÿííÿ (6) çìiíèòè ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ
çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, òî áóäå âèäiëåíî
öå ñàìå ÿäðî H i òîäi ðiâíÿííÿ ïåðåïèøåòüñÿ
ó âèãëÿäi
y(t, x) = F (t, x)+

t∫

0

dτ

∫

En

H(t, τ, x, ξ)y(τ, ξ)dξ,

(6′)
äå

F (t, x) ≡ f(t, x) +

∫

En

H(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ.

Çãiäíî ç òåîði¹þ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðå-
ãóëÿðíèì ÷è êâàçiðåãóëÿðíèì ÿäðîì ÿäðó
H(t, τ, x, ξ) âiäïîâiäà¹ ðåçîëüâåíòà

R(t, τ, x, ξ) =
∞∑

ν=1

Hν(t, τ, x, ξ),

äå
Hν(t,τ,x,ξ)=

t∫

τ

dβ

∫

En

H1(t,β,x,z)Hν−1(β,τ,z,ξ)dz,

ν =2, 3, ..., H1 = H.

Êâàçiðåãóëÿðíiñòü ÿäðà H áóäå âñòàíîâëåíà
íèæ÷å. Òîäi ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6′) çîáðà-
çèòüñÿ ó âèãëÿäi

y(t, x) = F (t, x) +

t∫

0

dτ

∫

En

R(t, τ, x, ξ)F (τ, ξ)dξ

àáî
y(t, x) = f(t, x) +

∫

En

H(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

R(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

R(t, τ, x, ξ)

∫

En

H(τ, 0, ξ, z)ϕ(z)dzdξ. (7)

Îòæå, ÿêùî ïiäñòàâèòè y(t, x) ó çîáðàæå-
ííÿ äëÿ u (4), òî ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i
Êîøi (1)-(2) íàáóäå âèãëÿäó:

u(t, x) =

∫

En

Z(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Z(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Z(t,τ,x,ξ)

τ∫

0

dβ

∫

En

R(τ,β,ξ,z)f(β, z)dzdξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

{
Z(t, τ, x, ξ)

∫

En

[
H(τ, 0, ξ, s)+

+

τ∫

0

dβ

∫

En

R(τ,β,ξ,z)H(β,0,z,s)dz
]
ϕ(s)ds

}
dξ. (8)

Çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê (8) ÷åðåç îïåðàòîð ñèì-
âîëi÷íî¨ çãîðòêè

u=(Z+Z∗∗R)∗∗f+Z∗ϕ+Z∗∗[(H+R∗∗H)∗ϕ]

i ðîçãëÿíåìî îñòàííi äâà äîäàíêè

Z ∗ ϕ + Z ∗ ∗[(H + R ∗ ∗H) ∗ ϕ] =

= {Z + Z ∗ ∗H + [Z ∗ ∗(R ∗ ∗H)]} ∗ ϕ =

={Z+Z∗∗[H+R∗∗H]}∗ϕ = {Z+Z∗∗R}∗ϕ,

îñêiëüêè R =
∞∑

ν=1

Hν i H + R ∗ ∗H = R.
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Ó ðåçóëüòàòi äëÿ ðîçâ'ÿçêó îäåðæèìî çî-
áðàæåííÿ:

u = {Z + Z ∗ ∗R} ∗ ϕ + {Z + Z ∗ ∗R} ∗ ∗f.

Îòæå, âèäiëåíî ÿäðî îáåðíåíîãî îïåðàòî-
ðà çàäà÷i Êîøi (1)-(2)

Γ(t, τ, x, ξ) ≡ Z(t, τ, x, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

En

Z(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ)dz, (9)

çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ðîçâ'ÿçîê çàïèøåòüñÿ ó
âèãëÿäi:

u(t, x) =

∫

En

Γ(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ) dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Γ(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ) dξ.

Ç'ÿñó¹ìî, ÿêîìó êëàñó íàëåæèòü iíòå-
ãðàëüíå ÿäðî K ñèñòåìè (1) äëÿ iñíóâàííÿ
ÔÌÐ Γ çàäà÷i Êîøi (1)-(2). Äëÿ öüîãî âè-
çíà÷èìî, çà ÿêèõ óìîâ ìîæíà ïîáóäóâàòè
ðåçîëüâåíòó R äëÿ ðiâíÿííÿ (6). Ïðèïóñòè-
ìî, ùî

|Dm
x K(t, τ, x, ξ)| ≤ Cm

e−c1ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n+2b+|m|−α

2b

,

|m| = 0, 1. (10)

Îöiíèìî ÿäðî H, êîðèñòóþ÷èñü îöiíêàìè
(5) òà (10):

|H| ≤
t∫

τ

dβ

∫

En

|K(t, β, x, z)||Z(β, τ, z, ξ)|dz ≤

≤ C0

t∫

τ

dβ

∫

En

e−c1ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n+2b−α

2b

· e−cρ(β,τ,z,ξ)

(β − τ)
n
2b

dz.

Íà îñíîâi ëåìè ïðî îöiíêó íåâëàñíîãî îá'¹ì-
íîãî iíòåãðàëó [3, ñ.39] îäåðæèìî:

|H| ≤ C1
e−c(1−ε)ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−α
2b

, C1 = C0 ·Cε. (11)

Äàëi îöiíèìî ïîâòîðíi ÿäðà. Äëÿ îöiíêè H2

çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñü ëåìîþ ïðî îöiíêó íå-
âëàñíîãî îá'¹ìíîãî iíòåãðàëó, à â iíòåãðàëi

ïî β ïåðåéäåìî äî B-ôóíêöi¨:

|H2|≤C2
1

t∫

τ

dβ

∫

En

e−c(1−ε)ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n−α
2b

e−c(1−ε)ρ(β,τ,z,ξ)

(β − τ)
n−α
2b

dz≤

≤ C2
1Cε ·B

(
1 + α

2b
, 1 + α

2b

) e−c(1−2ε)ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−2b−2α

2b

.

Ïî iíäóêöi¨ áóäåìî ìàòè:

|Hν | ≤ Cν
1 Cν−1

ε ·B (
1 + α

2b
, 1 + α

2b

) · . . .×

×B
(
1+ α

2b
, (ν−1)(1+ α

2b
)
) e−c(1−νε)ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−(ν−1)2b−να

2b

.

ßê âèäíî ç îñòàííüî¨ îöiíêè, ïî÷èíàþ÷è ç
ν ≥ ν0 =

[
n+2b
2b+α

]
+ 1, ÿäðà íå ìàòèìóòü îñî-

áëèâîñòi i äëÿ Hν0 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

|Hν0| ≤ Cν0e
−cν0ρ(t,τ,x,ξ), cν0 = c(1− ν0ε).

Äëÿ âñiõ íàñòóïíèõ ÿäåð ñïðàâåäëèâà îöií-
êà:

|Hν0+m|≤CCm
1 Cν0 ·B

(
1+ α

2b
,1
)
B

(
1+ α

2b
,2+ α

2b

)×
× . . . ·B (

1 + α
2b

, (m− 1)(1 + α
2b

) + 1
)×

×(t− τ)m(1+ α
2b

)e−cν0ρ(t,τ,x,ξ),

ÿêà îäåðæèòüñÿ, êîëè â ïîêàçíèêó åêñïî-
íåíòè âiäùåïëþâàòè âiä c(1 − ε) âåëè÷èíó
cν0 i êîðèñòóâàòèñü íåðiâíiñòþ ρ(t, β, x, z) +
ρ(β, τ, z, ξ) ≥ ρ(t, τ, x, ξ), ó ðåçóëüòàòi ÷îãî
ìàòèìåìî iíòåãðàë òèïó iíòåãðàëà Ïóàññî-
íà, à â iíòåãðàëi ïî ÷àñîâié çìiííié ïåðåéòè
äî B-ôóíêöi¨.

ßêùî ðîçãëÿíóòè çàëèøêîâèé ðÿä
∞∑

ν=ν0+1

Hν i ñòàëi, ùî ôiãóðóþòü â îöiíêàõ
ïîâòîðíèõ ÿäåð

Am =B
(
1+ α

2b
, 1

)·. . .·B(
1+ α

2b
, (m−1)(1+ α

2b
)+1

)
=

=
Γm(1 + α

2b
)

Γ(m(1 + α
2b

) + 1)
,

â ÿêèõ çäiéñíåíî ïåðåõiä âiä B− äî
Γ−ôóíêöié, òî ìàæîðàíòíèé ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑

m=1

Am çà îçíàêîþ Äàëàìáåðà çáiãà¹òüñÿ, à
çíà÷èòü ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä çà êðèòåði¹ì
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Âåé¹ðøòðàññà çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî i àáñî-
ëþòíî. Öå äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ðåçîëüâåíòó,
äëÿ ÿêî¨ ç íåðiâíîñòåé äëÿ ïîâòîðíèõ ÿäåð
ìîæíà îäåðæàòè íàñòóïíó îöiíêó:

|R(t, τ, x, ξ)|≤C(t− τ)−
n−α
2b e−cν0ρ(t,τ,x,ξ). (12)

Òåïåð ïîâåðíåìîñü äî ðîçâ'ÿçêó (4) çà-
äà÷i Êîøi (3)-(2), äëÿ çíàõîäæåííÿ ÿêîãî
ðîáèëîñü ïðèïóùåííÿ ùîäî ãåëüäåðîâîñòi
ôóíêöi¨ y çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ. Ïîêàæå-
ìî, ùî ôóíêöiÿ y ãåëüäåðîâà ç òèì ñàìèì
ïîêàçíèêîì α, ùî êîåôiöi¹íòè òà ÿäðî iíòå-
ãðàëüíîãî îïåðàòîðà âèõiäíî¨ ñèñòåìè. Äëÿ
öüîãî âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó îöiíêè äëÿ ïðè-
ðîñòiâ ÿäåð K, H òà ðåçîëüâåíòè. Äëÿ ÿäðà
K ïðàâèëüíà îöiíêà (10), ç ÿêî¨ âèïëèâà¹
îöiíêà äëÿ ïðèðîñòó ÿäðà ïðè |h| = |4x| ≥
2b
√

t− τ :
∣∣4x

hK(t, τ, x, ξ)
∣∣ ≤ C

|h|α
(t− τ)

n+2b
2b

×

×
[
e−c1ρ(t,τ,x+h,ξ) + e−c1ρ(t,τ,x,ξ)

]
. (13)

ßêùî |h| < 2b
√

t− τ , òî çà òåîðåìîþ Ëàãðàí-
æà

|4x
hK(t, τ, x, ξ)| = |DxK(t, τ, x + θh, ξ)| · |h| ≤

≤ C
e−c1ρ(t,τ,x+θh,ξ)

(t− τ)
n+2b+1−α

2b

· |h|.

Ðîçãëÿíåìî e
−c1

(
|x+θh−ξ|
(t−τ)1/2b

)q

. Çà ëåìîþ ç
[8 , ñ. 144] çíàéäåòüñÿ òàêà ñòàëà c2 > 0, ùî

e
−c1

(
|x+θh−ξ|
(t−τ)1/2b

)q

≤e
−c2

(
|x−ξ|

(t−τ)1/2b

)q

e
c′
(
|θ| |h|

(t−τ)1/2b

)q

≤

≤ Const · e−c2

(
|x−ξ|

(t−τ)1/2b

)q

,

îñêiëüêè |h|
(t−τ)1/2b < 1. Òîìó

∣∣4x
hK(t, τ, x, ξ)

∣∣≤C

( |h|
(t−τ)1/2b

)1−α |h|α
(t−τ)

n+2b
2b

×

×e−c2ρ(t,τ,x,ξ) ≤ C
|h|α

(t− τ)
n+2b

2b

e−c2ρ(t,τ,x,ξ).

Îòæå, äëÿ ïðèðîñòó iíòåãðàëüíîãî ÿäðà
K ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (13), ÿêà îçíà÷à¹,

ùî ÿäðî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîìiðíó óìîâó
Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì α.

Îöiíèìî ïðèðiñò ÿäðà H. Íåõàé |h| ≥
1
2

2b
√

t− τ . Òîäi îöiíêà ïðèðîñòó ÿäðà H âè-
ïëèâà¹ ç îöiíêè äëÿ H (11):
∣∣4x

hH(t,τ,x,ξ)
∣∣≤

∣∣H(t,τ,x+h,ξ)
∣∣+

∣∣H(t,τ,x,ξ)
∣∣≤

≤ C
|h|α

(t−τ)
n
2b

[
e−cρ(t,τ,x+h,ξ) +e−cρ(t,τ,x,ξ)

]
. (14)

Âñòàíîâèìî îöiíêó äëÿ ïðèðîñòó ÿäðà H
ïðè |h| < 1

2
(t− τ)

1
2b :

4x
hH(t, τ, x, ξ) =

=

t∫

τ

dβ

∫

En

4x
hK(t, β, x, z)Z(β, τ, z, ξ)dz =

=

t1∫

τ

. . . +

t−|h|2b∫

t1

. . . +

t∫

t−|h|2b

. . . = I1 + I2 + I3,

äå t1 = τ + t−τ
2
. Íà îñíîâi îöiíêè (13) i òîãî,

ùî t− β ≥ t−τ
2
, ìà¹ìî

|I1|≤C
|h|α
t−τ

t1∫

τ

dβ

∫

En

e−c1ρ(t,β,x+h,z)+e−c1ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n
2b

×

×e−cρ(β,τ,z,ξ)

(β − τ)
n
2b

dz ≤

≤ C
|h|α

(t− τ)
n
2b

[
e−cρ(t,τ,x+h,ξ) + e−cρ(t,τ,x,ξ)

]
.

Îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê, äå ñêîðèñòà¹ìîñü
òåîðåìîþ Ëàãðàíæà ïðî ïðèðiñò:

|I2| ≤
t−|h|2b∫

t1

dβ

∫

En

|h|e
−c1ρ(t,β,x+θh,z)

(t−β)
n+2b+1−α

2b

e−cρ(β,τ,z,ξ)

(β − τ)
n
2b

dz ≤

≤ C|h| e
−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)n/2b

t−|h|2b∫

t1

dβ

(t− β)
2b+1−α

2b

=

= C|h|α e−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)n/2b
.
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Àíàëîãi÷íî, ÿê i ïðè îöiíþâàííi ÿäðà K,
e−c1ρ(t,β,x+θh,z) ≤ Const · e−c2ρ(t,β,x,z),

îñêiëüêè |h| < t− β.
Äëÿ îöiíêè I3 ñêîðèñòà¹ìîñü îöiíêîþ (10)

äëÿ iíòåãðàëüíîãî ÿäðà K:

|I3|≤
∣∣∣∣

t∫

t−|h|2b

dβ

∫

En

K(t, β, x + h, z)Z(β, τ, z, ξ)dz

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣
t∫

t−|h|2b

dβ

∫

En

K(t, β, x, z)Z(β, τ, z, ξ)dz

∣∣∣∣ ≤

≤ C

t∫

t−|h|2b

dβ

(t− β)
2b−α

2b

×

×
∫

En

e−c1ρ(t,β,x+h,z)+e−c1ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n
2b

e−cρ(β,τ,z,ξ)

(β − τ)
n
2b

dz ≤

≤ C
|h|α

(t− τ)
n
2b

[
e−cρ(t,τ,x+h,ξ) + e−cρ(t,τ,x,ξ)

]
.

Íà îñíîâi îöiíîê äëÿ I1, I2, I3 òà (14) îñòàòî-
÷íî îäåðæèìî:

∣∣4x
hH(t, τ, x, ξ)

∣∣ ≤

≤ C
|h|α

(t−τ)
n
2b

[
e−cρ(t,τ,x+h,ξ) +e−cρ(t,τ,x,ξ)

]
. (15)

Äëÿ ïðèðîñòó ðåçîëüâåíòè ìàòèìåìî àíàëî-
ãi÷íó îöiíêó

∣∣4x
hR(t, τ, x, ξ)

∣∣ ≤

≤ C
|h|α

(t−τ)
n
2b

[
e−cρ(t,τ,x+h,ξ) +e−cρ(t,τ,x,ξ)

]
. (16)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ y, ÿêà çî-
áðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi (7), ¹ ãåëüäåðîâîþ çà
ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x. f ¹ ãåëüäåðîâîþ çà
ïðèïóùåííÿì, òîáòî

|4xf(t, x)| ≤ C|4x|α. (17)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi (15) òà (16), îöi-
íèìî ïðèðîñòè íàñòóïíèõ äîäàíêiâ:
∣∣∣∣4x

h

∫

En

H(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤
∫

En

|4x
hH||ϕ|dξ ≤

≤ C|h|α·|ϕ|2b+α

∫

En

e−cρ(t,x+h,ξ) + e−cρ(t,x,ξ)

tn/2b
dξ ≤

≤ C|ϕ|2b+α · |h|α; (18)

∣∣∣∣4x
h

t∫

0

dτ

∫

En

R(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ

∣∣∣∣ ≤

≤C|f |α|h|α
t∫

0

dτ

∫

En

e−cρ(t,τ,x+h,ξ)+e−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)n/2b
dξ≤

≤ C|f |α · t · |h|α; (19)

∣∣∣∣4x
h

t∫

0

dτ

∫

En

R(t, τ, x, ξ)

∫

En

H(τ, 0, ξ, z)ϕ(z)dzdξ

∣∣∣∣≤

≤C|ϕ|2b+α|h|α
t∫

0

τ
α
2b

∫

En

e−cρ(t,τ,x+h,ξ)+e−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n
2b

×

×
∫

En

e−c(1−ε)ρ(τ,0,ξ,z)

τ
n
2b

dzdξdτ ≤

≤ C|ϕ|2b+α · t 2b+α
2b · |h|α. (20)

Ç íåðiâíîñòåé (17)-(20) âèïëèâà¹, ùî y çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà ç ïîêàçíèêîì α,
òîáòî ïðàâèëüíà îöiíêà

|4xy(t, x)|≤|4x|α(
C1 + C2|ϕ|2b+α + C3|f |α

)
.

Òåïåð âñòàíîâèìî îöiíêè äëÿ ÔÌÐ (9) òà
¨¨ ïîõiäíèõ. Äëÿ Z ìà¹ìî îöiíêó (5). Îöi-
íèìî ïîõiäíi îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó â (9), ïå-
ðåïîçíà÷èâøè éîãî ÷åðåç W . Çà ëåìîþ ïðî
äèôåðåíöiþâàííÿ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó [3,
ñ.68] ìîëîäøi ïîõiäíi çíàõîäÿòüñÿ áåçïîñå-
ðåäíiì äèôåðåíöiþâàííÿì ïiä çíàêîì iíòå-
ãðàëà, à ñòàðøi ïîõiäíi çà ðàõóíîê ãåëüäåðî-
âîñòi ðåçîëüâåíòè R âèðàõîâóþòüñÿ çà ñïå-
öiàëüíèìè ôîðìóëàìè:

D2b
x W (t, τ, x, ξ) =

=

t1∫

τ

dβ

∫

En

D2b
x Z(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ)dz+

22 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2007. Âèïóñê 349. Ìàòåìàòèêà.



+

t∫

t1

dβ

∫

En

D2b
x Z(t, β, x, z)[R(β, τ, z, ξ)−

−R(β, τ, x, ξ)]dz +

t∫

t1

dβ

∫

En

[
D2b

x Z(t, β, x−z, z)−

−D2b
x Z(t, β, x− z, y)

]∣∣∣
y=x

R(β, τ, x, ξ)dz+

+

t∫

t1

dβ

∫

En

D2b
x Z(t, β, x−z, y)

∣∣∣
y=x

R(β, τ, x, ξ)dz =

= A1 + A2 + A3 + A4.

Îöiíêà A1 îäåðæó¹òüñÿ îäðàçó ç îöiíîê
(5) òà (12):

|A1| ≤ C
e−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−α
2b

.

A2 îöiíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê íåðiâíîìiðíî¨
óìîâè Ãåëüäåðà (16) ðåçîëüâåíòè R ïî òðå-
òüîìó àðãóìåíòó:

|A2| ≤ C

t∫

t1

dβ

∫

En

e−cρ(t,β,x,z)

(t− β)
n+2b

2b

|x− z|α
(β − τ)

n
2b

×

×
[
e−cρ(β,τ,z,ξ) + e−cρ(β,τ,x,ξ)

]
dz ≤

≤
t∫

t1

dβ

(t− β)
2b−α

2b

∫

En

e−(c−ε)ρ(t,β,x,z)

(t− β)
n
2b

×

×e−cρ(β,τ,z,ξ) + e−cρ(β,τ,x,ξ)

(β − τ)
n
2b

dz,

äå ìè ñêîðèñòàëèñü î÷åâèäíîþ íåðiâíiñòþ
( |x− z|

(t− τ)1/2b

)α

e−ερ(t,τ,x,z) ≤ C(ε), ε > 0.

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî îöiíêó îá'-
¹ìíîãî iíòåãðàëó i êîðèñòóþ÷èñü òèì, ùî
β − τ ≥ t−τ

2
, îñòàòî÷íî îäåðæèìî

|A2| ≤ C
e−cρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−α
2b

.

Â A3 ñïðàöüîâó¹ ãåëüäåðîâiñòü ôóíäà-
ìåíòàëüíî¨ ìàòðèöi ðîçâ'ÿçêiâ Z ïî ÷åòâåð-
òîìó àðãóìåíòó:

|A3|≤C

t∫

t1

dβ

∫

En

|x−z|α e−cρ(t,β,x,z)

(t−β)
n+2b

2b

e−cν0ρ(β,τ,x,ξ)

(β−τ)
n−α
2b

dz≤

≤ C
e−cν0ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n−2α

2b

.

Íà îñíîâi âëàñòèâîñòåé ÔÌÐ Z A4 = 0.
Îòæå,

|Dk
xW (t, τ, x, ξ)|≤C(t−τ)−

n+|k|−α−2b
2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

|k| ≤ 2b. (21)

Ïðàâèëüíà
Òåîðåìà. Íåõàé ñèñòåìà (1) ðiâíîìiðíî

ïàðàáîëi÷íà, êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè Ak(t, x)
âèçíà÷åíi â øàði Π, íåïåðåðâíi ïî t, ïðè-
÷îìó ðiâíîìiðíî ùîäî x ïðè |k| = 2b, Ak ∈
C

(α)
x (Π). ßäðî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñè-

ñòåìè K = (Kij)
N
i,j=1 ∈ C

(α)
x (Π), ìà¹ ñóìîâ-

íó îñîáëèâiñòü, òîáòî

|Dm
x Kij(t, τ, x, ξ)| ≤ Cm

e−c1ρ(t,τ,x,ξ)

(t− τ)
n+2b+|m|−α

2b

,

|m| = 0, 1;

|4xK|≤C
|4x|α

(t−τ)
n+2b

2b

[
e−c1ρ(t,τ,x+4x,ξ)+e−c1ρ(t,τ,x,ξ)

]
.

Òîäi iñíó¹ ÔÌÐ Γ(t, τ, x, ξ) ñèñòåìè (1), ÿêà
ïðè t > τ çàäîâîëüíÿ¹ îäíîðiäíó ñèñòåìó, à
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ íåîäíîðiäíî¨ ñè-
ñòåìè çà óìîâ ϕ ∈ C(2b+α)(En), f ∈ C

(α)
x (Π)

âèçíà÷à¹òüñÿ ñóìîþ ïîòåíöiàëiâ
u(t, x) =

∫

En

Γ(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ) dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Γ(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ) dξ,

äå
Γ(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

En

Z(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ) dz ≡ Z + W.
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Òóò R � ðåçîëüâåíòà âiäïîâiäíî¨ ñè-
ñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè-
Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó, ïîâòîðíi ÿäðà ÿêî¨
âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç çãîðòêó iíòåãðàëüíîãî
îïåðàòîðà K ñèñòåìè (1) òà ÔÌÐ Z âiäïî-
âiäíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè (3).

Äëÿ ïîõiäíèõ îá'¹ìíîãî ïîòåíöiàëó W
ïðàâèëüíi îöiíêè (21).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî ðîçãëÿíóòè iíøèé
ïiäõiä äî ïîáóäîâè ÔÌÐ çàäà÷i Êîøi äëÿ
âèõiäíî¨ ñèñòåìè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (1)-(2), à ñàìå: âçÿòè çà íåîäíîði-
äíiñòü ñèñòåìè

t∫

0

dτ

∫

En

K(t, τ, x, ξ)u(τ, ξ)dξ + f(t, x),

òî ïðèéäåìî äî iíøîãî çîáðàæåííÿ ÔÌÐ Γ:
Γ∗(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

En

R∗(t, β, x, z)Z(β, τ, z, ξ)dz = Z+W ∗,

äå
R∗(t, τ, x, ξ) =

∑
ν

H∗
ν (t, τ, x, ξ),

H∗
ν (t, τ, x, ξ) =

t∫

τ

dβ

∫

En

H∗
1H

∗
ν−1dz, ν =2, 3, ...,

� ðåçîëüâåíòà ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Âîëüòåððè-Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäó

u(t, x) = F (t, x) +

t∫

0

dτ

∫

En

H∗(t, τ, x, ξ)u(τ, ξ)dξ

ç ÿäðîì

H∗(t, τ, x, ξ)=

t∫

τ

dβ

∫

En

Z(t, β, x, z)K(β, τ, z, ξ)dz.

Ïîêàæåìî, ùî W ∗ = W , à çíà÷èòü Γ∗ = Γ.
Äëÿ öüîãî ðîçïèøåìî W ∗ ÷åðåç îïåðàòîð
ñèìâîëi÷íî¨ çãîðòêè:

W ∗ = R∗ ∗∗Z = (H∗
1 +

∞∑
ν=2

H∗
ν−1 ∗∗H∗

1 )∗∗Z =

= H∗
1 ∗ ∗Z +

∞∑
ν=2

(H∗
ν−1 ∗ ∗H∗

1 ) ∗ ∗Z.

Â ñèëó àñîöiàòèâíîñòi îïåðàòîðà çãîðòêè
H∗∗∗Z = (Z∗∗K)∗∗Z = Z∗∗(K∗∗Z) = Z∗∗H,

òîìó
W ∗ = Z ∗ ∗H1 +

∞∑
ν=2

(H∗
ν−1 ∗ ∗Z) ∗ ∗H1.

Ðîçãëÿíåìî
H∗

ν−1 ∗ ∗Z =

=
(···((H∗

1 ∗ ∗H∗
1 ) ∗ ∗H∗

1

) ∗ ∗ · · · ∗ ∗H∗
1︸ ︷︷ ︸

ν−1

) ∗ ∗Z =

= Z ∗ ∗(H1 ∗ ∗
(
H1 ∗ ∗ · · · ∗ ∗(H1 ∗ ∗H1)···

)
︸ ︷︷ ︸

ν−1

)
=

= Z ∗ ∗Hν−1.

Îòæå,
W ∗ = Z ∗ ∗H1 +

∞∑
ν=2

(Z ∗ ∗Hν−1) ∗ ∗H1 =

= Z ∗ ∗(H1 +
∞∑

ν=2

Hν−1 ∗ ∗H1) = Z ∗ ∗R = W.

Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1)-(2) çà óìîâ
òåîðåìè çîáðàæà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u(t, x) =

∫

En

Γ∗(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ) dξ+

+

t∫

0

dτ

∫

En

Γ∗(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ) dξ.
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