
ÓÄÊ 512.815

c©2007p. Ë. Áåäðàòþê
Õìåëüíèöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò

ÒÅÎÐÅÌÀ ÐÎÁÅÐÒÑÀ ÄËß ÒÅÐÍÀÐÍÈÕ ÔÎÐÌ

Äëÿ òåðíàðíèõ ôîðì äîâîäÿòüñÿ àíàëîãè äîáðå âiäîìî¨ â òåîði¨ iíâàðiàíòiâ òåîðåìè Ðî-
áåðòñà. Âñòàíîâëåíî, ùî íåçâiäíi êîâàðiàíòè, êîíòðàâàðiàíòè òà çìiøàíi êîíêîìiòàíòè òåð-
íàðíî¨ ôîðìè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ¨õíiìè ñòàðøèìè ÷ëåíàìè.

Analogues of the invariant theory's well-known Roberts theorem are proved for ternary forms.
We established that invariants, contravariants and mixed concomitants of a ternary form are uni-
quely determined by their lead coe�cients.

Âñòóï
Ðîçãëÿíåìî K-âåêòîðíèé ïðîñòið Tn òåðíàðíèõ

ôîðì ñòåïåíÿ n :

u(x1, x2, x3) =
∑

i+j≤n

n!
i!j!(n−(i + j))!

ai,jx
n−(i+j)
1 xi

2x
j
3,

äå ai,j ∈ K, a K � ïîëå íóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
Êîîðäèíàòíå êiëüöå Rn ïðîñòîðó Tn îòîòîæíèìî ç
àëãåáðîþ ìíîãî÷ëåíiâ k[A] := K[a0, 0, a1, 0, . . . , a0, n]

âiä 1
2
(n + 1)(n + 2) çìiííèõ, à êîîðäèíàòíå êiëüöå

ïðîñòîðó Rn ⊕ K3 ⊕ (K3)∗ îòîòîæíèìî ç êiëüöåì
ìíîãî÷ëåíiâ K[A,X,U ] := K[A, x1, x2, x3, u1, u2, u3].
Ñòàíäàðòíà äiÿ ãðóïè SL3 ïiäñòàíîâêàìè íà Tn ií-
äóêó¹ äiþ SL3 i íà êiëüöi K[A,X, U ].

Ïîëiíîìiàëüíi ôóíêöi¨ ç Rn, òà K[A,X, U ], ÿêi
çàëèøàþòüñÿ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî äi¨ ãðóïè SL3

óòâîðþþòü êiëüöÿ RSL3
n , òà K[A,X, U ]SL3 , ÿêi íà-

çèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, êiëüöÿìè iíâàðiàíòiâ òà çìi-
øàíèõ êîíêîìiòàíòiâ òåðíàðíî¨ ôîðìè ñòåïåíÿ n.
Êiëüöå K[A,X]SL3 òà êiëüöå K[A,U ]SL3 íàçèâàþ-
òüñÿ êiëüöÿìè êîâàðiàíòiâ òà êîíòðàâàðiàíòiâ òåð-
íàðíî¨ ôîðìè ñòåïåíÿ n ( äèâ. [1]). Çîêðåìà, ôîðìà
u(x1, x2, x3) áóäå êîâàðiàíòîì ñòåïåíÿ n. Äëÿ äîâiëü-
íîãî ìíîãî÷ëåíà ÿêèé ¹ îäíîðiäíèì ïî êîæíîìó íà-
áîði çìiííèõ A, X òà U, éîãî ñòåïåíi âiäíîñíî öèõ
íàáîðiâ íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî ñòåïåíåì, ïîðÿäêîì
òà êëàñîì.

Çíàõîäæåííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó êîìiòàíòiâ � ïîðî-
äæóþ÷èõ åëåìåíòiâ âèùåîçíà÷åíèõ êiëåöü iíâàðiàí-
òiâ, ¹ îñíîâíîþ çàäà÷åþ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ iíâàðiàí-
òiâ, ÿêà áóëà ðîçâ'ÿçàíà ùå Ãîðäàíîì [2], àëå ëèøå
äëÿ n ≤ 3. Íàéâèùèì äîñÿãíåííÿì òîãî ïåðiîäó áó-
ëî îá÷èñëåííÿ â äîêòîðñüêié äèñåðòàöi¨ Å. Íåòåð [3]
ìiíiìàëüíî¨ ñèñòåìè iç 331 ïîðîäæóþ÷èõ êiëüöÿ ií-
âàðiàíòiâ K[A]SL3 äëÿ n ≤ 4.

Ìàéæå âñi âiäîìi êîíêîìiòàíòè îòðèìàíi â íåÿâ-
íîìó âèãëÿäi ñèìâîëi÷íèì ìåòîäîì, êîëè êîíêîìi-
òàíòè çîáðàæóþòüñÿ ÷åðåç òðàíñâåêòàíòè, òîáòî ÿê

ðåçóëüòàò äi¨ äåÿêîãî SL3-iíâàðiàíòíîãî äèôåðåíöi-
àëüíîãî îïåðàòîðà íà êîíêîìiòàíòè ìåíøèõ ñòåïå-
íiâ.

Îäíèì iç ïiäõîäiâ äî âèâ÷åííÿ êîìiòàíòiâ ìîãëî
áè áóòè âñòàíîâëåííÿ àíàëîãó òåîðåìè Ðîáåðòñà äëÿ
òåðíàðíèõ ôîðì. Â êëàñè÷íîìó ôîðìóëþâàííi òåî-
ðåìà Ðîáåðòñà ñòâåðäæó¹ [4], [5], ùî âñÿêèé êîâà-
ðiàíò áiíàðíî¨ ôîðìè ñòåïåíÿ n âiäíîñíî äi¨ ãðóïè
SL2 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñòàðøèì ÷ëå-
íîì � êî¹ôiöi¹íòîì áiëÿ xn

1 . Â ñâîþ ÷åðãó, ñòàðøèé
÷ëåí âñÿêîãî êîâàðiàíòà áiíàðíî¨ ôîðìè ¹ iíâàðiàí-
òîì îäíîâèìiðíî¨ ïiäàëãåáðè âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìà-
òðèöü, iíøèìè ñëîâàìè, âií ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì äå-
ÿêîãî íåçâiäíîãî sl2-ìîäóëÿ. Òîìó ïðîáëåìà îïèñó
êiëüöÿ êîâàðiàíòiâ áiíàðíèõ ôîðì çâîäèòüñÿ äî ïè-
òàííÿ îïèñó êiëüöÿ iíâàðiàíòiâ ïiäàëãåáðè âåðõíiõ
òðèêóòíèõ ìàòðèöü â àëãåáði Ëi sl2.

Â äàíié ðîáîòi äëÿ êîìiòàíòiâ òåðíàðíèõ ôîðì
ñòåïåíÿ n äîâåäåíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ¹ àíàëîãàìè òå-
îðåìè Ðîáåðòñà. Ïîêàçàíî, ùî êî¹ôiöi¹íòè íåçâi-
äíîãî êîìiòàíòà ïîðîäæóþòü íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü
â k[A] i ñòàðøèé êî¹ôiöi¹íò êîìiòàíòà áóäå ñòàð-
øèì âåêòîðîì öüîãî ìîäóëÿ. Ñïðàâåäëèâå i îáåðíå-
íå òâåðäæåííÿ � âñÿêèé iíâàðiàíò àëãåáðè âåðõíiõ
òðèêóòíèõ ìàòðèöü UT3 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì äåÿêî-
ãî sl3-ìîäóëÿ. Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíi òâåðäæåí-
íÿ çâîäÿòü çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ïîðîäæóþ÷èõ åëå-
ìåíòiâ êiëüöÿ K[A,X, U ]SL3 äî ïðîñòiøî¨ çàäà÷i çíà-
õîäæåííÿ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K[A]UT3 .

Åëåìåíòè Êàçèìiðà
Äàìî îçíà÷åííÿ åëåìåíòà Êàçèìiðà, ÿêèé áóäå

ãîëîâíèì îá÷èñëþâàëüíèì çàñîáîì ïðè âèâ÷åííi êî-
ìiòàíòiâ òåðíàðíî¨ ôîðìè.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñèìåòðè÷íèì äîáóòêîì U · V âå-
êòîðíèõ ïðîñòîðiâ V òà U íàçâåìî ïiäàëãåáðó ñè-
ìåòðè÷íî¨ àëãåáðè S(U⊕V ), ïîðîäæåíó åëåìåíòà-
ìè âèãëÿäó u v, äå v ∈ V, u ∈ U

ßêùî ïðîñòîðè U, V ¹ sl3-ìîäóëÿìè òî ¨õíié ñè-
ìåòðè÷íèé äîáóòîê U · V òàêîæ áóäå sl3-ìîäóëåì,
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ÿêùî ïîêëàñòè

g(uv) = g(u) v + ug(v),

äëÿ âñiõ g ∈ sl3, v ∈ V, u ∈ U.

Îçíà÷åííÿ 2. Âñÿêèé iíâàðiàíò sl3-ìîäóëÿ U · V
íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòîì Êàçèìiðà.

Òåîðåìà 1. Ïðèïóñòèìî, ùî U, V � äâà sl3-ìîäóëi.
Â sl3-ìîäóëi U · V åëåìåíò Êàçèìiðà iñíó¹ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè U ∼= V ∗.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî,ùî U ∼= V ∗, m = dim U.
Âèáåðåìî â ïðîñòîðàõ V i V ∗ äóàëüíi áàçèñè {vi},
{v∗i }, i = 1 . . . m. Äîâiëüíèé åëåìåíò z ∈ sl3 äi¹ ÿê
ëiíiéíèé îïåðàòîð â V i V ∗. Äîáðå âiäîìî, ùî ìà-
òðèöi C= {ci j}, C∗ = {c∗i j} öüîãî îïåðàòîðà â äóàëü-
íèõ áàçèñàõ çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì C∗ = (−C)T.
Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíò

v1v
∗
1 + v2v

∗
2 + · · ·+ vmv∗m ∈ V · V ∗,

¹ iíâàðiàíòîì. Ìà¹ìî

z
( m∑

i=1

viv
∗
i

)
=

m∑

i=1

(z(vi)v∗i + vi z(v∗i )) =

=
m∑

i=1

( m∑

j=1

cijvjv
∗
i + viz(v∗i )

)
=

=
m∑

i=1

( m∑

j=1

cjiviv
∗
j + vi z(v∗i )

)
=

=
m∑

i=1

vi

( m∑

j=1

cijv
∗
j + z(v∗i )

)
= 0.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî åëåìåíò

v1u1 + v2u2 + · · ·+ vmum ∈ V · U

¹ iíâàðiàíòîì. Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî

z
( m∑

i=1

viui

)
=

m∑

i=1

vi

( m∑

j=1

cjiuj + z(ui)
)
.

Ðiâíiñòü íóëþ ìîæëèâà ëèøå òîäi, êîëè äëÿ âñiõ i

áóäå âèêîíóâàòèñÿ
m∑

j=1

cjiuj + z(ui) = 0, òîáòî äiÿ z

íà U ¹ êîíòðàãðåäi¹íòíîþ äî äi¨ íà V, à öå îçíà÷à¹,
ùî U ∼= V ∗.

Åëåìåíò Êàçèìiðà sl3-ìîäóëÿ U ·V áóäåìî ïîçíà-
÷àòè ∆(U, V ). ßêùî â ïðîñòîðàõ U, V çàäàíî êîí-
òðàãðåäi¹íòíi áàçèñè

U := 〈u1, u2, . . . um〉, V := 〈v1, v2, . . . vm〉,

òî
∆(U, V ) = u1v1 + u2v2 + · · ·+ umvm.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî åëåìåíò Êàçèìiðà íå çàëåæèòü
âiä âèáîðó ïàð äóàëüíèõ áàçèñiâ â ïðîñòîðàõ U i V ∗.

Ðåàëiçàöiÿ sl3-ìîäóëiâ â k[A].
Íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü ç ñòàðøîþ âàãîþ [m1,m2]

áóäåìî ïîçíà÷àòè Γm1, m2 , àáî, áàæàþ÷è ÿâíî âêàçà-
òè ñòàðøèé âåêòîð v � Γm1, m2(v). Ðîçìiðíiñòü ïðî-
ñòîðó Γm1, m2 äîðiâíþ¹ [6]

1
2
(m1 + 1)(m2 + 1)(m1 + m2 + 2).

Ñòàðøèé âåêòîð sl3-ìîäóëÿ Γm1, m2 ¹ iíâàðiàíòîì
ïiäàëãåáðè UT3 âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Àíàëî-
ãi÷íî ìîëîäøèé âåêòîð öüîãî ìîäóëÿ ¹ iíâàðiàíòîì
ïiäàëãåáðè DT3 íèæíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü. ßêùî
âåêòîð v ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì ñòàðøî¨ âàãè [m1,m2],
òî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ [7]

Γm1,m2(v) = U(DT3)(v),

äå ÷åðåç U(L) ïîçíà÷åíî óíiâåðñàëüíó îãîðòóþ÷ó àë-
ãåáðó àëãåáðè Ëi L. Àíàëîãi÷íî äëÿ ìîëîäøîãî âå-
êòîðà v âàãè [−m1,−m2] îòðèìà¹ìî

Γm1,m2(v) = U(UT3)(v).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ei j , i, j = 1 . . . 3, ìàòðè÷íi îäèíè-
öi, òîáòî òàêi ìàòðèöi ó ÿêèõ íà ïåðåòèíi i-ãî ðÿäêà
òà j-ãî ñòîâï÷èêà çíàõîäèòüñÿ îäèíèöÿ, à íà âñiõ ií-
øèõ ìiñöÿõ íóëi. Ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

[Ei j , Ek l] := Ei jEk l − Ek lEi j = δj kEi l − δi lEk j .

Ìàòðèöi E1 2, E2 3, E1 3 óòâîðþþòü áàçèñ ïiäàëãå-
áðè UT3 âåðõíiõ òðèêóòíèõ ìàòðèöü, ìàòðèöi E2 1,
E3 2, E3 1 óòâîðþþòü áàçèñ ïiäàëãåáðè DT3 íèæíiõ
òðèêóòíèõ ìàòðèöü. Ìàòðèöi E1 1−E2 2, E2 2−E3 3,
òà E1 1−E3 3, ïîðîäæóþòü êàðòàíiâñüêó ïiäàëãåáðó
â sl3.

Äëÿ äîâiëüíîãî sl3-ìîäóëÿ V ïîçíà÷èìî ÷åðåç
D1, D2, D3 ëiíiéíi îïåðàòîðè ç End(V ), ÿêi âiäïîâiä-
àþòü äi¨ íà V âiäïîâiäíî åëåìåíòiâ E1 2, E2 3, E1 3.
Àíàëîãi÷íî îïåðàòîðè D̂1, D̂2, D̂3 âiäïîâiäàþòü äi¨
íà V âiäïîâiäíî åëåìåíòiâ E2 1, E3 2, E3 1, îïåðàòîðè
E1, E2, i E3 âiäïîâiäàþòü äi¨ âiäïîâiäíî åëåìåíòiâ
E1 1−E2 2, E2 2−E3 3, E1 1−E3 3.

Âèïèøåìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ öè-
ìè îïåðàòîðàìè, ÿêi íàì áóäóòü ïîòðiáíi â ïîäàëü-
øîìó:

[E1, D1] = 2D1, [E1, D3] = D3, D2, D̂1] = 0,

[E1, D̂1] = −2D̂1, [E1, D̂3] = −D̂3, [E1, D̂2] = D̂2,

[D1, D̂1] = E1, [D1, D̂3] = −D̂2, [D1, D̂2] = 0,

[E1, D2] = −D2, [ [D2, D̂3] = −D̂1, [D2, D̂2] = E2,

[D3, D̂1] = −D2, [D3, D̂3] = −D1, [D3, D̂2] = E2.

Àëãåáðà sl3 äi¹ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði

X := 〈x1, x2, x3〉,
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äèôåðåíöiþâàííÿìè, à ñàìå

D1 = −x2
∂

∂x1
, D2 = −x3

∂

∂x2
,

E1 = x2
∂

∂x2
− x1

∂

∂x1
, E2 = x3

∂

∂x3
− x2

∂

∂x2
,

D̂1 = −x1
∂

∂x2
, D̂2 = −x2

∂

∂x3
,

D3 = −x3
∂

∂x1
, E3 = x3

∂

∂x3
− x1

∂

∂x1
,

D̂3 = −x1
∂

∂x3
.

Âåêòîðíèé ïðîñòið X ¹ ñòàíäàðòíèì íåçâiäíèì sl3-
ìîäóëåì içîìîðôíèì äî Γ0, 1, à âåêòîðíèé ïðîñòið
U := 〈u1, u2, u3〉 ∼= X∗ ¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içî-
ìîðôíèì äî Γ1, 0. Âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà

u := ∆(X, U) = x1u1 + x2u2 + x3u3,

íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíèì êîâàðiàíòîì.
Ñèìåòðè÷íi ñòåïåíi Sm(X) i Sm(U) ¹ íåçâiäíèìè

sl3-ìîäóëÿìè içîìîðôíèìè âiäïîâiäíî äî Γ0,m i Γm,0.
Âèâ÷èìî äiþ àëãåáðè sl3 íà ïîðîäæóþ÷i åëåìåí-

òè êiëüöÿ Rn.

Òâåðäæåííÿ 1. Â sl3-ìîäóëi Rn âiäïîâiäíi äèôå-
ðåíöiàëüíi îïåðàòîðè äiþòü çà ôîðìóëàìè

D1(ai,j) = i ai−1,j , D2(ai,j) = j ai+1,j−1,

D̂1(ai,j) = (n− (i + j)) ai+1,j , D̂2(ai,j) = i ai−1,j+1,
D̂3(ai,j) = (n− (i + j))ai,j+1, D3(ai,j) = jai,j−1,
E1(ai,j) = (n− (2i + j))ai,j , E2(ai,j) = (i− j)ai,j ,

E3(ai,j) = (d− (i + 2j))ai,j .

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîðèñòà¹ìî òîé ôàêò,
ùî ôîðìà u(x1, x2, x3) ¹ êîâàðiàíòîì i òîìó êîæåí ç
îïåðàòîðiâ Di, D̂i ïîâèíåí çàíóëÿòè ¨¨. Çîêðåìà, äëÿ
äèôåðåíöiþâàíÿ D1, ìà¹ìî

D1(u(x1, x2, x3)) =

=
∑

i+j≤n

n!
i!j!(n−(i + j))!

(D1(ai,j)x
n−(i+j)
1 xi

2x
j
3+

+ai,jD1(x
n−(i+j)
1 xi

2x
j
3)) =

= D1(a0,1)xn−1
1 x3 + · · ·+ D1(a0,n)

1
n!

xn
3+

+
∑

i+j ≤ n
i > 0

(
D1(ai,j)− i ai−1,j

)
x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3.

Òîìó ðiâíiñòü D1(u(x1, x2, x3)) = 0 ìîæëèâà ëèøå çà
óìîâè, ùî âñi êî¹ôiöi¹íòè ðiâíi íóëþ, îòæå, ìà¹ìî
D1(a0,j) = 0 äëÿ âñiõ 0 ≤ j ≤ n, i D1(ai,j) = i ai−1,j ,
ùî i ïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè. Â òàêèé ñàìèé ñïîñiá
âèçíà÷à¹òüñÿ äiÿ iíøèõ îïåðàòîðiâ íà êiëüöi Rn.

ßêùî åëåìåíò a ∈ K[A] ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïå-
ðàòîðà Ei, i = 1, 2, òî éîãî âëàñíå çíà÷åííÿ áóäåìî
ïîçía÷àòè ωi(a) i íàçèâàòè i-âàãîþ åëåìåíòà a, à òà-
êèé åëåìåíò a áóäåìî íàçèâàòè âàãîâèì âåêòîðîì.
Çðîçóìiëî, ùî i-âàãà ¹ ëiíiéíîþ, àäèòèâíîþ ôóíêöi-
¹þ íà ìíîæèíi âàãîâèõ âåêòîðiâ. Îäíîðiäíèé ìíîãî-
÷ëåí a ç K[A] íàçèâà¹òüñÿ içîáàðíèì, ÿêùî âií áóäå
âàãîâèì âiäíîñíî îáîõ îïåðàòîðiâ E1, E2. Ó öüîìó
âèïàäêó íàáið [ω1(a), ω2(a)] áóäå íàçèâàòèñÿ âàãîþ
ìíîãî÷ëåíà a.

Òåîðåìà 2. Íåõàé V := {vk} V ∗ := {v∗k} � äâà äó-
àëüíi sl3-ìîäóëi, ïðè÷îìó âñi áàçèñíi âåêòîðè ¹ âà-
ãîâèìè âåêòîðàìè. ßêùî äëÿ äåÿêîãî íîìåðà i åëå-
ìåíò vi ∈ V ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì ó V, òî v∗i áóäå
ìîëîäøèì âåêòîðîì ó V ∗.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè áàçèñíi âåêòîðè ¹ âàãîâèìè,
òî âàãîâèì áóäå i åëåìåíò viv

∗
i , éîãî âàãà ðiâíà

[ω1(vi) + ω1(v∗i ), ω2(vi) + ω2(v∗i )].

Iç óìîâ E1(∆(V, V ∗)) = E2(∆(V, V ∗)) = 0 âèïëèâà¹
ùî i E1(viv

∗
i ) = E2(viv

∗
i ) = 0 çâiäêè çíàõîäèìî, ùî

ω1(v∗i ) = −ω1(vi), ω2(v∗i ) = −ω2(vi). Íåõàé äëÿ äå-
ÿêîãî íîìåðà i åëåìåíò vi ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-
ìîäóëÿ V ñòàðøî¨ âàãè [ω1(vi), ω2(vi)]. Òîäi âåêòîð
v∗i ìà¹ âàãó −[ω1(vi), ω2(vi)] i öÿ âàãà áóäå ìîëîäøîþ
âàãîþ sl3-ìîäóëÿ V ∗.

Íàñòóïíi òåîðåìè âñòàíîâëþþòü ïðàâèëà îá÷è-
ñëåíü â sl3-ìîäóëi U(UT3)(a), äå a ¹ ñòàðøèì âåêòî-
ðîì â k[A].

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé a � îäíîðiäíèé, içîáàðíèé
ìíîãî÷ëåí ç k[A]. Òîäi

E1(D̂α
1 D̂β

2 D̂γ
3 (a)) = (ω1(a)− 2α + β − γ)D̂α

1 D̂β
2 D̂γ

3 (a),

E2(D̂α
1 D̂β

2 D̂γ
3 (a)) = (ω2(a) + α− 2β + γ)D̂α

1 D̂β
2 D̂γ

3 (a).

Äîâåäåííÿ. (i) Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàöiéíå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ [E1, D̂1] = −2D̂1 îòðèìà¹ìî, ùî

E1D̂1(a) = [E1, D̂1](a) + D1(E1(a)) =

= −2D̂1(a) + ω1(a)D̂1(a) = (ω1(a)− 2)D̂1(a).

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìà¹ìî, ùî

E1D̂
α
1 (a) = (ω1(a)− 2α)D̂α

1 (a).

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ [E1, D̂2] = D̂2, òà
[E1, D̂3] = −D̂3 çíàõîäèìî, ùî

E1D̂
β
2 (a) = (ω1(a) + β)D̂β

2 (a),

E1D̂
γ
3 (a) = (ω1(a)− γ)D̂γ

3 (a).

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî

E1(D̂α
1 D̂β

2 D̂γ
3 (a)) = (ω1(a)− 2α + β − γ)D̂α

1 D̂β
2 D̂γ

3 (a).
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(ii)Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè, âðàõîâóþ÷è ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

[E2, D̂1] = D1, [E2, D̂2] = −2D̂2, [E2, D̂3] = −D̂3,

çíàõîäèìî

E2(D̂α
1 D̂β

2 D̂γ
3 (a)) = (ω2(a) + α− 2β − γ)D̂α

1 D̂β
2 D̂γ

3 (a).

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî, ùî äîâiëüíèé íåçâiäíèé
sl3-ìîäóëü V â k[A] iç ñòàðøèì âåêòîðîì a ñòàðøî¨
âàãè [d1, d2] ðîçêëàäa¹òüñÿ â ñóìó âàãîâèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ V(i, j), äå

V(i, j) = {D̂α
1 D̂β

2 D̂γ
3 (a), λ1 = i, λ2 = j}.

Òóò λ1 := ω1(a)−2α+β−γ, λ2 := ω2(a)+α−2β−γ
i [−d1,−d2] ≤ [i, j] ≤ [d1, d2].

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé a � îäíîðiäíèé içîáàðíèé
ìíîãî÷ëåí ç k[A]UT3 . Òîäi

D1(D̂α
1 D̂β

2 D̂γ
3 (a))=α(λ1+α + 1)D̂α−1

1 D̂β
2 D̂γ

3 (a)−
−γD̂α

1 D̂β+1
2 D̂γ−1

3 (a),
D2(D̂α

1 D̂β
2 D̂γ

3 (a)) = β(ω2(a)− β + 1)D̂α
1 D̂β−1

2 D̂γ
3 (a)+

+γD̂α+1
1 D̂β

2 D̂γ−1
3 (a).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ëèøå ïåðøó ôîðìóëó, îñêiëü-
êè äðóãà ôîðìóëà äîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ. Ìà-
¹ìî

D1D̂3(a) = [D1, D̂3](a) + D̂3D1(a) = −D̂2(a).

Çà iíäóêöi¹þ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

D1D̂
γ
3 (a) = −γD̂2D̂

γ−1
3 (a),

i, âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü îïåðàòîðiâ D1 i D̂2,
çíàõîäèìî

D1D̂
β
2 D̂γ

3 (a) = −γD̂β+1
2 D̂γ−1

3 (a).

Äëÿ äîâiëüíîãî îäíîðiäíîãî içîáàðíîãî a′ ìà¹ìî

D1D̂1(a′)=[D1, D̂1](a′)+D̂1D1(a′)=ω1(a′)+D̂1D1(a′).

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îòðèìà¹ìî

D1D̂
α
1 (a′) =

= (
α−1∑
τ=0

ω1(D̂τ
1 (a′))Dα−1

1 (a′) + Dα
1 D1(a′) =

= α(ω1(a′)− α + 1)Dα−1
1 (a′) + D̂α

1 D1(a′).

Ïiäñòàâèâøè a′ = D̂β
2 D̂γ

3 (a), îòðèìà¹ìî íåîáõiäíå
ñïiââiäíîøåííÿ.

Êîâàðiàíòè òåðíàðíî¨ ôîðìè
Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðå-

ìè Ðîáåðòñà ïðî êîâàðiàíòè áiíàðíî¨ ôîðìè.
Òåîðåìà 3. Íåõàé

f=
∑

i+j≤d

d!
i!j!(d−(i + j))!

bi,jx
d−(i+j)
1 xi

2x
j
3, bi j ∈ k[A]

� íåçâiäíèé êîâàðiàíò ïîðÿäêó d. Òîäi :
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið Bd := 〈{bi,j}, i+j ≤ d〉 áóäå

íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðôíèì äî Γd, 0.

(ii) åëåìåíò b0, 0 áóäå ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-
ìîäóëÿ Bd ç ñòàðøîþ âàãîþ [d, 0].

(iii) êîâàðiàíò f ¹ åëåìåíòîì Êàçèìèðà,
f = ∆(Bd, S

d(X)) i çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f =
∑

i+j≤d

1
i!j!

D̂i
1D̂

j
3(b0,0)x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3.

Äîâåäåííÿ. (i) Î÷åâèäíî, ùî f ¹ iíâàðiàíòîì sl3-
ìîäóëÿ Bd · Sd(X). Òîìó iç òåîðåìè 1 îòðèìó¹ìî
Bd

∼= Sd(X)∗ ∼= Γd, 0.
(ii) Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ïðîïîçèöi¨ 1 çíàõîäèìî äiþ
íà Bd äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âiäïîâiäà-
þòü ïîðîäæóþ÷èì åëåìåíòàì àëãåáðè sl3 :

D1(bi,j) = i bi−1,j , D2(bi,j) = j bi+1,j−1,

D̂1(bi,j) = (d− (i + j)) bi+1,j , D̂2(bi j) = i bi−1,j+1.

Î÷åâèäíî, ùî â Bd ¹ ëèøå îäèí iíâàðiàíò àëãåáðè
DT3, à ñàìå b0,0, òîìó b0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-
ìîäóëÿ Bd ç âàãîþ [d, 0].
(iii) Îñêiëüêè b0 0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì íåçâiäíîãî
ìîäóëÿ Bd, òî Bd = U(DT3)(b0 0) ( äèâ., íàïðèêëàä,
[7]). Òîìó âñi bi j ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ñòåïåíi îïå-
ðàòîðiâ D̂1, D̂2, i D̂2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä
äi¨ öèõ îïåðàòîðiâ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

bi,j =
1

m(m− 1) . . . (m− (i + j − 1)
D̂i

1D̂
j
3(b0, 0).

Áàçèñè
{

d!
i!j!(d−(i + j))!

bi,j

}
=

{
1

i!j!
D̂i

1D̂
j
3(bi,j)

}
òà

{
x

d−(i+j)
1 xi

2 xj
3

}
, i+j ≤ d ¹ âçà¹ìíî äóàëüíèìè, òîìó

f=∆(Bd, S
d(X))=

∑ 1
i!j!

D̂i
1D̂

j
3(b0,0)x

d−(i+j)
1 xi

2 xj
3.

Òóò ñóìà áåðåòüñÿ ïî òàêèõ iíäåêñàõ i, j, äëÿ ÿêèõ
i + j ≤ d.

Îòæå, âñÿêèé íåçâiäíèé êîâàðiàíò îäíîçíà÷íî
âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì ñòàðøèì êî¹ôiöi¹íòîì, ÿêèé ¹
iíâàðiàíòîì ïiäàëãåáðè UT3, óòâîðåíî¨ âåðõíüî-òðè-
êóòíèìè ìàòðèöÿìè.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè ââåäåìî
ïîíÿòòÿ ïîðÿäêó ìíîãî÷ëåíà âiäíîñíî îïåðàòîðiâ
D̂1, D̂2,.
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Îçíà÷åííÿ 3. Äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
z ∈ K[A,X,U ] íàáið [z] := [ord1(z), ord2(z)], äå

ordi(z) := max{s, D̂s
i (a) 6= 0}, i = 1, 2

íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì z âiäíîñíî îïåðàòîðà D̂i.

Öiëi ÷èñëà ordi(z), i = 1, 2 áóäåìî íàçèâàòè i-
ïîðÿäêîì ìíîãî÷ëåíà z âiäíîñíî äèôåðåíöiþâàííÿ
D̂i. Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó âèïëèâà¹ iç òî-
ãî, ùî îïåðàòîðè äèôåðåíöiþâàííÿ D̂1, D̂2 ¹ ëîêàëü-
íî íiëüïîòåíòíèìè â êiëüöi K[A, X, U ].

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ îäíîðiäíèõ, içîáàðíèõ åëå-
ìåíòiâ ç K[A]UT3 ¨õíi ïîðÿäêè ñïiâïàäàþòü ç âiäïî-
âiäíèìè âàãàìè. Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé a îäíîðiäíèé, içîáàðíèé
åëåìåíò ç K[A]UT3 . Òîäi [a] = [ω1(a), ω2(a)].

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ω1(a) = ord1(a). Çà îçíà-
÷åííÿì ïîðÿäêó åëåìåíòà ìà¹ìî, ùî

D̂
ord1(a) + 1
1 (a) = 0.

Ç iíøîãî áîêó, âðàõîâóþ÷è ïðîïîçèöiþ 2 îòðèìà¹ìî

D1(D̂
ord1(a)+1
1 (a)) =

= (ord1(a) + 1)(ω1(a)− ord1(a))D̂ord1(a)
1 (a) = 0.

Îòæå, ω1(a) = ord1(a), ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹òüñÿ, ùî ω2(a) = ord2(a).

Òåîðåìà 4. Íåõàé a � îäíîðiäíèé, íåçâiäíèé, içî-
áàðíèé åëåìåíò ç K[A]DT3 ïîðÿäêó [d, 0]. Òîäi

(i) âåêòîðíèé ïðîñòið

Bd := U(UT3)a =
{ 1

[d, i + j − 1]!
D̂i

1D̂
j
3(a),

i + j ≤ d
}

,

¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðôíèì äî Γd, 0.

(ii) åëåìåíò Êàçèìiðà ∆(B̄d, S
d(X)) ¹ êîâàðiàí-

òîì ïîðÿäêó d òåðíàðíî¨ ôîðìè.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîêëàäåìî

b̄i,j =
1

[d, i + j − 1]!
D̂i

1D̂
j
3(a).

Òîäi

D1(b̄i,j) = D1

(
1

[d, i + j − 1]!
D̂i

1D̂
j
3(a)

)
=

=
i(ω1(a)− i− j + 1)

[d, i + j − 1]!
D̂i−1

1 D̂j
3(a)− jD̂i

1D̂2D̂
j−1
3 (a).

Âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü îïåðàòîðiâ D̂2 òà D̂3 i
òå, ùî ord2(a) = 0, òîáòî D̂2(a) = 0, îòðèìà¹ìî, ùî

äðóãèé äîäàíîê ðiâíèé íóëþ. Âçÿâøè äî óâàãè òå,
ùî ω1(a) = d, îòðèìà¹ìî

D1(b̄i,j) =
i

[d, i + j − 1]!
(d− i− j + 1)D̂i−1

1 D̂j
3(a) =

=
i

[d, i + j − 2]!
D̂i−1

1 D̂j
3(a) = ib̄i−1,j .

Äàëi,

D̂1(b̄i,j) =
1

[d, i + j − 1]!
D̂i+1

1 D̂j
3(a) =

=
d− (i + j)
[d, i + j]!

D̂i+1
1 D̂j

3(a) = (d− (i + j))b̄i+1,j .

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî D2(bi,j) = j b̄i+1,j−1 i
D̂2(b̄i,j) = i b̄i−1,j+1. Òàêèì ÷èíîì, âåêòîðíèé ïðî-
ñòið B̄d ¹ sl3-ìîäóëåì, ïðè÷îìó äiÿ àëãåáðè sl3 ñïiâ-
ïàäà¹ ç ¨¨ äi¹þ íà sl3-ìîäóëi Rd, äèâ. ïðîïîçèöiþ
1. Îñêiëüêè ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðiâ B̄d i Rd ðiâíi
1
2
(d + 1)(d + 2), òî B̄p

∼= Rd
∼= Γd,0.

(ii) Ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíó ôîðìó

(·, ·) : B̄d × Sd(X) → K,

çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ âiäïîâiäíèõ
ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(b̄k l, x
d−(i+j)
1 xi

2x
j
3) =

i!j!(d− (i + j))!
d!

δi kδj l,

òóò δi j � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Ïåðåâiðèìî, ùî öÿ ôîðìà ¹ sl3-iíâàðiàíòíîþ,

òîá-òî äëÿ âñiõ g ∈ sl3, u ∈ B̄d, v ∈ Sd(X) ìà¹ ìiñöå
ñïiââiäíîøåííÿ (g(u), v) + (u, g(v)) = 0.

Äëÿ îïåðàòîðà D1 ìà¹ìî
(
D1(b̄k l), x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3

)
= k(b̄k−1 l, x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3) =

=k
i!j!(d− (i + j))!

d!
δk−1 iδl j=(i + 1)

i!j!(d−(i + j))!
d!

,

i

(b̄k l, D1(x
d−(i+j)
1 xi

2x
j
3))=−

(b̄k l, x
d−(i+j+1)
1 xi+1

2 xj
3)

(d−(i + j))−1
=

=−(d−(i+j))
(i+1)!j!(d−(i + j + 1))!

d!
δk i+1δl j =

= − (i + 1)!j!(d− (i + j))!
d!

.

Òàêèì ÷èíîì,
(
D1(b̄k l), x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3

)
+

(
b̄k l, D1(x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3)

)
= 0.

Àíàëîãi÷íî âèêîíó¹òüñÿ ïåðåâiðêà iíâàðiàíòíîñòi i
äëÿ îïåðàòîðiâ D̂1, D2 i D̂2. Îòæå, áiëiíiéíà ôîðìà
(·, ·) ¹ sl3-iíâàðiàíòíîþ i òîìó áàçèñè
{

d!
i!j!(d− (i + j))!

b̄i,j

}
òà

{
x

d−(i+j)
1 xi

2x
j
3

}
, i + j ≤ d,
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âçà¹ìíî äóàëüíi.
Âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà ¹ sl3-iíâàðiàíòîì

i ìà¹ âèãëÿä

∆(B̄d, S
d(X))=

∑

i+j≤d

n!
i!j!(d−(i + j))!

b̄i,jx
d−(i+j)
1 xi

2x
j
3,

òîáòî ¹ êîâàðiàíòîì ñòåïåíÿ d.

Êîíòðàâàðiàíòè òåðíàðíî¨ ôîðìè
Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ êîíòðàâàðiàíòiâ òåðíàð-

íî¨ ôîðìè. Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó êîâàðiàíòiâ
ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òåîðåìè

Òåîðåìà 5. Íåõàé

f =
∑

i+j≤d

d!
i!j!(d−(i + j))!

ci ju
d−(i+j)
3 ui

1u
j
2, ci,j ∈ k[A],

� íåçâiäíèé êîíòðàâàðiàíò ïîðÿäêó d. Òîäi

(i) âåêòîðíèé ïðîñòið Cd := 〈{ci,j}, i + j ≤ d〉 ¹
íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðôíèì Γ0, d.

(ii) åëåìåíò c0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3-ìîäó-
ëÿ Cd ç âàãîþ [0, d].

(iii) êîíòðàâàðiàíò f ¹ åëåìåíòîì Êàçèìèðà

f = ∆(Cd, S
d(U)),

ÿêèé çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

f =
∑

i+j≤d

(−1)i+j

i!j!
D̂j

2D̂
i
3(c0,0)u

n−(i+j)
3 ui

1u
j
2.

Äîâåäåííÿ. (i) Î÷åâèäíî, ùî f ¹ iíâàðiàíòîì sl3-
ìîäóëÿ Cd · Sd(U). Òîìó, iç òåîðåìè 1 îòðèìó¹ìî

Cd
∼= Sd(X)∗ ∼= Γ0, d.

(ii) Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ïðîïîçèöi¨ 1 çíàõîäèìî äiþ
íà Cd äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âiäïîâiäà-
þòü ïîðîäæóþ÷èì åëåìåíòàì àëãåáðè sl3 :

D1(ci,j)=− i i−1,j+1, D2(ci,j)=− j ci,j−1,

D̂2(ci,j)=− (d− (i + j)) ci,j+1, D̂1(ci,j)=−j ci+1,j−1,

D̂3(ci,j)=− (d− (i + j)) ci+1,j , D3(ci,j)=− i ci−1,j .

Î÷åâèäíî, ùî â Cd ¹ ëèøå îäèí iíâàðiàíò àëãåáðè
DT3, à ñàìå c0,0, òîìó c0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì íå-
çâiäíîãî sl3-ìîäóëÿ Cd ç âàãîþ [0, d].
(iii) Îñêiëüêè åëåìåíò c0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì íå-
çâiäíîãî sl3-ìîäóëÿ Cd , òî Cd = U(DT3)(c0,0). Òîìó
âñi ci,j ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ñòåïåíi îïåðàòîðiâ D̂1,

D̂2, i D̂3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä äi¨ öèõ îïå-
ðàòîðiâ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

bi,j =
(−1)i+j

[m, i + j − 1]!
D̂j

2D̂
i
3(c0,0).

Áàçèñè
{

d! ci,j

i!j!(d−(i + j))!

}
=

{
(−1)i+j

i!j!
D̂i

1D̂
j
3(c0,0)

}

òà
{
u

d−(i+j)
3 ui

1 uj
2

}
, i + j ≤ d ¹ âçà¹ìíî äóàëüíèìè,

òîìó

∆(Bd, S
d(U))=

∑

i+j≤d

(−1)i+jD̂i
1D̂

j
3(c0,0)u

d−(i+j)
3 ui

1 uj
2

i!j!
.

Îòæå, êîæåí íåçâiäíèé êîíòðàâàðiàíò îäíîçíà-
÷íî âè÷íà÷à¹ ñâî¨ì ñòàðøèì ÷ëåíoì, ÿêèé ¹ iíâàði-
àíòîì àëãåáðè DT3. Â íàñòóïíié òåîðåìi äîâîäèòüñÿ
ñïðàâåäëèâiñòü îáåðíåíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6. Íåõàé a ¹ íåçâiäíèé, îäíîðiäíèé, içî-
áàðíèé åëåìåíò ç k[A]UT3 ìóëüòèïîðÿäêó [0, d]. Òî-
äi

(i) âåêòîðíèé ïðîñòið

Cd := U(UT3)a =
{

(−1)i+j

[d, i + j − 1]!
D̂j

2D̂
i
3(a), i + j ≤ d

}
,

¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðôíèì äî Γ0, d.

(ii) åëåìåíò Êàçèìiðà ∆(C̄d, S
d(U)) ¹ êîíòðàâàði-

àíòîì ïîðÿäêó d òåðíàðíî¨ ôîðìè.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïîêëàäåìî c̄i,j=
(−1)i+jD̂j

2D̂
i
3(a)

[d, i + j − 1]!
. Òî-

äi, âèêîðèñòàâøè ïðîïîçèöiþ 2, çíàéäåìî

D1(c̄i,j) = D1

(
(−1)i+j

[d, i + j − 1]!
D̂j

2D̂
i
3(a)

)
=

=
−(−1)i+ji

[d, i + j − 1]!
D̂j+1

2 D̂i−1
3 (a) = −ic̄i−1,j+1.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíäó-
êöiþ, ùî D̂1D̂

j
2(a) = −jD̂3D̂

j−1
2 . Òîìó, çíîâó âçÿâøè

äî óâàãè ïðîïîçèöiþ 2, âðàõîâóþ÷è êîìóòàòèâíiñòü
îïåðàòîðiâ D̂1, i D̂3, à, òàêîæ òå, ùî ìàþòü ìiñöå
ðiâíîñòi

ω2(a)=ord2(a)=d,

ïiñëÿ íåñêëàäíèõ îá÷èñëåíü îòðèìà¹ìî

D2(c̄i,j) = D2

(
(−1)i+jD̂j

2D̂
i
3(a)

[d, i + j − 1]!

)
=

=
−(−1)i+j−1j

[d, i + j − 2]!
D̂j−1

2 D̂i
3(a)) = −jc̄i,j−1.

Äàëi, àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî

D̂1(c̄i,j) =
−j(−1)i+jD̂j−1

2 D̂i+1
3 (a)

[d, i + j − 1]!
= −jc̄i+1,j−1,

i
D̂2(c̄i,j) = −(d− (i + j))c̄i,j+1.
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Îòæå, âåêòîðíèé ïðîñòið C̄d ¹ sl3-ìîäóëåì, ïðè÷îìó
äiÿ àëãåáðè sl3 ñïiâïàäà¹ ç ¨¨ äi¹þ íà sl3-ìîäóëi Cd,
äèâ. (ii) ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè. Îñêiëüêè ðîçìiðíîñòi
ïðîñòîðiâ C̄d i Cd ðiâíi 1

2
(d+1)(d+2), òî C̄d

∼= Cd
∼=

Γ0,d.
(ii)Ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíó ôîðìó

(·, ·) : C̄d × Sd(U) → K,

çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ âiäïîâiäíèõ
ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(
c̄k,l, u

d−(i+j)
3 ui

1u
j
2

)
=

(−1)i+ji!j!(d− (i + j))!
d!

δi kδj l.

Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó êîâàðiàíòiâ ìîæíà ïîêà-
çàòè, ùî öÿ ôîðìà ¹ sl3-iíâàðiàíòíîþ i òîìó áàçèñè
{

(−1)i+jd!
i!j!(d− (i + j))!

c̄i,j

}
òà

{
u

d−(i+j)
3 ui

1u
j
2)

}
, i + j ≤ d,

áóäóòü âçà¹ìíî äóàëüíèìè.
Âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà ¹ sl3-iíâàðiàíòîì

i ìà¹ âèãëÿä

∆(C̄d, S
d(U)) =

∑

i+j≤n

(−1)i+jd!
i!j!(d−(i + j))!

b̄i,ju
d−(i+j)
3 ui

1u
j
2,

òîáòî ¹ êîíòðàâàðiàíòîì ïîðÿäêó d.

Çìiøàíi êîíêîìiòàíòè òåðíàðíî¨ ôîðìè
Ïåðåéäåìî äî âèâ÷åííÿ çìiøàíèõ êîíêîìiòàíòiâ

òåðíàðíî¨ ôîðìè. ßê i ó âèïàäêó êîâàðiàíòiâ òà êîí-
òðàâàðiàíòiâ ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi òåîðåìè

Òåîðåìà 7. Íåõàé

f =
∑

i+j ≤ d1

k+l ≤ d2

d1!d2!B
k,l
i,j x

d1−(i+j)
1 xi

2x
j
3u

d2−(k+l)
3 uk

1ul
2

i!j!k!l!(d1−(i + j))!(d2 − (k + l))!
,

� íåçâiäíèé çìiøàíèé êîíêîìiòàíò êëàñó [d1, d2].
Òóò Bk,l

i,j ∈ k[A] i d1, d2 > 0. Òîäi:

(i) âåêòîðíèé ïðîñòið

Bd2
d1

:= 〈{Bk,l
i,j }, i + j ≤ d1, k + l ≤ d2〉

¹ íåçâiäíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðôíèì Γd1,d2 .

(ii) åëåìåíò B0,0
0,0 ¹ ñòàðøèì âåêòîðîì sl3- ìîäó-

ëÿ Bd2
d1

ç âàãîþ [d1, d2].

(iii) çìiøàíèé êîíêîìiòàíò f ¹ åëåìåíòîì Êàçè-
ìèðà, ïðè÷îìó f = ∆(Bd2

d1
, Sd1(X) · Sd2(U)).

Äîâåäåííÿ. (i) Î÷åâèäíî, ùî f ¹ iíâàðiàíòîì sl3-
ìîäóëÿ Bd2

d1
·Sd1(X) ·Sd2(U). Òîìó iç òåîðåìè 1 îòðè-

ìó¹ìî

Bd2
d1
∼= (Sd1(X) · Sd2(U))∗ = (Sd1(X))∗ · (Sd2(U))∗.

sl3-ìîäóëü Sd1(X) · Sd2(U) ìîæíà ëåãêî ðîçêëàñòè
íà íåçâiäíi ïiäìîäóëi. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ñòàðøi
âåêòîðè â Sd1(X) ·Sd2(U), òîáòî âåêòîðè iíâàðiàíòíi
âiäíîñíî àëãåáðè DT3. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî çà
ñòàðøi âåêòîðè ìîæíà âçÿòè òàêi ìíîãî÷ëåíè

vi := xd1−i
3 ud2−i

1 ui, i ≤ 0 . . . i0, i0 := min(d1, d2),

a u := x u1 + y u2 + z u3 � óíiâåðñàëüíèé êîâàðiàíò.
Îñêiëüêè ord1(u1)=1, i ord1(x3)=ord1(u) = 0, òî

ord1(vi) = d1 − i. Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî i
ord2(vi) = d2 − i. Îñêiëüêè, ïîðÿäîê iíâàðiàíòà ñïiâ-
ïàäà¹ ç éîãî âàãîþ, òî âàãà êîæíîãî âåêòîðà vi ðiâ-
íà [d1−i, d2−i], i ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

Sd1(X) · Sd2(U) = Γd1, d2(v0) + · · ·+ Γd1−i0, d2−i0(vi0).

Òóò Γd1−i, d2−i(vi) � íåçâiäíèé sl3-ìîäóëü iç ñòàðøèì
âåêòîðîì vi i âàãîþ [d1−i, d2−i].

Ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî ìíî-
ãî÷ëåíè v̄i := xd1−iud2−i

3 ui ¹ ìîëîäøèìè âåêòîðàìè
sl3-ìîäóëÿ Sd1(X) · Sd2(U).

Çàäàìî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ âåêòîðíèõ ïðîñòî-
ðiâ ϕ : Sd1(X)·Sd2(U) → Bd2

d1
, ÿêå êîæíîìó åëåìåíòó

ç Sd1(X) · Sd2(U) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü äóàëüíèé
éîìó åëåìåíò ç Bd2

d1
, òîáòî

ϕ
(
x

d1−(i+j)
1 xi

2x
j
3u

d2−(k+l)
3 uk

1ul
2

)
=

=
d1!d2!

i!j!k!l!(d1−(i + j))!(d2 − (k + l))!
Bk l

i j .

Âðàõóâàâøè òåîðåìó 2, îòðèìà¹ìî, ùî âiäîáðàæåíÿ
ϕ ïåðåâîäèòü ìîëîäøèé âåêòîð sl3-ìîäóëÿ Sd1(X) ·
Sd2(U) ó ñòàðøèé âåêòîð sl3-ìîäóëÿ Bd2

d1
. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç wi := ϕ(vi) âiäïîâiäíi ñòàðøi âåêòîðè, à ÷åðåç
Γd1−i,d2−i(wi) � âiäïîâiäíi íåçâiäíi ïiäìîäóëi. Ìà¹
ìiñöå ðîçêëàä

Bd2
d1

= Γd1,d2(w0) + · · ·+ Γd1−i0,d2−i0(wi0).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òåïåð åëåìåíò Êàçèìiðà

∆(Bd2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U)).

Î÷åâèäíî ìà¹ ìiñöå ðîçêëàä

∆(Bd2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U))=∆(Γd1,d2(w0), Γd1,d2(v0))+

+ · · ·+ ∆(Γd1−i0,d2−i0(vi0), Γd1−i0,d2−i0(wi0)).

Êîæåí iç åëåìåíòiâ Êàçèìiðà â ïðàâié ÷àñòèíi, êðiì
îñòàíüîãî, ¹ çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì, òîìó åëåìåíò
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∆(Bd2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U)) áóäå íåçâiäíèì ëèøå òîäi,
êîëè âñi çìiøàíi êîíêîìiòàíòè ïðàâî¨ ÷àñòèíè ìåí-
øîãî êëàñó áóäóòü ðiâíi íóëþ, à öå ìîæëèâî ëèøå ó
âèïàäêó, êîëè âñi ñòàðøi âåêòîðè wi = 0, i = 1 . . . i0,
à w0 6= 0. Òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî

∆(Bd2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U)) = ∆(Γd1,d2(w0), Γd1,d2(v0)),

çâiäêè çðàçó âèïëèâà¹, ùî Bd2
d1

= Γd1,d2(w0) ∼= Γd1,d2 .
(ii)

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â ïðîïî-
çèöi¨ 1, çíàõîäèìî äiþ ïîðîäæóþ÷èõ åëåìåíòiâ àë-
ãåáðè sl3 íà Bd2

d1
:

D̂1(B
k,l
i,j )=(d1 − (i + j))Bk,l

i+1,j−lBk+1,l−1
i,j ,

D̂2(B
k,l
i,j )=iBk,l

i−1,j+1−(d2 − (k + l))Bk,l+1
i,j ,

D̂3(B
k,l
i,j )=(d1 − (i + j))Bk,l

i,j+1−(d2 − (k + l))Bk+1,l
i,j ,

D1(B
k,l
i,j ) = iBk,l

i−1,j − kBk−1,l+1
i,j ,

D2(B
k,l
i,j ) = jBk,l

i+1,j−1 − lBk,l−1
i,j ,

D3(B
k,l
i,j ) = jBk,l

i,j−1 − kBk−1,l
i,j .

Çâiäñè çðàçó îòðèìó¹ìî, ùî

D1(B
0,0
0,0) = D2(B

0,0
0,0) = 0,

îòæå, B0,0
0,0 � ñòàðøèé âåêòîð ó Bd2

d1
.

(iii) Îñêiëüêè áàçèñè
{

d1!d2!
i!j!k!l!(d1−(i + j))!(d2 − (k + l))!

Bk,l
i,j

}

òà
{
x

d1−(i+j)
1 xi

2x
j
3u

d2−(k+l)
3 uk

1ul
2

}
, i + j 6 d1, k + l 6 d1

äóàëüíi, òî f = ∆(Bd2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U)).

Íåõàé a ¹ íåçâiäíèé, îäíîðiäíèé, içîáàðíèé åëå-
ìåíò ç k[A]UT3 ïîðÿäêó [d1, d2]. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-
íèé ïðîñòið B̄d2

d1
ïîðîäæåíèé åëåìåíòàìè

{
B̄k,l

i,j

}
, äå

B̄0,0
0,0 :=a, à âñi B̄k l

i j çíàõîäÿòüñÿ iç óìîâ

D̂1(B̄
k,l
i,j ) = (d1 − (i + j))B̄k,l

i+1,j − lB̄k+1,l−1
i,j ,

D̂2(B̄
k,l
i,j ) = iB̄k,l

i−1,j+1 − (d2 − (k + l))B̄k,l+1
i,j ,

D̂3(B̄
k,l
i,j )=(d1 − (i + j))B̄k,l

i,j+1−(d2 − (k + l))B̄k+1,l
i,j ,

òà iç óìîâ ðiâíîñòi íóëþ åëåìåíòiâ w̄i, i = 1 . . . i0.
Òóò w̄i óòâîðþþòüñÿ iç wi çàìiíîþ Bk,l

i,j íà B̄k,l
i,j .

Òåîðåìà 8. Íåõàé a ¹ íåçâiäíèé, îäíîðiäíèé, içî-
áàðíèé åëåìåíò ç k[A]UT3 ìóëüòèïîðÿäêó [d1, d2].
Òîäi:
(i) âåêòîðíèé ïðîñòið B̄d2

d1
:= U(UT3)a ¹ íåçâi-

äíèì sl3-ìîäóëåì içîìîðôíèì äî Γd1, d2 .

(ii) åëåìåíò Êàçèìiðà ∆(B̄d2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U)) ¹
çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì òåðíàðíî¨ ôîðìè
êëàñó [d1, d2].

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðÿìà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî B̄d2
d1

¹
sl3-ìîäóëåì. Îñêiëüêè ïðîñòið B̄d2

d1
ïîáóäîâàíèé òà-

êèì ÷èíîì, ùî â íüîìó iñíó¹ ëèøå îäèí ñòàðøèé
âåêòîð âàãè [d1, d2], à ñàìå B̄0,0

0,0 = a, òî B̄d2
d1

¹ íåçâi-
äíèì sl3-ìîäóëåì, ïðè÷îìó B̄d2

d1
= U(UT3)a.

(ii) Ðîçãëÿíåìî áiëiíiéíó ôîðìó

(·, ·) : B̄d2
d1
× Sd1(X) · Sd2(U) → K,

çíà÷åííÿ ÿêî¨ íà áàçèñíèõ åëåìåíòàõ âiäïîâiäíèõ
ïðîñòîðiâ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

(
B̄k l

i j , x
d1−(i+j)
1 xi′

2 xj′
3 u

d2−(k′+l′)
3 uk′

1 ul′
2

)
=

=
i!j!k!l!(d1−(i + j))!(d2 − (k + l))!

d1!d2!
δi,i′δj,j′δk,k′δk,k′ .

Àíàëîãi÷íî, ÿê i ó âèïàäêó êîâàðiàíòiâ òà êîíòðàâà-
ðiàíòiâ ìîæíà ïîêàçàòè ùî öÿ ôîðìà ¹ íåâèðîäæå-
íîþ òà sl3-iíâàðiàíòíîþ. Òîìó, áàçèñè

{
d1!d2!

i!j!k!l!(d1−(i + j))!(d2 − (k + l))!
B̄k l

i j

}
,

òà

{xd1−(i+j)
1 xi

2x
j
3u

d2−(k+l)
3 uk

1ul
2}, i + j ≤ d1, k + l ≤ d2,

¹ äóàëüíèìè, à âiäïîâiäíèé åëåìåíò Êàçèìiðà

∆(B̄d2
d1

, Sd1(X) · Sd2(U)),

¹ çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì òåðíàðíî¨ ôîðìè êëàñó
[d1, d2].

Ïðèêëàä. Äëÿ n = 3, ðîçãëÿíåìî â k[A] ìíîãî-
÷ëåí a := a0, 0a2, 0−a2

1, 0 ÿêèé ¹ iíâàðiàíòîì ïiäàëãå-
áðè k[A]DT3 . Îñêiëüêè D̂3

1(a) = 0, àëå D̂2
1(a) 6= 0, òî

ord1(a) = 2. Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè îòðèìó¹-
ìî, ùî ord2(a) = 2, îòæå, ïîðÿäîê a ðiâíèé [2, 2], i a
áóäå ñòàðøèì âåêòîðîì çi ñòàðøîþ âàãîþ [2, 2] sl3-
ïiäìîäóëÿ B̄2

2 = U(UT3)a â k[A], içîìîðôíîãî ñòàí-
äàðòíîìó sl3-ìîäóëþ Γ2, 2. Âiäïîâiäíî äî âàãîâî¨ äi-
àãðàìè çíàéäåìî áàçèñíi âåêòîðè âàãîâèõ ïiäïðî-
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ñòîðiâ B(i,j) sl3-ìîäóëÿ U(UT3)a

B(2,2) = {B0 0
0 0 = a},

B(0,3) = {D̂1(a) = 2B0 0
1 0},

B(3,0) = {D2(B0 0
0 0) = −2B0 1

0 0},
B(4,−2) = {D̂2

2(a) = 2B0,2
0,0},

B(−2,4) = {D̂2
1(a) = 2B0 0

2 0},
B(−3,3) = {D̂2

1D̂3(a) = −4B1,0
2,0},

B(−4,2) = {D̂2
1D̂

2
3(a) = 4B2,0

2,0},
B(3,−3) = {D̂2

2D̂2(a) = 4B0,2
0,1},

B(2,−4) = {D̂2
2D̂

2
3(a) = {4B0,2

0,2},
B(−2,−2) = {D̂4

3(a) = 24B2,0
0,2},

B(1,1) = {D̂3(a) = 2B0,0
0,1 − 2B1,0

0,0 ,

D̂1D2(a) = −4B0,1
1,0 + 2B1,0

0,0},
B(−1,2) = {D̂1D̂3(a) = −4B1,0

1,0 + 2B0,0
1,1 ,

D̂2
1D̂2 = 8B1,0

1,0 − 4B0,1
2,0},

B(2,−1) = {D̂1D̂
2
2(a) = 4B0,2

1,0 − 4B1,1
0,0 ,

D̂2D̂3(a) = 2B1,1
0,0 − 4B0,1

0,1},
B(−2,1) = {D̂1D̂3(a) = 4B2,0

1,0 − 8B1,0
1,1 ,

D̂2
1D̂2D̂3(a) = −8B2,0

1,0 + 4B1,1
2,0 + 8B1,0

1,1},
B(1,−2) = {D̂2D̂

2
3(a) = 8B1,1

0,1 − 4B0,1
0,2 ,

D̂1D̂
2
2D̂3(a) = 4B0,2

1,1 − 8B1,1
0,1},

B(−1,−1) = {D̂1D̂2D̂
2
3(a) = 8B1,1

1,1 − 8B2,0
0,1 + 4B1,0

0,2 ,

D̂2
1D̂

2
2D̂3(a) = −16B1,1

1,1 + 8B2,0
0,1},

B(−3,0) = {D̂2
1D̂2D̂

2
3(a) = −16B2,0

1,1},
B(0,−3) = {D̂1D̂

2
2D̂

2
3(a) = −8B1,1

0,2},
B(0,0) = {D̂2

3(a) = −8B1,0
0,1 + 2B2,0

0,0 + 2B0,0
0,2 ,

D̂1D̂2D̂3(a) = 4B1,1
1,0 − 2B2,0

0,0 − 4B0,1
1,1 + 4B1,0

0,1 ,

D̂2
1D̂

2
2(a) = −16B1,1

1,0 + 4B2,0
0,0 + 4B0,2

2,0}.

Îòðèìàëè 27 ðiâíÿíü äëÿ 36 íåâiäîìèõ Bk,l
i,j . Iíøi

9 ðiâíÿíü çíàéäåìî iç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü.
Â sl3-ìîäóëi S2(X) · S2(U) ðîçãëÿíåìî ìîëîäøi

âåêòîðè

v1 = x1u1u = x1u1(x1u1 + x2u2 + x3u3) =
= x2

1u
2
1 + x1x2u1u2 + x1x3u1u3,

v2 = u2 = (x1u1 + x2u2 + x3u3)2.

Òîäi âåêòîðè

ϕ(v1) = B0,0
0,1 + B1,0

0,0 + B0,1
1,0 ,

ϕ(v2) = B2,0
0,0 + B0,2

2,0 + B0,0
0,2 + 2B1,1

1,0 + 2B1,0
0,1 + 2B0,1

1,1 ,

áóäóòü ñòàðøèìè âåêòîðàìè B2
2 ìóëüòèïîðÿäêiâ

[1, 1] i [0, 0]. Ðîçìiðíiñòü Γ1,1(ϕ(v1)) ðiâíà 8 i ðîçìið-
íiñòü Γ0,0(ϕ(v2)) ðiâíà 1. Îäíîìiðíi âàãîâi ïiäïðî-
ñòîðè Γ1,1(ϕ(v1)) ïîðîäæóþòüñÿ òàêèìè åëåìåíòàìè

ϕ(v1) = B0,0
0,1 + B1,0

0,0 + B0,1
1,0 ,

D̂1(ϕ(v1)) = B1,0
1,0 + B0,1

2,0 + B0,0
1,1 ,

D̂1D̂3(ϕ(v1)) = −B2,0
1,0 −B1,1

2,0 −B1,0
1,1 ,

D̂2D̂3(ϕ(v1)) = −B1,1
0,1 −B0,1

0,2 −B0,2
1,1 ,

D̂1D̂2(ϕ(v1)) = B2,0
0,0 −B0,2

2,0 −B0,1
1,1 + B1,0

0,1 ,

D̂2(ϕ(v1)) = −B1,1
0,0 −B0,1

0,1 −B0,2
1,0 ,

D̂1D̂2D̂3(ϕ(v1)) = B1,1
1,1 + B2,0

0,1 + B1,0
0,2 ,

D̂3(ϕ(v1)) = −B2,0
0,0 + B0,1

1,1 −B1,1
1,0 + B0,0

0,2 .

Ïîêëàâøè ϕ(v1) = 0, ϕ(v2) = 0 çíàéäåìî íåîáõi-
äíi 9 ðiâíÿíü. Ðîç'ÿçàâøè â Maple îòðèìàíó ñèñòå-
ìó iç 36 ðiâíÿíü çíàéäåìî çíà÷åííÿ âñiõ 27 áàçèñíèõ
åëåìåíòiâ Bi,j

k,l. Îòæå, ìè îòðèìàëè ðåàëiçàöiþ íåçâi-
äíîãî sl3-ìîäóëÿ B2

2
∼= Γ2,2 â U(sl3)a. Âiäïîâiäíèé

åëåìåíò Êàçèìiðà áóäå çìiøàíèì êîíêîìiòàíòîì

f := ∆(B2
2 , S2(X) · S2(U)) =

=
∑

i+j ≤ 2
k+l ≤ 2

2!2!Bk l
i j x

2−(i+j)
1 xi

2x
j
3u

2−(k+l)
3 uk

1ul
2

i!j!k!l!(2−(i + j))!(2− (k + l))!
.

Îá÷èñëèâøè âñi êî¹ôiöi¹íòè Bi,j
k,l ìîæíà çíàéòè

ÿâíèé âèãëÿä f, ÿêèé ìè òóò íå ïîäà¹ìî â ñèëó ãðî-
ìiçäñêîñòi.
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