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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÇÂ'ßÇÊÈ ÌIÆ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÞ ÇÂÅÐÕÓ I ÇÍÈÇÓ,
H+-ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÞ I H−-ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÞ

Äîñëiäæåíî çâ'ÿçêè ìiæ íåïåðåðâíiñòþ çâåðõó, çíèçó, H+-íåïåðåðâíiñòþ i H−-
íåïåðåðâíiñòþ äëÿ êîìïàêòíîçíà÷íèõ i çàìêíåíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü. Çîêðåìà, ïîáóäîâàíî
çàìêíåíîçíà÷íi H-íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ F : R → R, ÿêi íå ¹ íåïåðåðâíèìè çâåðõó ñêðiçü,
àëå ¹ ïîòî÷êîâèìè ãðàíèöÿìè íåïåðåðâíèõ i H-íåïåðåðâíèõ çàìêíåíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü
Fn: R→ R â ìåòðèöi Ãàóñäîðôà àáî â òîïîëîãi¨ Âiòîðiñà.

The relations between upper continuity, lower continuity, H+-continuity and H−-continuity for
compact-valued and closed-valued mappings are investigated. Besides, we construct a closed-valued
H-continuous mappings F : R → R which are not everywhere upper continuous but are pointwise
H-limits of continuous and H-continuous closed-valued mappings Fn: R→ R in Hausdor� metric
or in Vietoris topology.

1. Â òåîði¨ ìíîãîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü
iñíó¹ áàãàòî ðiçíîâèäiâ íåïåðåðâíîñòi: íåïå-
ðåðâíiñòü çâåðõó ÷è çíèçó, íåïåðåðâíiñòü, H-
íåïåðåðâíiñòü, òîùî. Äîáðå âiäîìî [1, ñ. 62],
ùî íåïåðåðâíiñòü êîìïàêòíîçíà÷íîãî âiä-
îáðàæåííÿ F : X → Y ðiâíîñèëüíà éîãî
H-íåïåðåðâíîñòi, òîáòî íåïåðåðâíîñòi F ÿê
îäíîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè ó
ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (K(Y ), h), äå K(Y ) �
ñóêóïíiñòü âñiõ íåïîðîæíiõ êîìïàêòíèõ ïiä-
ìíîæèí ïðîñòîðó Y , à h � ìåòðèêà Ãàóñ-
äîðôà. Ôóíêöiÿ h ¹ ìåòðèêîþ i íà ñóêóïíî-
ñòi F(Y ) âñiõ íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ ìíî-
æèí â Y . Òîìó ïðèðîäíüî âèíèêà¹ ïèòàí-
íÿ: ÷è áóäå íåïåðåðâíiñòü åêâiâàëåíòíà H-
íåïåðåðâíîñòi i äëÿ çàìêíåíèõ âiäîáðàæåíü?

Â öié ñòàòòi ìè ïîäà¹ìî òåîðåìè ïðî
çâ'ÿçêè ìiæ íåïåðåðâíiñòþ çâåðõó i H+-
íåïåðåðâíiñòþ, à òàêîæ íåïåðåðâíiñòþ çíè-
çó i H−-íåïåðåðâíiñòþ, ÿêi óòî÷íþþòü âiä-
ïîâiäíi ðåçóëüòàòè ç ïðàöi [1] (äèâ. [1, c.
62]). Êðiì òîãî, ìè íàâîäèìî ðÿä ïðèêëà-
äiâ, ÿêi ïîêàçóþòü, ùî óìîâà êîìïàêòíî-
ñòi â îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòàõ iñòîòíà. Áiëüø
òîãî, ìè ïîäà¹ìî äâà ìåòîäè ïîáóäîâè çà-
ìêíåíîçíà÷íèõ H-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
F : X → R, ÿêi â æîäíié òî÷öi ïðîñòîðó X
íå ¹ íåïåðåðâíèìè çâåðõó.

Ìåòðèêà Ãàóñäîðôà äîçâîëÿ¹ ïåðåíå-

ñòè äåÿêi òåîðåìè ïðî ñóêóïíó íåïå-
ðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ îäíîçíà-
÷íèõ ôóíêöié íà ìíîãîçíà÷íèé âèïàäîê.
Çîêðåìà, ç åêâiâàëåíòíîñòi íåïåðåðâíî-
ñòi i H-íåïåðåðâíîñòi òà îäíi¹¨ òåîðåìè
Êàëáði-Òðóàëëiêà [2] âèïëèâà¹, ùî äëÿ íà-
ðiçíî íåïåðåðâíîãî êîìïàêòíîçíà÷íîãî âiä-
îáðàæåííÿ F : X × Y → Z áóäåìî ìàòè: à)
ìíîæèíà Cy(F ) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(F )} ¹
çàëèøêîâîþ â X, ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹
ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi; á) ìíîæèíà
CY (F ) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(F )} ¹ çàëè-
øêîâîþ â X, ÿêùî ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi (òóò X� òîïîëî-
ãi÷íèé ïðîñòið, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i
C(F ) � ìíîæèíà òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâ-
íîñòi âiäîáðàæåííÿ F ).

Ïîñòà¹ ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÷è âiðíèé
îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äëÿ çàìêíåíîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü? ßê ïåðøèé êðîê äî ðîçâ'ÿçàí-
íÿ öi¹¨ ïðîáëåìè ìè íàâîäèìî ïðèêëàäè ïî-
ñëiäîâíîñòåé íåïåðåðâíèõ çàìêíåíîçíà÷íèõ
âiäîáðàæåíü Fn: R → R, ÿêi ïîòî÷êîâî çái-
ãàþòüñÿ äî ñêðiçü ðîçðèâíîãî çàìêíåíîçíà-
÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F : R→ R ó ìåòðèöi Ãà-
óñäîðôà àáî â òîïîëîãi¨ Âiòîðiñà.

2. Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü.
Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i x0 ∈ X.
Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ
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F : X → Y íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì çâåðõó
/çíèçó/ â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiä-
êðèòî¨ â Y ìíîæèíè V , òàêî¨, ùî F (x0) ⊆ V
/ F (x0) ∩ V 6= Ø/ iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 â
X, òàêèé, ùî F (x) ⊆ V /F (x) ∩ V 6= Ø/ äëÿ
êîæíîãî x ç U . Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ
F íåïåðåðâíå â òî÷öi x0, ÿêùî âîíî îäíî÷à-
ñíî ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó i çíèçó â öié òî÷öi.
Âiäîáðàæåííÿ F íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì,
ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi ïðîñòîðó
X.

Íåõàé (Y, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i A �
íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó Y . Ìíî-
æèíà Vε(A) = {y : d(y, A) < ε} íàçèâà¹-
òüñÿ âiäêðèòèì ε-îêîëîì ìíîæèíè A â Y ,
à ìíîæèíà Vε(A) = {y : d(y,A) ≤ ε} íà-
çèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì ε-îêîëîì ìíîæèíè A
â Y . ßêùî A = K � êîìïàêòíà ìíîæèíà
â Y i ìíîæèíà V âiäêðèòà â Y , òàêà, ùî
K ⊆ V , òî iñíó¹ ε > 0, òàêå, ùî Vε(K) ⊆ V .
Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ K. Òîäi x ∈ U i iñíó¹
εx > 0 òàêå, ùî U2εx(x) ⊆ U . Ïîêëàäå-
ìî Ux = Uεx(x). Ñèñòåìà {Ux : x ∈ K}
� âiäêðèòå ïîêðèòòÿ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè
K. Òîìó iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü òî÷îê
x1, ..., xn ∈ K òàêèõ, ùî K ⊆

n⋃
i=1

Uxi
. Âi-

çüìåìî ε = min{εx1 , ..., εxn} > 0. Ïîêàæåìî,
ùî Uε(K) ⊆ U . Íåõàé x0 ∈ Uε(K). Òîäi
d(x0, K) < ε, îòæå, iñíó¹ òî÷êà u ∈ K òà-
êà, ùî d(x0, u) < ε. Îñêiëüêè u ∈ K, òî iñíó¹
íîìåð i = 1, ..., n òàêèé, ùî u ∈ Uxi

, òîá-
òî d(u, xi) < εxi

. Òîäi d(x0, xi) ≤ d(x0, u) +
d(u, xi) < ε + εxi

≤ εxi
+ εxi

= 2εxi
, òîáòî

x0 ∈ U2εxi
(xi) ⊆ U . Îòæå, Vε(K) ⊆ V .

Íåõàé A, B � íåïîðîæíi ïiäìíîæèíè ïðî-
ñòîðó Y . Ïîêëàäåìî h+(A,B) = inf{ε > 0 :
Vε(A) ⊇ B} i h−(A,B) = h+(B, A).

Íåõàé A, B ∈ F(Y ), äå F(Y ) ñó-
êóïíiñòü âñiõ íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ ìíî-
æèí â Y . Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ðiâíiñòþ
h(A,B) = max{h+(A,B), h−(A,B)} âèçíà÷à-
¹òüñÿ ìåòðèêà íà F(Y ), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ìå-
òðèêîþ Ãàóñäîðôà.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Y, d)
� ìåòðè÷íèé ïðîñòið i x0 ∈ X. Âiäîáðàæå-
ííÿ F : X → Y íàçâåìî H+-íåïåðåðâíèì
/ H−-íåïåðåðâíèì/ â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ

êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ îêië U òî÷êè x0

â X, òàêèé, ùî h+(F (x0), F (x)) < ε
/h−(F (x0), F (x)) < ε/ äëÿ êîæíîãî x ç U .
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî F ¹ H+-íåïåðåðâíèì
/H−-íåïåðåðâíèì/ â òî÷öi x0 òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ îêië U
òî÷êè x0 â X, òàêèé, ùî Vε(F (x0)) ⊇ F (x)
/Vε(F (x)) ⊇ F (x0)/ äëÿ êîæíîãî x ∈ U .
Êàæóòü, ùî çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ
F : X → Y ¹ H-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0,
ÿêùî â öié òî÷öi íåïåðåðâíå îäíîçíà÷íå âiä-
îáðàæåííÿ F : X → (F(Y ), h). Î÷åâèäíî,
ùî F áóäå H-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 òî-
äi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî îäíî÷àñíî H+-
íåïåðåðâíå i H−-íåïåðåðâíå â öié òî÷öi. Âiä-
îáðàæåííÿ F íàçèâà¹òüñÿ H+-íåïåðåðâíèì,
H−-íåïåðåðâíèì àáî H-íåïåðåðâíèì, ÿêùî
âîíî ¹ âiäïîâiäíî H+-íåïåðåðâíèì, H−-
íåïåðåðâíèì, H-íåïåðåðâíèì ó êîæíié òî-
÷öi ïðîñòîðó X.

ßê âiäîìî, íåïåðåðâíiñòü êîìïàêòíîçíà-
÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F : X → Y ðiâíîñèëü-
íà éîãî H-íåïåðåðâíîñòi. Àëå âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî óìîâà êîìïàêòíîçíà÷íîñòi âiäîáðàæåí-
íÿ F íå ¹ iñòîòíîþ, êîëè iäå ìîâà ïðî
çâ'ÿçêè ìiæ íåïåðåðâíiñòþ çâåðõó i H+-
íåïåðåðâíiñòþ, à òàêîæ íåïåðåðâíiñòþ çíè-
çó i H−-íåïåðåðâíiñòþ. Â íàñòóïíèõ ÷îòè-
ðüîõ òâåðäæåííÿõ ìè òî÷íiøå îõàðàêòåðè-
çó¹ìî öi çâ'ÿçêè. Ó âêàçàíèõ òâåðäæåííÿõ
íàïåðåä áóäåìî ââàæàòè, ùî X � òîïîëî-
ãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i
x0 ∈ X.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ
F : X → Y íåïåðåðâíå çâåðõó â òî÷öi x0. Òî-
äi F ¹ H+-íåïåðåðâíèì â öié òî÷öi.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ
F : X → Y ¹ H−-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0.
Òîäi F íåïåðåðâíå çíèçó â öié òî÷öi.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåíü 1 i 2 ¹ î÷åâèäíèì
[1,ñ.60].

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ
F : X → Y ¹ H+-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 i
F (x0) êîìïàêòíà ìíîæèíà. Òîäi âiäîáðà-
æåííÿ F íåïåðåðâíå çâåðõó â òî÷öi x0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìíîæèíà V âiäêðèòà
â Y , òàêà, ùî F (x0) ⊆ V . Îñêiëüêè F (x0) �
êîìïàêòíà ìíîæèíà, òî iñíó¹ ε > 0, òàêå, ùî
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F (x0) ⊆ Vε(F (x0)) ⊆ V . Âiäîáðàæåííÿ F �
H+-íåïåðåðâíå â òî÷öi x0, òîìó äëÿ çíàéäå-
íîãî ε iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 â X, òàêèé, ùî
h+(F (x0), F (x)) < ε, òîáòî F (x) ⊆ Vε(F (x0))
ÿê òiëüêè x ∈ U . Îòæå, F (x) ⊆ V äëÿ êî-
æíîãî x ç U .

Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ
F : X → Y ¹ íåïåðåðâíèì çíèçó â òî÷öi x0 i
F (x0) � êîìïàêòíà ìíîæèíà. Òîäi F � H−-
íåïåðåðâíå â öié òî÷öi.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà F (x0)
êîìïàêòíà, òî iñíó¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü
òî÷îê y1, . . . , yn ∈ F (x0) i ε > 0, òà-
êèõ, ùî F (x0) ⊆

n⋃
i=1

Vε/2(yi). Çðîçóìi-
ëî, ùî F (x0) ∩ Vε/2(yi) 6= Ø äëÿ êîæíîãî
i = 1, . . . , n. Âiäîáðàæåííÿ F íåïåðåðâ-
íå çíèçó â òî÷öi x0, òîìó äëÿ êîæíîãî
i = 1, . . . , n iñíóþòü îêîëè Ui òî÷êè x0 â X,
òàêi, ùî F (x) ∩ Vε/2(yi) 6= Ø äëÿ êîæíîãî
x ∈ Ui. Ïîêëàäåìî U = U1 ∩ U2 ∩ · · · ∩ Un i
ïîêàæåìî, ùî F (x0) ⊆ Vε(F (x)) ÿê òiëüêè
x ∈ U . Íåõàé y0 ∈ F (x0). Òîäi iñíó¹ íîìåð
i = 1, . . . , n, òàêèé, ùî y0 ∈ Vε/2(yi), òîáòî
d(y0, y1) < ε/2. Ç iíøîãî áîêó, äëÿ êîæíî-
ãî x ç U ïåðåòèí F (x) ∩ Vε/2(yi) 6= Ø,
òîìó iñíó¹ òî÷êà y ∈ F (x), òà-
êà, ùî d(y, yi) < ε/2. Òîäi âiäñòàíü
d(y0, y) < d(y0, yi) + d(yi, y) < ε/2 + ε/2 = ε.
Òàêèì ÷èíîì, y0 ∈ Vε(F (x)) äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ U . Îòæå, F ¹ H−-íåïåðåðâíèì
â òî÷öi x0.

Ç òâåðäæåíü 1 � 4 íåãàéíî âèïëèâà¹
Òåîðåìà 1 [1, theorem 2.68]. Íåõàé X �

òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé ïðî-
ñòið, F : X → Y êîìïàêòíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ i x0 ∈ X. Âiäîáðàæåííÿ F íåïåðåðâ-
íå â òî÷öi x0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè F :
X → K(Y ) ¹ H-íåïåðåðâíèì ó öié òî÷öi.

Âèêîðèñòàâøè òåîðåìó 1 i âiäîìó òåîðå-
ìó Êàëáði-Òðóàëëiêà [2] ïðî ñóêóïíó íåïå-
ðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ îäíîçíà÷íèõ
ôóíêöié ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi-
÷íi ïðîñòîðè, Z � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i F :
X × Y → Z êîìïàêòíîçíà÷íå íàðiçíî íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi

(i) ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó

çëi÷åííîñòi, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíî-
æèíà Cy(F ) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(F )} çà-
ëèøêîâà â X.

(ii) ÿêùî Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó
àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òî ìíîæèíà
CY (F ) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(F )} ¹ çàëè-
øêîâîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ F
êîìïàêòíîçíà÷íå i íàðiçíî íåïåðåðâíå, òî
çà òåîðåìîþ 1 âiäîáðàæåííÿ F : X × Y →
(K(Z), h) íàðiçíî íåïåðåðâíå i äî íüîãî, ÿê
äî îäíîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ, ìîæíà çà-
ñòîñóâàòè òåîðåìó Êàëáði-Òðóàëëiêà. Çàñòî-
ñóâàâøè çíîâó òåîðåìó 1, îòðèìà¹ìî ïîòði-
áíå òâåðäæåííÿ.

3. Íàâåäåìî òåïåð ðÿä ïðèêëàäiâ, ÿêi ïî-
êàçóþòü, ùî óìîâà êîìïàêòíîñòi â òâåðäæå-
ííÿõ 2, 3 i òåîðåìi 1 ¹ iñòîòíîþ. À ñàìå, âèÿâ-
ëÿ¹òüñÿ, ùî ç H-íåïåðåðâíîñòi íå âèïëèâà¹
íåïåðåðâíiñòü i íàâïàêè.

Ïiäìíîæèíè ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R, ÿêi ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ â íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ, íàäiëÿ-
þòüñÿ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ, iíäóêîâà-
íîþ ç R.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé X = { 1
n

: n ∈ N} ∪
{0} i âiäîáðàæåííÿ F : X → R äi¹ òàêèì ÷è-
íîì: F ( 1

n
) = N \ {n}, i F (0) = N. Ïîêàæåìî,

ùî äàíå âiäîáðàæåííÿ ¹ íåïåðåðâíèì â òî-
÷öi x = 0 i íå ¹ H−-íåïåðåðâíèì â öié òî÷öi.

Îñêiëüêè F (x) ⊆ F (0) äëÿ êîæíîãî x ∈
X, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F íåïåðåðâíå
çâåðõó â íóëi. Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíó
âiäêðèòó ìíîæèíó V â R, òàêó, ùî V ∩ N 6=
Ø. Òîäi, çðîçóìiëî iñíó¹ òî÷êà n0 ∈ V ∩ N.
Ðîçãëÿíåìî îêië U =

(
−∞; 1

n0

)
∩ X òî÷êè

x = 0 â X. Ïîêàæåìî, ùî F (x) ∩ V 6= Ø, ÿê
òiëüêè x ∈ U . Çðîçóìiëî, ùî F (0) ∩ V 6= Ø,
áî F (0) = N. Íåõàé x ∈ U \ {0}. Òîäi x =

1

n

äëÿ äåÿêîãî n ∈ N. Ïðè öüîìó 1

n
<

1

n0

, îò-
æå, n > n0. Òîìó n0 ∈ F (x) = N\{n}. Îòæå,
F (x) ∩ V 6= Ø äëÿ êîæíîãî x ∈ U .

Ïîêàæåìî, ùî F íå ¹ H−-íåïåðåðâíèì â
òî÷öi x = 0, òîáòî iñíó¹ ε > 0, òàêå, ùî
â êîæíîìó îêîëi íóëÿ U çíàéäåòüñÿ òî÷êà
xε ∈ U , òàêà, ùî F (0) 6⊆ Vε(F (xε)). Ñïðàâäi,
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íåõàé ε = 1
2
i Vε(F ( 1

n
)) =

⋃
k 6=n

(k − 1
2
; k + 1

2
).

Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â X. Îñêiëü-
êè 1

n
→ 0 ïðè n → ∞, òî iñíó¹ íîìåð n0,

òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ n0 ìà¹ìî 1
n
∈ U .

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ êîæíîãî n ≥ n0 ìà¹ìî
Vε(F ( 1

n
)) 6⊇ F (0) = N.

Ïðèêëàä 2.Íåõàé âiäîáðàæåííÿ F : R→
R äi¹ òàêèì ÷èíîì: F (x) = [0; 1

|x| ], ÿêùî
x 6= 0 i F (0) = [0; +∞). Òîäi F çàìêíåíî-
çíà÷íå i íåïåðåðâíå â íóëi, àëå íå ¹ H−-
íåïåðåðâíèì â öié òî÷öi.

Çðîçóìiëî, ùî îñêiëüêè F (x) ⊆ F (0) äëÿ
êîæíîãî x ∈ R, òî F ¹ íåïåðåðâíèì çâåð-
õó â òî÷öi x = 0. Ïîêàæåìî, ùî F íåïå-
ðåðâíå çíèçó â öié òî÷öi. Íåõàé V âiäêðèòà
ìíîæèíà â R, òàêà, ùî F (0) ∩ V 6= Ø. Òîäi
iñíó¹ òî÷êà y0 ∈ F (0) ∩ V . Ìíîæèíà V âiä-
êðèòà, òîìó iñíó¹ ε > 0, òàêà, ùî Vε(y0) =
(y0− ε; y0 + ε) ⊆ V . Âiçüìåìî δ > 0, òàêå, ùî
1
δ

> y0− ε. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ U = (−δ; δ)

ìà¹ìî 1
|x| > 1

δ
> y0 − ε. Îòæå, äëÿ îêîëó U

òî÷êè x = 0 ìà¹ìî, ùî F (x) ∩ V 6= Ø, ÿê
òiëüêè x ∈ U , áî Ø 6= (y0 − ε, 1

|x|) ⊆ F (x) ∩ V

äëÿ êîæíîãî x ∈ U .
Íåõàé ε > 0 i V = Vε(F (x)) = (−ε; 1

|x| +

ε). Çðîçóìiëî, ùî [0; +∞) 6⊆ V äëÿ êîæíîãî
x ∈ R. Òîáòî F íå ¹ H−-íåïåðåðâíèì â òî÷öi
x = 0.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé X = { 1
n

: n ∈ N}
∪{0} i âiäîáðàæåííÿ F : X → R äi¹ òàêèì
÷èíîì: F ( 1

n
) = N ∪ {n + 1

n
}, i F (0) = N. Òîäi

F � öå çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹
H-íåïåðåðâíèì, àëå íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåð-
õó â íóëi.

Ç âêëþ÷åííÿ F (0) ⊆ F (x) äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ X âèïëèâà¹ H−-íåïåðåðâíiñòü âiä-
îáðàæåííÿ F â íóëi. Ç'ÿñó¹ìî, ùî F ¹ H+-
íåïåðåðâíèì â íóëi . Íåõàé ε > 0 i δ = ε. Òîäi
äëÿ êîæíîãî x = 1

n
∈ Uε(0) ìà¹ìî 1

n
< ε. Òî-

äi n+ 1
n
∈ Vε(F (0)), àäæå |n+ 1

n
−n| = 1

n
< ε

i n ∈ F (0). Îòæå, F (x) ⊆ Vε(F (0)) äëÿ êî-
æíîãî x ∈ Uε(0).

Ïîêàæåìî, ùî F íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåð-
õó â íóëi. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó
V =

∞⋃
n=1

(n− 1
n
; n + 1

n
), ùî ìiñòèòü F (0). Íå-

õàé U � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â X. Çðîçóìiëî,
ùî iñíó¹ òàêèé íîìåð m ≥ 2, ùî 1

m
⊆ U . Òîäi

m + 1
m
∈ F ( 1

m
) \ V . Îòæå, F ( 1

m
) 6⊆ V . Òîìó

F íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó â òî÷öi x = 0.
Ïðèêëàä 4. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ

F : R→ R òàêå, ùî F (x) = R \ {x} äëÿ
êîæíîãî x ∈ R. Òîäi F ¹ H-íåïåðåðâíèì i
íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó ó æîäíié òî÷öi ç
R.

Ñïðàâäi, íåõàé ε > 0 i x0 ∈ R. Òîäi
Vε(F (x0)) = R ⊇ F (x) äëÿ êîæíîãî x ∈ R.
Òàê ñàìî Vε(F (x)) ⊇ F (x0) äëÿ êîæíîãî
x ∈ R. Îòæå, F ¹ H-íåïåðåðâíèì ó êîæíié
òî÷öi x0 ∈ R. Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäêðèòó
ìíîæèíó V = R \ {x0}, ùî ìiñòèòü F (x0).
Çà ïîáóäîâîþ F (x) 6⊆ F (x0) äëÿ êîæíîãî
x 6= x0, áî x0 ∈ F (x) \ F (x0) ïðè x 6= x0,
à, îòæå, F (x) 6⊆ V äëÿ êîæíîãî x ∈ R\{x0}.
Îòæå, F íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó â òî÷öi x0.

Ïðèêëàä 5. Ïîêëàäåìî Pn = {(x, y) ∈
R2 : (x − 1

n
)2 + (y − n)2 ≤ δn, y ≥ n}, äå 0 <

δn < 1
2n(n+1)

, i ∆n = [ 1
n
− δn; 1

n
+ δn]. Çàóâàæè-

ìî, ùî ∆n ∩∆m = Ø ïðè n 6= m. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç hn(x) =

√
δ2
n − (x− 1

n
)2. Âiäîáðàæåí-

íÿ F : R→ R, ùî äi¹ òàêèì ÷èíîì: F (x) = N,
ÿêùî x 6∈

∞⋃
n=1

∆n, i F (x) = N ∪ [n, n + hn(x)],

ÿêùî x ∈ ∆n, äëÿ äåÿêîãî n ∈ N, ¹ H-
íåïåðåðâíèì â íóëi x = 0 i íå ¹ íåïåðåðâíèì
çâåðõó â öié òî÷öi.

Îñêiëüêè F (x) ⊇ F (0) äëÿ êîæíîãî x ∈
R, òî âiäîáðàæåííÿ F ¹ H−-íåïåðåðâíèì
â òî÷öi x = 0. Ïîêàæåìî, ùî F ¹ H+-
íåïåðåðâíèì â öié òî÷öi. Íåõàé ε > 0.
Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ δn → 0 ïðè n → ∞,
òî iñíó¹ íîìåð n0, òàêèé, ùî äëÿ êîæíî-
ãî n ≥ n0 ìà¹ìî δn < ε. Ðîçãëÿíåìî îêië
U = (−∞; 1

n0
) òî÷êè x = 0. Íåõàé x ∈ U .

ßêùî x 6∈
∞⋃

n=1

∆n, òî F (x) = N ⊆ Vε(F (0)).

Íåõàé x ∈
∞⋃

n=1

∆n. Òîäi iñíó¹ íîìåð n, òà-
êèé, ùî x ∈ ∆n. Çðîçóìiëî, ùî n ≥ n0,
àäæå òî÷êè ç ïðîìiæêiâ ∆m ïðè m < n0

çíàõîäÿòüñÿ ïðàâiøå âiä 1
n0

+ δn0 i íå ìi-
ñòÿòü òî÷êè x, äëÿ ÿêî¨ x < 1

n0
. Îñêiëüêè
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[n, n+hn(x)] ⊆ [n, n+ δ] ⊆ [n, n+ ε) ⊆ Vε(N),
òî F (x) ⊆ Vε(F (0)). Îòæå, äëÿ êîæíîãî x ∈
U âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ F (x) ⊆ Vε(F (0)).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäêðèòó ìíîæèíó
V =

∞⋃
n=1

(n− δn

2
; n + δn

2
), ùî ìiñòèòü F (0).

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n ∈ N òî÷êà n + δn ∈
F ( 1

n
), àëå n + δn 6∈ V , òî F ( 1

n
) ⊆ V . Íåõàé U

� äîâiëüíèé îêië òî÷êè x = 0. Çðîçóìiëî, ùî
çíàéäåòüñÿ íîìåð n0 ∈ N, òàêèé, ùî 1

n
∈ U

äëÿ êîæíîãî n ≥ n0. Îòæå, â êîæíîìó îêî-
ëi íóëÿ çíàéäåòüñÿ òî÷êà xn = 1

n
, òàêà, ùî

F (x0) 6⊆ V , à öå îçíà÷à¹, ùî F íå ¹ íåïåðåðâ-
íèì çâåðõó â íóëi.

Ïðèêëàä 6. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ
F : R→ R òàêå, ùî F (x) = {x + n : n ∈ N}
äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Òîäi F � öå çàìêíåíî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹ H-íåïåðåðâíèì
i íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó â æîäíié òî÷öi
x ∈ R.

Íåõàé ε > 0 i x0 ∈ R. Ïîêàæåìî, ùî F ¹
H-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0. Ðîçãëÿíåìî îêië
U = (x0 − ε; x0 + ε) òî÷êè x0 â R. Íåõàé x ∈
U . Òîäi äëÿ x âèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü
x0 + n− ε < x + n < x0 + n + ε äëÿ êîæíîãî
n ∈ N. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F (x) = {x + n :

n ∈ N} ⊆ Vε(F (x0)) =
∞⋃

n=1

(x0+n−ε; x0+n+ε)

ó òî÷öi x0. Òàê ñàìî ç íåðiâíîñòi |x−x0| < ε
âèïëèâà¹, ùî x+n−ε < x0+n < x+n+ε äëÿ
êîæíîãî n ∈ N. Îòæå, F (x0) ⊆ Vε(F (x)).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî F íå ¹ íåïåðåðâ-
íèì çâåðõó â òî÷öi x0. Ïîêëàäåìî yn =

x0 + n, Ṽn = (x0 + n − 1
2n

; x0 + n + 1
2n

) i
Vn = (x0 + n− 1

4n
; x0 + n + 1

4n
). Çàóâàæèìî,

ùî Vn ⊆ Ṽn i Ṽn ∩ Ṽm = Ø ïðè n 6= m. Íå-
õàé V =

∞⋃
n=1

Vn. Çðîçóìiëî, ùî V � âiäêðèòà
ìíîæèíà â R, ÿêà ìiñòèòü F (x0). Íåõàé U �
äîâiëüíèé îêië íóëÿ â R. Îñêiëüêè ïîñëiäîâ-
íiñòü 1

n
→ 0 ïðè n → ∞, òî iñíó¹ íîìåð k,

òàêèé, ùî x∗ = x0 + 1
4k
∈ U . Ïîêàæåìî, ùî

F (x∗) 6⊆ V .Òî÷êà y∗ = x∗ + k = x0 + k + 1
4k

=

yk + 1
4k
6∈ Vk.Çðîçóìiëî, ùî y∗ 6∈ Ṽk.Îñêiëüêè

Ṽk∩ Ṽn = Ø ïðè k 6= n i Vn ⊆ Ṽn äëÿ êîæíîãî
n, òî Ṽk ∩ Vn = Ø ïðè k 6= n. Îòæå, y∗ 6∈ Vn

ïðè n 6= k. Îòæå, y∗ 6∈ V .

4. Ðîçâèâàþ÷è iäåþ ïîáóäîâè ïðèêëà-
äó 6, ìè ïîäàìî òóò äâà çàãàëüíèõ ìåòîäè
äëÿ êîíñòðóþâàííÿ H-íåïåðåðâíèõ çàìêíå-
íîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü F : X → R, ÿêi â æî-
äíié òî÷öi ïðîñòîðó X íå ¹ íåïåðåðâíèìè
çâåðõó.

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ
äëÿ íàñ ïîíÿòü.

Íåõàé X� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið i (fi : i ∈ I) � ñiì'ÿ âiäîáðà-
æåíü ç X â Y . Ñiì'ÿ (fi : i ∈ I) íàçèâà¹òüñÿ
îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî
x ∈ X i äëÿ êîæíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ îêië
U òî÷êè x, òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ I âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |fi(u) − fi(x)| < ε, ÿê
òiëüêè u ∈ U .

Íåõàé f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ, çàäà-
íå íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X, i x0 ∈ X.
Êàæóòü, ùî x0 � òî÷êà ëîêàëüíî¨ ñòàëîñòi
âiäîáðàæåííÿ f , ÿêùî iñíó¹ òàêèé îêië U òî-
÷êè x0 â X, ùî f(x) = f(x0) äëÿ âñiõ x ∈ U .

Ëåìà 1. Íåõàé A, B ⊆ R i ÷èñëà ε1, ε2

òàêi, ùî ε1 > ε2 > 0 i A ⊆ Vε2(B). Òîäi
A ⊆ Vε1(B).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ A. Ïîêëàäåìî
ε = ε1 − ε2 > 0. Çðîçóìiëî, ùî ïåðåòèí
(x − ε; x + ε) ∩ A 6= Ø. Òîäi iñíó¹ òî÷êà
a ∈ (x−ε; x+ε)∩A, äëÿ ÿêî¨ |x−a| < ε1−ε2.
Îñêiëüêè a ∈ A i A ⊆ Vε2(B) òî iñíó¹ òî÷êà
b ∈ B, òàêà, ùî |a − b| < ε2. Òîäi |x − b| ≤
|x − a| + |a − b| < ε1 − ε2 + ε2 = ε1. Îòæå,
|x− b| < ε1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî x ∈ Vε1(B).

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, (fi : i ∈ I) � îäíîñòàéíî íåïå-
ðåðâíà ñiì'ÿ ôóíêöié fi: X → R. Òîäi âiä-
îáðàæåííÿ F : X → R, òàêå, ùî F (x) =

{fi(x) : i ∈ I} ¹ H-íåïåðåðâíèì i çàìêíåíî-
çíà÷íèì.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî äåÿêó òî÷êó
x0 ∈ X i ε > 0. Îñêiëüêè ñiì'ÿ (fi : i ∈ I)
îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, òî çíàéäåòüñÿ îêië
U òî÷êè x0, òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ I
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |fi(x)− fi(x0)| < ε/2,
ÿê òiëüêè x ∈ U . Îòæå, {fi(x) : i ∈ I} ⊆
Vε/2({fi(x0) : i ∈ I}). Çà ëåìîþ ìà¹ìî, ùî
F (x) = {fi(x) : i ∈ I} ⊆ Vε({fi(x0) : i ∈ I})
⊆ Vε(F (x0)) äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Îòæå, F ¹
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H+-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0. Ìiðêóþ÷è àíà-
ëîãi÷íî îòðèìà¹ìî, ùî F ¹ H−-íåïåðåðâíèì
ó öié òî÷öi.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi,
(fn : n ∈ N) � îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà ïî-
ñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn: X → R, ÿêi íå ¹ ëî-
êàëüíî ñòàëèìè â æîäíié òî÷öi x ∈ X, òà-
êà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X lim

n→∞
fn(x) = +∞

i fn(x) < fn+1(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi
âiäîáðàæåííÿ F : X → R, äëÿ ÿêîãî F (x) =
{fn(x) : n ∈ N} ïðè x ∈ X ¹ çàìêíåíîçíà-
÷íèì i H-íåïåðåðâíèì, àëå íå íåïåðåðâíèì
çâåðõó â æîäíié òî÷öi x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Çàìêíåíiñòü ìíîæèí F (x)
ëåãêî âèïëèâà¹ ç óìîâè lim

n→∞
fn(x) = +∞.

Òîäi çà òåîðåìîþ 3 âiäîáðàæåííÿ F ¹ H-
íåïåðåðâíèì.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêó òî÷êó x0 ∈ X i ïîêà-
æåìî, ùî F íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó â öié
òî÷öi. Íåõàé {Uk : k ∈ N} � ñïàäíà áàçà
îêîëiâ òî÷êè x0 â X. Ïîêëàäåìî yn = fn(x0)
äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Çà ïîáóäîâîþ F (x0) =
{yn : n ∈ N}, ïðè÷îìó y1 < y2 < · · · <
yn < . . . . Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïîñëiäîâíiñòü
÷èñåë δn > 0 òàêèõ, ùî yn + δn < yn+1 − δn+1

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îñêiëüêè äëÿ êîæíî-
ãî n ∈ N ôóíêöi¨ fn íåïåðåðâíi â òî÷öi x0,
òî äëÿ êîæíîãî n iñíó¹ íîìåð kn ≥ n òà-
êèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ fn(Ukn) ⊆
(yn − δn; yn + δn) = Wn. Ç òîãî, ùî fn íå
¹ ëîêàëüíî ñòàëèìè æîäíié òî÷öi x ∈ X
ìà¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ òî÷êà
xn ∈ Ukn , òàêà, ùî fn(xn)− yn 6= 0. Ïîêëàäå-
ìî εn = |fn(xn) − yn|. ßñíî, ùî εn < δn äëÿ
êîæíîãî n ∈ N. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíî-
æèíó V =

∞⋃
n=1

(yn− εn, yn + εn) =
∞⋃

n=1

Vn. Ðîç-
ãëÿíåìî äîâiëüíèé îêië U òî÷êè x0. Îñêiëü-
êè {Uk : k ∈ N} � áàçà îêîëiâ òî÷êè x0, òî
iñíó¹ íîìåð m, òàêèé, ùî Um ⊆ U . Òî÷êà
xm ∈ Ukm i km ≥ m. Îòæå, xm ∈ Um, à çíà-
÷èòü, xm ∈ U . Êðiì òîãî, f(xm) ∈ Wm, îòæå,
f(xm) 6∈ ⋃

n 6=m

Wn, áî Wn∩Wm = Ø ïðè n 6= m.

Îñêiëüêè εn < δn, òî f(xm) 6∈ ⋃
n 6=m

Vn. Äî òî-

ãî æ, çà âèáîðîì εn ìà¹ìî, ùî f(xm) 6∈ Vm.

Îòæå, f(x) 6∈
∞⋃

n=1

Vn = V , ùî i òðåáà áóëî
äîâåñòè.

Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn(x) = cne−x2
+n,

äå 0 < cn ≤ 1 äëÿ âñiõ n, à òàêîæ ïîñëiäîâ-
íiñòü fn(x) = x + n, ÿêó ìè ðîçãëÿäàëè ó
ïðèêëàäi 6, iëþñòðóþòü äàíó òåîðåìó äëÿ
X = R.

5. Äîáðå âiäîìî [3, ñ. 405], ùî ó êîæíî-
ãî îäíîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ó ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið Y , ÿêå íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó
Áåðà B1(X,Y ), òîáòî ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíè-
öåþ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
fn : X → Y , ñóêóïíiñòü D(f) âñiõ éîãî òî-
÷îê ðîçðèâó ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
Ç öi¹¨ òåîðåìè òà òåîðåìè 1 íåãàéíî âèïëè-
âà¹, ùî êîæíå êîìïàêòíîçíà÷íå âiäîáðàæå-
ííÿ F : X → Y òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X
ó ìåòðèçîâíèé ïðîñòið Y , äëÿ ÿêîãî iñíó¹
ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü Fn :
X → Y òàêà, ùî h(Fn(x), F (x)) → 0 ïðè
n → ∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ X, ñàìå ¹ íåïå-
ðåðâíèì ó êîæíié òî÷öi äåÿêî¨ çàëèøêîâî¨
ìíîæèíè. ßêùî ïðîñòið Y ¹ ñêií÷åííî êîì-
ïàêòíèì [4, ñ. 18], òîáòî ó íüîìó êîæíà çà-
ìêíåíà êóëÿ ¹ êîìïàêòíîþ (ÿê ó ïðîñòîði Rn

ç åâêëiäîâîþ ìåòðèêîþ), òî ìîæíà äîâåñòè
i òî÷íiøå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 5. Íåõàé X � çâ'ÿçíèé òî-
ïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñêií÷åííî êîìïà-
êòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið i F : X →
Y � êîìïàêòíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ÿêå ¹
ïîòî÷êîâîþ H-ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi H-
íåïåðåðâíèõ çàìêíåíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü
Fn : X → Y . Òîäi ìíîæèíà C(F ) âñiõ òî-
÷îê íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ F ¹ çàëè-
øêîâîþ â X.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ñïèðà¹òüñÿ íà òà-
êå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, Y � ñêií÷åííî êîìïàêòíèé ìåòðè-
÷íèé ïðîñòið i F : X → Y � H-íåïåðåðâíå
çàìêíåíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíî-
æèíà K(F ) = {x ∈ X : F (x)− êîìïà-
êòíà ìíîæèíà â Y } ¹ âiäêðèòî-çàìêíåíîþ
â X. Çîêðåìà, ÿêùî ïðîñòið X � çâ'ÿçíèé i
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K(F ) 6= Ø, òî K(F ) = X.
Äîâåäåííÿ. Ïåðåêîíàéìîñÿ â òîìó, ùî

ìíîæèíà K(F ) âiäêðèòà â X. Íåõàé x0 ∈
K(F ), òîáòî ìíîæèíà F (x0) êîìïàêòíà â
X. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ¹ H+- íåïåðåðâ-
íèì â òî÷öi x0, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε >
0 iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî
F (x) ⊆ Vε[F (x0)], ÿê òiëüêè x ∈ U . Äëÿ ôi-
êñîâàíîãî ε > 0 ìíîæèíà Vε[F (x0)] áóäå
îáìåæåíîþ i çàìêíåíîþ, à çíà÷èòü êîìïà-
êòíîþ â Y . Îñêiëüêè ìíîæèíè F (x) çàìêíå-
íi, òî âîíè áóäóòü êîìïàêòíèìè äëÿ âñiõ
x ∈ U . Òàêèì ÷èíîì U ⊆ K(F ), ùî i äà¹
íàì âiäêðèòiñòü K(F ).

Ïåðåâiðèìî òåïåð çàìêíåíiñòü ìíîæèíè
K(F ). Íåõàé x0 ∈ K(F ) i ε > 0. Îñêiëüêè F
¹ H−-íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0, òî iñíó¹ îêië
U òî÷êè x0 â X, òàêèé, ùî F (x0) ⊆ Vε[F (x)]
äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Àëå U ∩ K(F ) 6= Ø,
îòæå, iñíó¹ x∗ ∈ U ∩ K(F ). Ïðè öüîìó
F (x0) ⊆ Vε[F (x∗)] i ìíîæèíà Vε[F (x∗)] êîì-
ïàêòíà. Òîìó i çàìêíåíà ìíîæèíà F (x0) òåæ
áóäå êîìïàêòíîþ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5. Çàôiêñó¹ìî
ÿêóñü òî÷êó x0 ç X i ÷èñëî ε > 0. Îñêiëüêè
h(Fn(x0), F (x0)) → 0 ïðè n → ∞, òî iñíó¹
òàêèé íîìåð N , ùî Fn(x0) ⊆ Vε[Fn(x0)] äëÿ
âñiõ n > N . Öå ïîêàçó¹, ùî ìíîæèíè Fn(x0)
¹ êîìïàêòíèìè ïðè n > N . Â òàêîìó ðàçi
K(Fn) 6= Ø ïðè n > N , îòæå, çãiäíî ç ëåìîþ
2 ìà¹ìî K(Fn) = X ïðè n > N . Òàêèì ÷è-
íîì, âiäîáðàæåííÿ Fn : X → Y ïðè n > N ¹
êîìïàêòíîçíà÷íèìè, îòæå, òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè 5 âèïëèâà¹ iç çàóâàæåíü, çðîáëåíèõ
ïåðåä ¨¨ ôîðìóëþâàííÿì.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ çàìêíåíîçíà-
÷íèõ âiäîáðàæåíü íåïåðåðâíiñòü i H-
íåïåðåðâíiñòü öå ðiçíi ïîíÿòòÿ, òî ïîñòà¹
ïðèðîäíå ïèòàííÿ: ÷è ìîæå çàìêíåíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ F : X → Y , ÿêå ¹ ïîòî÷êîâîþ
H-ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ
çàìêíåíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü Fn : X → Y ,
áóòè ñêðiçü ðîçðèâíèì? Íàñòóïíèé ðåçóëü-
òàò äà¹ ñòâåðäíó âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå
ïèòàííÿ.

Òåîðåìà 6.Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, fn: X → R � ïîñëiäîâíiñòü íå-

ïåðåðâíèõ i îáìåæåíèõ ôóíêöié, ùî íå ¹
ëîêàëüíî ñòàëèìè ó æîäíié òî÷öi x ∈ X,
ïðè÷îìó êîëèâàííÿ ôóíêöié ωn = ωfn(x) =
sup fn(X) − inf fn(X) → 0 ïðè n → ∞, à
lim

n→∞
fn(x) = +∞ äëÿ êîæíîãî x ∈ X i

F (x) = {fn(x) : n ∈ N} äëÿ êîæíîãî x ∈ X.
Òîäi

(i) F : X → R ¹ çàìêíåíîçíà÷íèì i H-
íåïåðåðâíèì,

(ii) F íå ¹ íåïåðåðâíèì çâåðõó â æîäíié
òî÷öi x ∈ X;

(iii) F ¹ ïîòî÷êîâîþ H-ãðàíèöåþ äåÿêî¨
ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ i H-íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü Fn: X → R.

Äîâåäåííÿ. ßê i â òåîðåìi 4, çàìêíå-
íiñòü ìíîæèí F (x) ëåãêî âèïëèâà¹ ç óìî-
âè lim

n→∞
fn(x) = +∞. Îäíîñòàéíó íåïåðåðâ-

íiñòü ïîñëiäîâíîñòi (fn : n ∈ N) ìîæíà âè-
âåñòè ç óìîâè ωn → 0 i íåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöié fn. Òîìó ç òåîðåìè 3 âèïëèâà¹, ùî F
¹ H-íåïåðåðâíèì. Òå, ùî F íå ¹ íåïåðåðâ-
íèì çâåðõó â æîäíié òî÷öi x ç X âèïëèâà¹ ç
òåîðåìè 4.

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè (iii). Íåõàé a � ôi-
êñîâàíà òî÷êà ç X i bn = fn(a) äëÿ êîæíîãî
n. Äëÿ x ∈ X i n ∈ N ïîêëàäåìî

Fn(x) = {f1(x), . . . , fn(x), bn+1, bn+2, . . . }.
Íåïåðåðâíiñòü i H-íåïåðåðâíiñòü Fn âè-

ïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié fn. Ïîêà-
æåìî, ùî h(Fn(x), F (x)) → 0 ïðè n → ∞
äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Íåõàé x ∈ X i ε > 0.
Îñêiëüêè ωn → 0 ïðè n → ∞, òî iñíó¹ òà-
êèé íîìåð N , ùî ωn < ε, ÿê òiëüêè n ≥ N .
Òîäi |fn(x) − bn| = |fn(x) − fn(x0)| ≤ ωn < ε
ïðè n ≥ N . Òîäi ïðè n ≥ N áóäåìî ìàòè
Fn(x) ⊆ Vε(F (x)) i F (x) ⊆ Vε(Fn(x)). Â òàêî-
ìó ðàçi h(Fn(x), F (x)) ≤ ε ïðè n ≥ N , îòæå,
h(Fn(x), F (x)) → 0 ïðè n →∞.

Ïðèêëàä 7. Íåõàé X = R, fn(x) =

n + 1
n

sin nx, gn(x) = n + 1
n
e−x2 . Çà òåîðåìîþ

6 âiäîáðàæåííÿ F (x) = {fn(x) : n ∈ N} i
G(x) = {gn(x) : n ∈ N} ¹ çàìêíåíîçíà÷íèìè
âiäîáðàæåííÿìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè
(i) � (iii) òåîðåìè 6.

6. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i
P(Y ) � ñèñòåìà âñiõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
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Y . Äëÿ äîâiëüíî¨ ñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi
V0, V1, ..., Vn âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí ïðîñòîðó
Y ïîêëàäåìî

〈V0; V1, ..., Vn〉 = {E ∈ P(Y ) : E ⊆ V0 i

E ∩ Vk 6= Ø äëÿ êîæíîãî k = 1, ..., n}.
Ñèñòåìà ìíîæèí 〈V0; V1, ..., Vn〉 ¹ áàçîþ äå-
ÿêî¨ òîïîëîãi¨ TV íà P(Y ), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ
òîïîëîãi¹þ Âiòîðiñà [1, ñ.11]. Î÷åâèäíî, ùî
ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → Y áóäå
íåïåðåðâíèì â òî÷öi x0 ∈ X òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè âîíî áóäå íåïåðåðâíèì ÿê îäíîçíà-
÷íå âiäîáðàæåííÿ F : X → (P(Y ), TV ). Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, ïîäiáíi äî òèõ,
ùî çàñòîñîâóâàëèñÿ â äîâåäåííi òâåðäæåíü 3
i 4 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîìïàêòíî¨ ìíî-
æèíè K0 ñèñòåìè âñiõ ¨¨ îêîëiâ ó òîïîëîãi¨
Âiòîðiñà íà ïðîñòîði F(Y ) âñiõ íåïîðîæíiõ
çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí Y , çáiãà¹òüñÿ ç ñèñòå-
ìîþ âñiõ îêîëiâ ìíîæèíè K0 ó ìåòðè÷íîìó
ïðîñòîði (F(Y ), h). Öå ïðîÿñíÿ¹ òâåðäæåííÿ
3 i 4. ßêùî çàìiñòü êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè K0

âçÿòè äîâiëüíó çàìêíåíó ìíîæèíó E0 , òî
öå âæå íå òàê, ïðè÷îìó äëÿ Y = R i E0 = N
ìîæíà íàâåñòè ïðèêëàäè ìíîæèí, ÿêi ¹ îêî-
ëàìè òî÷êè E0 ó òîïîëîãi¨ Âiòîðiñà, àëå íå ¹
îêîëàìè òî÷êè E0 ó òîïîëîãi¨ Ãàóñäîðôà TH ,
ùî ïîðîäæó¹òüñÿ ìåòðèêîþ h, i íàâïàêè.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ i òàêå ïèòàííÿ:
÷è iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ çàìêíå-
íîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü Fn : X → Y , ÿêà
ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ â òîïîëîãi¨ Âiòîðiñà äî
äåÿêîãî ñêðiçü ðîçðèâíîãî çàìêíåíîçíà÷íî-
ãî âiäîáðàæåííÿ F : X → Y ? Ïîêàæåìî,
ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ïîçèòèâíà.

Ñïî÷àòêó çðîáèìî îäíå ïðîñòå ñïîñòåðå-
æåííÿ.

Ëåìà 3. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, (En)∞n=1 � çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
ïiäìíîæèí En ïðîñòîðó Y i E =

∞⋃
n=1

En.
Òîäi En → E ïðè n → ∞ â òîïîëîãi¨
Âiòîðiñà TV íà P(Y ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V = 〈V0; V1, ..., Vm〉 �
äîâiëüíèé áàçèñíèé îêië òî÷êè E â òîïîëîãi¨
Âiòîðiñà. Íàì ïîòðiáíî çíàéòè òàêèé íîìåð
N , ùî En ∈ V ïðè n > N . Îñêiëüêè Vi∩E 6=

Ø ïðè i = 1, ..., m, òî äëÿ êîæíîãî i = 1, ..., m
iñíó¹ íîìåð ni, òàêèé, ùî Vi ∩ Eni

6= Ø.
Ïîêëàäåìî N = max{n1, ..., nm}. ßêùî

n > N , òî n > ni, à çíà÷èòü, En ⊇
Eni

äëÿ êîæíîãî i = 1, ..., m. Òîìó
En ∩ Vi ⊇ Eni

∩ Vi 6= Ø ïðè n > N i i =
1, ..., m. Êðiì òîãî En ⊆ E ⊆ V0, äëÿ âñiõ
n. Òîìó En ∈ V ïðè n > N .

Òåîðåìà 7.Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi, (fn :
n ∈ N) � îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà ïîñëiäîâ-
íiñòü ôóíêöié fn: X → R, ÿêi íå ¹ ëîêàëü-
íî ñòàëèìè â æîäíié òî÷öi x ∈ X, òàêà,
ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X lim

n→∞
fn(x) = +∞ i

fn(x) < fn+1(x) äëÿ êîæíîãî n ∈ N, Fn(x) =
{fk(x) : k = 1, ..., n} i F (x) = {fn(x) : n ∈ N}
äëÿ x ∈ X. Òîäi âiäîáðàæåííÿ Fn íåïåðåðâíi
i ïîòî÷êîâî çáiãàþòüñÿ â òîïîëîãi¨ Âiòî-
ðiñà äî çàìêíåíîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F ,
ÿêå ¹ H-íåïåðåðâíèì i ñêðiçü ðîçðèâíèì íà
X.

Äîâåäåííÿ íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4
i ëåìè 3.

ßâíèé ïðèêëàä äàþòü âiäîáðàæåííÿ
fn(x) = x + n ç ïðèêëàäó 6.
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