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ПРО РIВНЯННЯ НАНДАКУМАРА-КАННАПАНА

Описано всi пари лiнiйних функцiоналiв на деяких просторах аналiтичних функцiй, якi
задовольняють рiвняння Нандакумара-Каннапана.

All pairs of linear functionals on some spaces of analytic functions which satisfy Nandakumar-
Kannappan’s equation are described.

Нехай G – довiльна область комплексної
площини i H(G) – простiр усiх аналiтичних
в G функцiй, надiлений топологiєю компа-
ктної збiжностi. В [1] Л.А. Рубел, узагаль-
нюючи формулу для диференцiювання до-
бутку двох функцiй, поставив i розв’язав за-
дачу про знаходження всiх пар лiнiйних не-
перервних функцiоналiв L та M на просторi
H(G), якi задовольняють спiввiдношення

L(fg) = L(f)M(g) + L(g)M(f)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G). Пiзнiше Н.Р. Нандакумар в [2] та Л.
Зальцман в [3] рiзними способами розв’яза-
ли задачу Рубела в класi лiнiйних функцiо-
налiв, якi дiють у просторi H(G). В [4] опи-
сано всi пари лiнiйних неперервних операто-
рiв, якi дiють у просторi H(G) i задовольня-
ють спiввiдношення, яке є операторним ана-
логом класичного рiвняння Рубела.

В [5] Н.Р. Нандакумар поставив задачу
про знаходження всiх пар лiнiйних функцiо-
налiв L та M на просторi H(G), якi задо-
вольняють спiввiдношення

L(fg) = L(f)L(g) + M(g)M(f)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G). Пiзнiше в [6] Н.Р. Нандакумар та П.
Каннаппан повнiстю розв’язали задачу про
опис в класi лiнiйних функцiоналiв на про-
сторi H(G) розв’язкiв рiвняння

L(fg) = L(f)L(g)−M(f)M(g). (1)

Подальшi дослiдження стосовно опису пар
лiнiйних функцiоналiв на просторiH(G), якi

задовольняють подiбнi спiввiдношення, роз-
глянутi у монографiї П. Каннаппана [7].

В роботi [8] описано всi пари лiнiйних не-
перервних операторiв, якi дiють у просто-
рi H(G) для випадку довiльної однозв’язної
областi G i задовольняють операторний ана-
лог рiвняння Нандакумара-Каннапана

(A(fg))(z) = (Af)(z)(Ag)(z)−(Bg)(z)(Bf)(z)

для довiльних функцiй f та g з простору
H(G) при z ∈ G.

В цiй статтi дослiджено рiвняння (1) в
класi лiнiйних функцiоналiв на просторах
аналiтичних функцiй, якi є пiдпросторами
просторiв аналiтичних на довiльних мно-
жинах функцiй. Цi простори охоплюють
бiльшiсть класичних просторiв аналiтичних
функцiй.

Нехай F – довiльна множина компле-
ксних чисел. Через H позначимо векторний
простiр, який складається з аналiтичних на
множинi F функцiй i володiє наступними
властивостями:

1◦) 1 ∈ H, zH ⊆ H;
2◦) для довiльної функцiї f ∈ H i довiль-

ної точки z0 ∈ F функцiя

g(z) =

{
f(z)−f(z0)

z−z0
при z 6= z0,

f ′(z0) при z = z0.
(2)

належить до простору H;
3◦) для довiльної точки z1 6∈ F функцiя

f(z) = 1
z−z1

належить до простору H;
4◦) добуток будь-яких двох функцiй з

простору H належить H.
Наведемо спочатку допомiжне тверджен-

ня.
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Лема. Для того, щоб для ненульового
лiнiйного на просторi H функцiонала L ви-
конувалося спiввiдношення

L(zf(z)) = L(z)L(f(z)) (3)

для довiльної функцiї f ∈ H, необхiдно i
достатньо, щоб L(f) = f(z0), де z0 ∈ F ,
або L(f) = Cf(0) у випадку 0 ∈ G, де
C ∈ C \ {0}.

Доведення. Припустимо, що для лiнiй-
ного на просторi H функцiонала L викону-
ється рiвнiсть (3). Покладаючи в нiй f(z) =
1, одержимо, що L(1) = 1, або L(z) = 0.

У випадку L(1) = 1 позначимо L(z) = z0.
Використовуючи (3), одержимо, що для до-
вiльної функцiї f ∈ H виконується рiвнiсть

L((z − z0) f(z)) = 0. (4)

Якщо z0 6∈ F , то f(z)
z−z0

∈ H i з (4) випливає,
що для довiльної функцiї f ∈ H виконується
рiвнiсть

L(f(z)) = L

(
(z − z0)

f(z)

z − z0

)
= 0,

тобто L = 0. Якщо ж z0 ∈ F , то f(z) =
(z−z0)g(z)+f(z0), де g(z) визначається фор-
мулою (2). Використовуючи знову (4), одер-
жимо, що L(f) = f(z0).

У випадку L(z) = 0 та 0 6∈ F маємо, що
для довiльної функцiї f ∈ H:

L(f(z)) = L

(
z
f(z)

z

)
= 0,

тобто L = 0. Якщо ж 0 ∈ F , то зобра-
жаючи довiльну функцiю f ∈ H у вигля-
дi f(z) = zg(z) + f(0), де g(z) визначається
формулою (2) для z0 = 0 i використовуючи
рiвнiсть (3), одержимо, що L(f) = Cf(0), де
C = L(1). Необхiднiсть умов леми доведено,
а їх достатнiсть встановлюється безпосере-
дньою перевiркою.

Використовуючи лему, одержуємо опис
мультиплiкативних функцiоналiв на просто-
рi H.

Наслiдок. Для того, щоб для ненульо-
вого лiнiйного на просторi H функцiонала
L виконувалося спiввiдношення

L(fg) = L(f)L(g)

для довiльних функцiї f, g ∈ H, необхiдно i
достатньо, щоб L(f) = f(z0), де z0 ∈ F .

Припустимо, що пара лiнiйних функцiо-
налiв L та M на H задовольняє спiввiдноше-
ння (1) для довiльних функцiй f та g з H.
Пiдставляючи в (1) g = 1, отримуємо, що

L(f)(L(1)− 1) = M(f)M(1). (5)

для довiльної функцiї f ∈ H.
Розглянемо далi можливi випадки.
I) Нехай M(1) 6= 0. Тодi з (5) випливає,

що M(f) = CL(f), де C = L(1)−1
M(1)

. Врахову-
ючи (1) одержимо, що

L(fg) = (1− C2)L(f)L(g) (6)

для довiльних функцiй f та g з H. Якщо
1 − C2 6= 0, то з (6) випливає, що функцiо-
нал (1−C2)L є мультиплiкативним функцiо-
налом на H. Використовуючи опис мульти-
плiкативних функцiоналiв на просторi H ми
отримуємо, що або L = 0, або iснує точка
z0 ∈ F така, що L(f) = 1

1−C2 f(z0). Якщо
L = 0, то з (1) одержуємо, що M = 0. В
iншому випадку, маємо, що пара функцiо-
налiв L та M визначається наступним чи-
ном: L(f) = 1

1−C2 f(z0), M(f) = C
1−C2 f(z0),

де C ∈ C, причому C 6= ±1.
Якщо C = ±1, то з (6) та (5) одержуємо,

що L = M = 0.
Якщо L = 0, то з (1) випливає, що M =

0. Тому, надалi вважатимемо, що для пари
функцiоналiв L, M , яка задовольняє спiв-
вiдношення (1), функцiонал L є ненульовим.

II) Нехай M(1) = 0, тодi, оскiльки L 6=
0, то з (5) випливає, що L(1) = 1. Якщо
M(z) = 0, то, використовуючи (1) та лему,
одержимо, що M = 0 i iснує точка z0 ∈ F
така, що L(f) = f(z0). Надалi вважатиме-
мо, що M(z) 6= 0.

Оскiльки L(1) = 1, M(1) = 0 i M(z) 6= 0,
то iснує єдиний многочлен другого степеня
виду p(z) = z2+bz+c, який є нулем кожного
з функцiоналiв L та M .

Нехай D – дискримiнант квадратного
тричлена p(z). Далi розглянемо два можливi
випадки.

1) Нехай D 6= 0. Тодi p(z) має два рiзнi
коренi z1, z2. Таким чином, для деяких рi-
зних комплексних чисел z1 i z2 виконуються
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рiвностi

L((z − z1)(z − z2)) = M((z − z1)(z − z2)) = 0.

Розглянемо далi можливi випадки.
а) Нехай z1 6∈ F, z2 6∈ F . Для довiль-

ної функцiї f(z) з простору H функцiя
f(z)

(z−z1)(z−z2)
належить до простору H i, вико-

ристовуючи (1), одержимо, що L(f) = 0 для
довiльної функцiї f з H. А це суперечить
тому, що функцiонал L є ненульовим.

б) Нехай z1 ∈ F , а z2 6∈ F . Використо-
вуючи властивiсть 2◦) простору H, довiльну
функцiю f з цього простору зобразимо у ви-
глядi f(z) = (z − z1)g1(z) + f(z1), де g1(z) –
деяка функцiя з простору H. Тодi зi спiв-
вiдношення (1) одержимо, що L(f) = f(z1),
M = 0.

в) Нехай z2 ∈ F , а z1 6∈ F . Аналогiчно,
як i в попередньому випадку, отримаємо, що
L(f) = f(z2), M = 0.

г) Нехай z1 ∈ F , z2 ∈ F . Використовую-
чи двiчi властивiсть 2◦) простору H, довiль-
ну функцiю f з цього простору зобразимо у
виглядi

f(z) = (z − z1)(z − z2)g2(z)+

+
f(z1)− f(z2)

z1 − z2

z +
z1f(z2)− z2f(z1)

z1 − z2

,

де g2(z) – деяка функцiя з простору H.
Користуючись цим зображенням та спiв-

вiдношенням (1), одержимо, що

L(f) = Af(z1) + (1− A)f(z2), (7)

де A = L(z)−z2

z1−z2
.

Покладаючи в (1) g(z) = z, отримаємо,
що для довiльної функцiї f ∈ H

M(z)M(f) = (A2−A)(z1− z2)(f(z1)−f(z2)).

Оскiльки M(z) 6= 0, то звiдси випливає, що

M(f) = B(f(z1)− f(z2)), (8)

де B = (A2−A)(z1−z2)
M(z)

.
Використовуючи (7) i (8) одержимо, що

спiввiдношення (1) рiвносильне виконанню
рiвностi

(A−A2 +B2)(f(z1)−f(z2))(g(z1)−g(z2)) = 0

для довiльних функцiй f та g з простору H.
Покладаючи в цiй рiвностi f(z) = g(z) = z,
отримуємо, що

A− A2 + B2 = 0. (9)

Таким чином, у цьому випадку одержуємо
пару функцiоналiв L та M , якi визначаю-
ться формулами (7) i (8), де A та B – де-
якi комплекснi числа, для яких виконується
спiввiдношення (9).

2) Нехай D = 0. Тодi p(z) = (z − z0)
2, де

z0 – деяке комплексне число. Таким чином,
в цьому випадку

L((z − z0)
2) = M((z − z0)

2) = 0.

Покажемо, що точка z0 належить множинi
F . Якби z0 6∈ F , то для довiльної функцiї
f ∈ H функцiя f(z)

(z−z0)2
також належала б

простору H. Використовуючи (1) ми одер-
жали б, що L = 0, а це не так. Отже, z0 ∈ F .

Вiзьмемо довiльну функцiю f ∈ H i зо-
бразимо її у виглядi f(z) = (z − z0)g(z) +
f(z0), де g(z) – визначається формулою (2).
Подамо функцiю g(z) у виглядi g(z) = (z −
z0)g1(z) + f ′(z0), де g1 ∈ H. З цих рiвностей
випливає, що

f(z) = (z−z0)
2g1(z)+f ′(z0)z+f(z0)−z0f

′(z0).

Користуючись спiввiдношенням (1) одержи-
мо, що для довiльної функцiї f з простору
H

L(f) = f(z0) + Af ′(z0), (10)

де A = L(z)− z0. Пiдставляючи в (1) g(z) =
z, одержимо, що для довiльної функцiї f з
простору H виконується рiвнiсть

M(f) = Bf ′(z0), (11)

де B = A2

M(z)
. Оскiльки M(z) = B, то B2 =

A2 i ми отримуємо ще двi пари функцiона-
лiв:

L(f) = f(z1) + Af ′(z1), M(f) = Af ′(z1);

L(f) = f(z1) + Af ′(z1), M(f) = −Af ′(z1),

де A – деяке комплексне число.
Резюмуючи всi розглянутi випадки, одер-

жуємо, що є правильними необхiднi умови
наступної теореми.
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Теорема. Для того, щоб функцiонали L
та M були лiнiйними на просторi H i задо-
вольняли спiввiдношення (1), необхiдно i до-
статньо, щоб пара цих функцiоналiв визна-
чалася однiєю з наступних чотирьох умов:

1) L = 0, M = 0;
2) L(f) = 1

1−C2 f(z0), M(f) = C
1−C2 f(z0),

де z0 ∈ F , C ∈ C \ {1,−1};
3) L(f) = Af(z1) + (1 − A)f(z2), M(f) =

B(f(z1) − f(z2)), де z1, z2 ∈ F , A та B –
довiльнi комплекснi числа, для яких A−A2+
B2 = 0;

4) L(f) = f(z0) + Af ′(z0), M(f) =
ωAf ′(z0), де z0 ∈ F , A ∈ C, ω2 = 1.

Достатнiсть умов теореми перевiряє-
ться безпосереднiм обчисленням.

Зауваження. Рiвняння

L(fg) = L(f)L(g) + M(f)M(g)

замiною M1 = iM , зводиться до рiвняння
виду (1) для функцiоналiв L та M1.

Якщо G – довiльна область комплексної
площини, то для простору H(G) аналiти-
чних в областi G функцiй умови 1◦) − 4◦)
виконуються. Таким чином, ми отримує-
мо iнше розв’язання задачi Нандакумара-
Каннапана. Зазначимо, що метод розв’яза-
ння цiєї задачi для абстрактного простору
H, який запропонований в данiй роботi, вiд-
рiзняється вiд наведеного в [6] для простору
H(G), i є значно простiшим. Iншим прикла-
дом просторiв аналiтичних функцiй, якi за-
довольняють умови 1◦)−4◦), є простiр H(G)
функцiй, аналiтичних на замкненiй областi
G, де G – довiльна область комплексної пло-
щини [9].

Якщо F = C, то умова 3◦) для вiдповiд-
ного простору H виконується автоматично.
Тому твердження теореми є правильним для
випадку, коли H збiгається з простором усiх
многочленiв над полем комплексних чисел,
а також у випадку, коли H є одним з насту-
пних пiдпросторiв простору цiлих функцiй:
[ρ,∞) або [ρ, 0] [10].
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