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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à
Äîâåäåíî, ùî â ðåçóëüòàòàõ Â.Â. Ìèõàéëþêà [4], Äæ. Õðèñòåíñåíà [5], òà À. Áóçiàäà [6]

ìåòðèçîâíèé ïðîñòið çíà÷åíü ìîæíà çàìiíèòè íà ãàóñäîðôîâîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé àáî
ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

It is proved that a metrizable space Z in the results of V.V. Mykhaylyuk [4], J.P.R. Christensen
[5] and A. Bouziad [6] can be replaced by a Hausdor� strongly σ-metrizable or super-σ-metrizable
one.

1. Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòî-
ðè. Ñèìâîëîì CC(X × Y, Z) ìè ïîçíà÷à¹-
ìî ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü f : X × Y → Z, à ñèìâîëîì
KC(X × Y, Z) � âiäïîâiäíî ñóêóïíiñòü âiä-
îáðàæåíü, ÿêi ¹ êâàçiíåïåðåðâíèìè âiäíîñíî
ïåðøî¨ çìiííî¨ i íåïåðåðâíèìè âiäíîñíî äðó-
ãî¨. Êîðîòøå íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæå-
ííÿ íàçèâàþòü CC-ôóíêöiÿìè, à âiäîáðàæå-
ííÿ ç êëàñó KC(X×Y, Z) � KC-ôóíêöiÿìè.

Âïðîäîâæ ÕÕ ñòîëiòòÿ ðiçíèìè ìàòåìà-
òèêàìè ïðîâîäèëèñü äîñëiäæåííÿ âåëè÷èíè
ìíîæèíè C(f) òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíî-
ñòi íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f òà ¨õ
àíàëîãiâ çi çíà÷åííÿìè â ìåòðèçîâíèõ ïðî-
ñòîðàõ. Â ðåçóëüòàòi öèõ äîñëiäæåíü ç'ÿâè-
ëèñü íîâi ïîíÿòòÿ, ÿêi ïåâíèì ÷èíîì õàðà-
êòåðèçóþòü ìíîæèíó C(f) äàíîãî âiäîáðà-
æåííÿ. Çîêðåìà, êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ
f : X×Y → Z ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè [1],
ÿêùî ìíîæèíà CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆
C(f)} ìiñòèòü âñþäè ùiëüíó â X ìíîæèíó
òèïó Gδ. Âiäîáðàæåííÿ f ìà¹ âëàñòèâiñòü
Ãàíà [2], ÿêùî ìíîæèíà CY (f) ¹ çàëèøêî-
âîþ â X. ×åðåç N(X × Y, Z) /H(X × Y, Z)/
ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóïíiñòü âiäîáðàæåíü f :
X × Y → Z, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü Íàìiîêè
/âëàñòèâiñòü Ãàíà/.

Ïðè äîñëiäæåííi ìíîæèíè C(f) íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü òà ¨õ àíàëîãiâ çi
çíà÷åííÿìè â ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ ç'ÿâè-

ëèñü ðiçíi êëàñè ïðîñòîðiâ, â ÿêèõ äàíi âiä-
îáðàæåííÿ ìàþòü âëàñòèâiñòü Íàìiîêè ÷è
âëàñòèâiñòü Ãàíà. Òàêèìè ¹, íàïðèêëàä, íà-
ìiîêîâi, êîíàìiîêîâi ïðîñòîðè òà ïðîñòîðè
Êåìïiñòîãî. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà-
¹òüñÿ íàìiîêîâèì [1,3], ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
êîìïàêòà Y êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ CC(X ×
Y,R) ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè. Òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ êîíàìiîêîâèì
[1,2], ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî áåðiâñüêîãî ïðî-
ñòîðó X êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ CC(X × Y,R)
ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è
òåîðåìó Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ, ìîæíà äî-
âåñòè [2], ùî ïðîñòið Y áóäå êîíàìiîêîâèì
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X êîæíà ôóíêöiÿ f ∈
CC(X × Y,R) ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãàíà. Òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì
Êåìïiñòîãî [2,4], ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X êîæíå âiäîáðàæåí-
íÿ f ∈ KC(X × Y,R) ìà¹ âëàñòèâiñòü Ãà-
íà. ßê i äëÿ êîíàìiîêîâèõ ïðîñòîðiâ, öÿ
óìîâà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî äëÿ äîâiëüíî-
ãî áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X êîæíà ôóíêöiÿ
f ∈ KC(X × Y,R) ìà¹ âëàñòèâiñòü Íàìiîêè.

Ðiçíèìè àâòîðàìè â ðiçíi ðîêè áóëî äî-
âåäåíî, ùî â îçíà÷åííÿõ íàìiîêîâèõ, êîíà-
ìiîêîâèõ ïðîñòîðiâ òà ïðîñòîðiâ Êåìïiñòîãî
ìîæíà ÷èñëîâó ïðÿìó çàìiíèòè íà äîâiëü-
íèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið Z. À ñàìå, áóëè
âñòàíîâëåíi íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:
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Òåîðåìà A [5]. Íåõàé X � íàìiîêîâèé
ïðîñòið, Y � êîìïàêò i Z � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið. Òîäi CC(X × Y, Z) ⊆ N(X × Y, Z).

Òåîðåìà B [6]. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, Y � êîíàìiîêîâèé êîìïàêò i Z �
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi CC(X×Y, Z) ⊆
N(X × Y, Z).

Òåîðåìà Ñ [4]. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, Y � êîìïàêò Êåìïiñòîãî i Z � ìå-
òðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi KC(X × Y, Z) ⊆
N(X × Y, Z).

Â ñåði¨ ïðàöü Â.Ê. Ìàñëþ÷åíêà, ïiäñóìî-
âàíèõ ó [2], áóëî îòðèìàíî ðÿä òåîðåì ïðî
ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü i KC-ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â
ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ. Öi ðåçóëü-
òàòè áóëè ðîçâèíóòi â [7,8]. Òóò ìè, ðîçâèâà-
þ÷è ìåòîäè öèõ ðîáiò, ïîêàæåìî, ùî óìîâó
ìåòðèçîâíîñòi ïðîñòîðó Z ó âèùåíàâåäåíèõ
ðåçóëüòàòàõ ìîæíà çàìiíèòè íà òàêó: Z � ãà-
óñäîðôîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

2. Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z
íàçèâà¹òüñÿ σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî âií ïîäà-
¹òüñÿ ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëi-
äîâíîñòi ñâî¨õ çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ Zm. Ïîñëiäîâíiñòü ïiäïðîñòîðiâ
Zm, ÿêà ôiãóðó¹ â öüîìó îçíà÷åííi, íàçè-
âà¹òüñÿ âè÷åðïóâàííÿì ïðîñòîðó Z. ßêùî
Z ìà¹ òàêå âè÷åðïóâàííÿ (Zm)∞m=1, ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ çáiæíî¨ â Z ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê
zk iñíó¹ íîìåð m, äëÿ ÿêîãî {zk : k ∈
N} ⊆ Zm, òî êàæóòü, ùî Z � ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Â [9] áóëî ââåäåíå
ïîíÿòòÿ ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó. À
ñàìå, òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z íàçèâà¹òüñÿ
ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî Z ìà¹ òàêå âè-
÷åðïóâàííÿ (Zm)∞m=1, ùî êîæíà êîìïàêòíà â
Z ìíîæèíà ëåæèòü ó äåÿêîìó äîãðàíè÷íî-
ìó ïðîñòîði Zm.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Êîæåí σ-
ìåòðèçîâíèé êîìïàêò ¹ ìåòðèçîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Z � σ-ìåòðèçîâíèé
êîìïàêò ç âè÷åðïóâàííÿì (Zm)∞m=1. Îñêiëü-
êè äëÿ êîæíîãî íîìåðà m ïðîñòið Zm ¹ ìå-
òðèçîâíèì êîìïàêòîì, òî çà òåîðåìîþ ïðî
óíiâåðñàëüíiñòü òèõîíîâñüêèõ êóáiâ [10, ñ.
137] iñíóþòü ãîìåîìîðôíi âêëàäåííÿ gm :
Zm → [0, 1]N, äå gm(z) = (gm,n(z))∞n=1 äëÿ

z ∈ Zm.
Êîìïàêò Z ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì. Òî-

ìó çà òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [10, ñ.116] êî-
æíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ gm,n : Zm → [0, 1]
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
fm,n : Z → [0, 1]. Ïîäâiéíó ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié fm,n ìîæíà, î÷åâèäíî, ïåðåíóìå-
ðóâàòè ó çâè÷àéíó ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1,
ïðè÷îìó öÿ ïîñëiäîâíiñòü ðîçäiëÿ¹ òî÷êè
iç Z. Ñïiâñòàâèâøè òî÷öi z ∈ Z íàáið
(f1(z), f2(z), . . . , fk(z), . . . ) ∈ [0, 1]N, ìè îòðè-
ìó¹ìî ií'¹êòèâíå i íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ
f : Z → [0, 1]N, ÿêå ¹ ãîìåîìîðôíèì âêëàäå-
ííÿì, îñêiëüêè Z � êîìïàêò [10, ñ.199]. Òà-
êèì ÷èíîì, Z i f(Z) � öå ãîìåîìîðôíi êîì-
ïàêòè. Àëå, ïðîñòið [0, 1]N ìåòðèçîâíèé, îò-
æå, òàêèìè æ áóäóòü i f(Z) òà Z. Òàêèì ÷è-
íîì, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.¤

Òâåðäæåííÿ 2.2. Çàìêíåíèé ïiäïðî-
ñòið /ñèëüíî/ σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó ¹
/ñèëüíî/ σ-ìåòðèçîâíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Z � äàíèé ñèëü-
íî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç âè÷åðïóâàííÿì
(Zm)∞m=1 i L � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið Z. Ïî-
êëàäåìî Lm = L ∩ Zm äëÿ êîæíîãî íîìåðà
m. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè Lm çàìêíåíi â
Z, à çíà÷èòü, Lm � çàìêíåíi â L. Ëåãêî áà-
÷èòè, ùî L =

∞⋃
m=1

Lm. Êðiì òîãî, êîæíà çái-
æíà â L ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ i â Z, à,
îòæå, ëåæèòü â äåÿêîìó äîãðàíè÷íîìó ïðî-
ñòîði Zm. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî êîæíà çáiæíà
â L ïîñëiäîâíiñòü ëåæèòü ó äîãðàíè÷íîìó
ïðîñòîði Lm. Òàêèì ÷èíîì, L � ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

Äëÿ âèïàäêó σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó
âèêîðèñòîâó¹ìî àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ.¤

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé Z � ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið ç âè-
÷åðïóâàííÿì (Zm)∞m=1 i K � êîìïàêòíà
ìíîæèíà â Z. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð m,
ùî K ⊆ Zm.

Äîâåäåííÿ. Êîìïàêòíà ìíîæèíà K ¹
çàìêíåíîþ â ïðîñòîði Z. Çà òâåðäæåííÿì
2.2 ìíîæèíà K ¹ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì ïðî-
ñòîðîì. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ïðîñòið Z � ãà-
óñäîðôîâèé, à K � éîãî êîìïàêòíà ïiäìíî-
æèíà, òî K � êîìïàêò. Òîäi çà òâåðäæåííÿì
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2.1 êîìïàêò K ¹ ìåòðèçîâíèì.
Ïîêàæåìî, ùî K ⊆ Zm äëÿ äåÿêîãî íî-

ìåðà m. Íåõàé öå íå òàê. Òîäi äëÿ êîæíîãî
m ∈ N iñíó¹ òî÷êà zm ∈ K \Zm. Îñêiëüêè K
� ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, òî ç ïîñëiäîâíîñòi
éîãî òî÷îê (zm)∞m=1 ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó
â K ïiäïîñëiäîâíiñòü (zmj

)∞j=1. Öÿ ïîñëiäîâ-
íiñòü âñÿ ëåæèòü â äåÿêîìó äîãðàíè÷íîìó
ïðîñòîði Zm. Àëå mj ≥ m äëÿ âåëèêèõ íî-
ìåðiâ j i çà ïîáóäîâîþ zmj

6∈ Zmj
⊇ Zm äëÿ

mj ≥ m. Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü ïîêàçó¹, ùî
K ñïðàâäi ëåæèòü ó äåÿêîìó äîãðàíè÷íîìó
ïðîñòîði Zm.¤

Ç òâåðäæåííÿ 2.3 íåãàéíî âèïëèâà¹ íà-
ñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 2.4. Êîæåí ãàóñäîðôîâèé
ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ¹ ñóïåð-σ-
ìåòðèçîâíèì.

3. Çàðàç ìè âñòàíîâèìî îäíó âëàñòèâiñòü
âiäîáðàæåíü, íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî äðóãî¨
çìiííî¨, çi çíà÷åííÿìè â ãàóñäîðôîâèõ ñèëü-
íî σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, Z
� ãàóñäîðôîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið ç âè÷åðïóâàííÿì (Zm)∞m=1, f : X×Y →
Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå íåïåðåðâíå âiäíîñíî
äðóãî¨ çìiííî¨, i

Am = {x ∈ X : fx(Y ) ⊆ Zm}

äëÿ êîæíîãî íîìåðà m. Òîäi:
(i)

∞⋃
m=1

Am = X;

(ii) ÿêùî f äî òîãî æ ¹ íåïåðåðâíèì
i âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ (òîáòî f ∈
CC(X × Y, Z)), òî ìíîæèíè Am ¹ çàìêíå-
íèìè â X.

Äîâåäåííÿ. (i). Ïîêàæåìî, ùî
∞⋃

m=1

Am =

X. Âêëþ÷åííÿ
∞⋃

m=1

Am ⊆ X î÷åâèäíå. Âñòà-
íîâèìî îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ. Íåõàé x ∈
X. Ìíîæèíà fx(Y ) ¹ êîìïàêòíîþ â Z ÿê
îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè Y ïðè íåïåðåðâ-
íîìó âiäîáðàæåííi fx : Y → Z. Òîäi çà
òâåðäæåííÿì 2.3 iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî
fx(Y ) ⊆ Zm. Îòæå, x ∈ Am, i âêëþ÷åííÿ

X ⊆ Am âñòàíîâëåíî. Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâ-
äi,

∞⋃
m=1

Am = X.
(ii). Íåõàé f ∈ CC(X×Y, Z) i m ∈ N. Ëåã-

êî áà÷èòè, ùî Am =
⋂

y∈Y

f−1
y (Zm). Ìíîæèíà

f−1
y (Zm) ¹ çàìêíåíîþ â X ÿê ïðîîáðàç çà-
ìêíåíî¨ ìíîæèíè Zm ïðè íåïåðåðâíîìó âiä-
îáðàæåííi fy : X → Z. Òàêèì ÷èíîì, ìíî-
æèíà Am ¹ çàìêíåíîþ â X ÿê ïåðåòèí çà-
ìêíåíèõ â X ìíîæèí f−1

y (Zm). ¤
4. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ âëàñòèâîñòi Ãàíà â

îñíîâíèõ òåîðåìàõ íàì áóäå ïîòðiáåí íàñòó-
ïíèé ðåçóëüòàò.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé X, Y , Z � òî-
ïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X × Y → Z �
âiäîáðàæåííÿ, ìíîæèíè Um � âiäêðèòi â
X äëÿ êîæíîãî íîìåðà m, ìíîæèíà G =
∞⋃

m=1

Um � çàëèøêîâà â X, gm = f |Um×Y ,
ïðè÷îìó ìíîæèíà CY (gm) ¹ çàëèøêîâîþ â
Um äëÿ êîæíîãî íîìåðà m. Òîäi ìíîæèíà
CY (f) ¹ çàëèøêîâîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà
B = X \ CY (f) ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X. Ïî-
êëàäåìî F = X \G. Òîäi

B = (B∩F )∪(B∩G) = (B∩F )∪(
∞⋃

m=1

B∩Um).

Îñêiëüêè ìíîæèíè Um âiäêðèòi â X äëÿ êî-
æíîãî íîìåðà m, òî

CY (gm) = Um ∩ CY (f).

Òîìó Bm = B∩Um = Um \CY (gm), îòæå, Bm

� ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â Um (äëÿ êî-
æíîãî íîìåðà m), à çíà÷èòü, i â X (àäæå
ìíîæèíè CY (gm) çàëèøêîâi â Um). Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî

∞⋃
m=1

B∩Um =
∞⋃

m=1

Bm � ìíîæè-
íà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X ÿê îá'¹äíàííÿ òàêèõ
ìíîæèí. Äàëi, ìíîæèíà F � ïåðøî¨ êàòåãî-
ði¨ â X (îñêiëüêè G çàëèøêîâà â X). Òîìó
B ∩ F � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X. Òà-
êèì ÷èíîì, B � ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X (ÿê îá'¹äíàííÿ òàêèõ ìíîæèí), à çíà÷èòü,
CY (f) � çàëèøêîâà â X ìíîæèíà. ¤

5.Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíèé
ðåçóëüòàò ïðî ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâíîñòi
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íà âåðòèêàëÿõ âiäîáðàæåíü ç êëàñó CC(X×
Y,R)(äèâ., íàïðèêëàä, [2, �2.1]):

Òâåðäæåííÿ D. Íåõàé X � òîïîëî-
ãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið
i f ∈ CC(X × Y,R). Òîäi CY (f) ¹ Gδ-
ìíîæèíîþ â X.

Êðiì òîãî, íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí ðå-
çóëüòàò Ñàí-Ðåìî [3].

Òåîðåìà E. Êîæåí öiëêîì ðåãóëÿðíèé
íàìiîêîâèé ïðîñòið ¹ áåðiâñüêèì.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z i òî-
÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ïîêëàäåìî fx(y) =
fy(x) = f(p).

Òâåðäæåííÿ 5.1. Íåõàé X � öiëêîì ðå-
ãóëÿðíèé íàìiîêîâèé ïðîñòið i G � âiäêðè-
òèé ïiäïðîñòið X. Òîäi G ¹ íàìiîêîâèì
ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Y � êîìïàêò i g :
G×Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæå-
ííÿ. Íàì òðåáà äîâåñòè, ùî CY (g) ìiñòèòü
âñþäè ùiëüíó Gδ-ìíîæèíó â G. Àëå, çà òåî-
ðåìîþ D ìíîæèíà CY (g) ¹ òèïó Gδ â G. Òîìó
çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà CY (g) ¹
âñþäè ùiëüíîþ â G. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî âiä-
êðèòó íåïîðîæíþ â G ìíîæèíó H i ïîêàæå-
ìî, ùî

H ∩ CY (g) 6= Ø

Íåõàé x0 ∈ H. Îñêiëüêè X � ðåãóëÿð-
íèé ïðîñòið, òî â íüîìó iñíó¹ áàçà çàìêíå-
íèõ îêîëiâ òî÷êè x0. Òîìó iñíó¹ âiäêðèòèé â
X îêië U òî÷êè x0, òàêèé, ùî

x0 ∈ U ⊆ U ⊆ H ⊆ G.

Äàëi, ïðîñòið X ¹ öiëêîì ðåãóëÿðíèì, òî-
ìó iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ h : X →
[0, 1], ùî h(x0) = 1 i h(x) = 0 íà X \ U . Âè-
çíà÷èìî ôóíêöiþ

f(x, y) =

{
h(x)g(x, y), (x, y) ∈ G× Y,
0, (x, y) 6∈ G× Y

i ïîêàæåìî, ùî f ∈ CC(X × Y,R). Íåõàé
c = (a, b) 6∈ G × Y . Òîäi a 6∈ U , áî U ⊆ G i
a 6∈ G. Ìíîæèíà W = (X \ U)× Y ¹ âiäêðè-
òîþ â X×Y i f(x, y) = 0 íà W , àäæå h(x) = 0
íà X \U . Îñêiëüêè c ∈ W , òî f íåïåðåðâíà â
òî÷öi c íàâiòü çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, à çíà-
÷èòü, âîíà áóäå é íàðiçíî íåïåðåðâíîþ â öié

òî÷öi. Íåõàé òåïåð c = (a, b) ∈ G× Y . Ïåðå-
âiðèìî ñïî÷àòêó íåïåðåðâíiñòü ãîðèçîíòàëü-
íîãî ðîçðiçó fb : X → R â òî÷öi a. Î÷å-
âèäíî, ùî (fb|G)(x) = h(x)gb(x) äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ G. Òàêèì ÷èíîì, çâóæåííÿ fb|G ¹
íåïåðåðâíèì ÿê äîáóòîê íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié h|G i gb. Çîêðåìà, âîíî ¹ íåïåðåðâíèì
ó òî÷öi a. Îñêiëüêè ìíîæèíà G ¹ âiäêðè-
òîþ â X, òî ðîçðiç fb ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi
a. Òåïåð ïîêàæåìî, ùî âåðòèêàëüíèé ðîçðiç
fa : Y → R ¹ íåïåðåðâíèì ó òî÷öi b. Î÷å-
âèäíî, ùî ôóíêöiÿ fa(y) = ga(y)h(a) ¹ íå-
ïåðåðâíîþ ÿê äîáóòîê íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
ga(y) íà êîíñòàíòó h(a). Çîêðåìà, ðîçðiç fa ¹
íåïåðåðâíèì â òî÷öi b. Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâ-
äi f ∈ CC(X ×Y,R). Îñêiëüêè X � íàìiîêî-
âèé ïðîñòið, òî CY (f) ìiñòèòü âñþäè ùiëüíó
Gδ-ìíîæèíó â X, à çíà÷èòü, ìíîæèíà CY (f)
ñàìà ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X. Ââåäåìî â ðîç-
ãëÿä ìíîæèíó

U0 = {x ∈ X : h(x) > 0}.
Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà U0 âiäêðèòà i x0 ∈
U0 ⊆ U . Îñêiëüêè CY (f) = X, òî iñíó¹ òî÷êà
a ∈ U0 ∩ CY (f). Íà ìíîæèíi U0 × Y ìà¹ìî:
f(x, y) = h(x)g(x, y), ïðè÷îìó h(x) > 0 íà
U0. Íåõàé y0 ∈ Y . Òîäi ç íåïåðåðâíîñòi ôóí-
êöi¨ f â òî÷öi (a, y0) âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöi¨ g â öié òî÷öi, àäæå U0 � âiäêðèòà
ìíîæèíà, (a, y0) ∈ U0 × Y i

g(x, y) =
f(x, y)

h(x)
íà U0 × Y,

òîáòî g ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ÷àñòêè íåïå-
ðåðâíî¨ i äîäàòíî¨ ôóíêöié. Òàêèì ÷èíîì,
{a} × Y ⊆ C(g), òîáòî a ∈ CY (g). Îñêiëüêè
a ∈ U0 ⊆ U ⊆ H, òî a ∈ H ∩ CY (g), îòæå,
H∩CY (g) 6= Ø. Òàêèì ÷èíîì, CY (g) ¹ âñþäè
ùiëüíîþ Gδ-ìíîæèíîþ â G. ¤

Äàëi íàì áóäå ïîòðiáíèé ùå îäèí ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà F [11]. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, ÿêèé ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çëi÷åí-
íîãî îá'¹äíàííÿ çàìêíåíèõ â íüîìó ìíîæèí
Fm i Gm = intFm äëÿ êîæíîãî íîìåðà m. Òî-
äi ìíîæèíà G =

∞⋃
m=1

Gm ¹ çàëèøêîâîþ â X.
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Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî â òåî-
ðåìi A ìîæíà çàìiíèòè ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið çíà÷åíü Z íà ãàóñäîðôîâèé ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ó âèïàäêó, êîëè X �
öiëêîì ðåãóëÿðíèé íàìiîêîâèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 5.2. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿð-
íèé íàìiîêîâèé ïðîñòið, Y � êîìïàêò i Z
� ãàóñäîðôîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið. Òîäi CC(X × Y, Z) ⊆ N(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ CC(X × Y, Z),
m ∈ N i Am = {x ∈ X : fx(Y ) ⊆ Zm}.
Çà òâåðäæåííÿì 3.1 ìíîæèíè Am ¹ çàìêíå-
íèìè â X i

∞⋃
m=1

Am = X. Ïîêëàäåìî äàëi
Um = intAm i gm = f |Um×Y . Çðîçóìiëî, ùî
f(Um × Y ) ⊆ f(Am × Y ) ⊆ Zm i çâóæåííÿ
gm çàëèøàþòüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèìè. Îò-
æå, gm ∈ CC(Um × Y, Zm). Çà òâåðäæåííÿì
5.1 âiäêðèòà ìíîæèíà Um áóäå íàìiîêîâèì
ïðîñòîðîì â iíäóêîâàíié ç X òîïîëîãi¨. Òî-
ìó çà òåîðåìîþ A ìíîæèíà CY (gm) ìiñòèòü
âñþäè ùiëüíó Gδ-ìíîæèíó â Um, à çíà÷èòü,
ìíîæèíà CY (gm) ¹ çàëèøêîâîþ â Um. Êðiì
òîãî, çà òåîðåìîþ F ìíîæèíà G =

∞⋃
m=1

Um ¹
çàëèøêîâîþ â X. Îòæå, çà òâåðäæåííÿì 4.1,
ìíîæèíà CY (f) ¹ çàëèøêîâîþ â X. Çà òåî-
ðåìîþ E ïðîñòið X ¹ áåðiâñüêèì, à êîæíà
çàëèøêîâà ìíîæèíà â áåðiâñüêîìó ïðîñòî-
ði ìiñòèòü âñþäè ùiëüíó Gδ-ìíîæèíó. Òîìó
CY (f) ¹ ìiñòèòü âñþäè ùiëüíó Gδ-ìíîæèíó
â X. ¤

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè äîâîäèòüñÿ
íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, êîæåí âiäêðèòèé ïiäïðîñòið ÿêî-
ãî ¹ íàìiîêîâèì, Y � êîìïàêò i Z � ãàóñäîð-
ôîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi
CC(X × Y, Z) ⊆ H(X × Y, Z).

Ó âèïàäêó, êîëè Y ¹ êîíàìiîêîâèì êîì-
ïàêòîì, îòðèìó¹òüñÿ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò,
ÿêèé óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó B íà âèïàäîê ãàóñ-
äîðôîâîãî ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó
çíà÷åíü Z.

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � êîíàìiîêîâèé êîìïàêò i Z
� ãàóñäîðôîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið. Òîäi CC(X × Y, Z) ⊆ H(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ CC(X × Y, Z),
m ∈ N, Am = {x ∈ X : fx(Y ) ⊆ Zm},
Um = intAm i gm = f |Um×Y . Çðîçóìiëî, ùî i
â öüîìó âèïàäêó ìíîæèíè Am çàëèøàþòüñÿ
çàìêíåíèìè â X i

∞⋃
m=1

Am = X. Àíàëîãi÷íî,

çà òåîðåìîþ F ìíîæèíà G =
∞⋃

m=1

Um ¹ çàëè-
øêîâîþ â X. Êðiì òîãî, ìiðêóâàííÿìè, àíà-
ëîãi÷íèìè òèì, ùî ïðîâîäèëèñü â õîäi äî-
âåäåííÿ òåîðåìè 5.2, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî
gm ∈ CC(Um × Y, Zm). Îñêiëüêè Y � êîíà-
ìiîêîâèé ïðîñòið, à Zm � ìåòðèçîâíèé, òî ç
òåîðåìè B âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà CY (gm) ¹
çàëèøêîâîþ â Um. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 4.1
ìà¹ìî, ùî ìíîæèíà CY (f) ¹ çàëèøêîâîþ â
X.

6. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X ×
Y → Z íàçèâà¹òüñÿ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíå-
ïåðåðâíèì ó òî÷öi p0 = (x0, y0) ∈ X × Y ,
ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó W òî÷êè z0 = f(p0)
â Z i äëÿ äîâiëüíèõ îêîëiâ U i V òî÷îê x0

i y0 âiäïîâiäíî ó ïðîñòîðàõ X i Y iñíó¹ òî-
÷êà p1 = (x1, y1) ∈ U × V i îêië U1 òî÷êè
x1 â X, òàêi, ùî U1 ⊆ U i f(U1 × {y1}) ⊆
W . Êàæóòü, ùî f ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïå-
ðåðâíå, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi
p ∈ X × Y . Ñèìâîëîì KhC(X × Y, Z) ìè
ïîçíà÷à¹ìî êëàñ óñiõ ãîðèçîíòàëüíî êâàçi-
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨.

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó öüî-
ãî ïóíêòó íàì áóäå ïîòðiáíà íàñòóïíà ëåìà
ç [7].

Ëåìà 6.1. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëüíî
êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, U i V � âiä-
êðèòi ìíîæèíè âiäïîâiäíî â X i Y , A ⊆ X
i U ⊆ A. Òîäi f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïîêàçó¹ ìîæëèâiñòü
çàìiíè ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó çíà÷åíü Z
â òåîðåìi C íà ãàóñäîðôîâèé ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � êîìïàêò Êåìïiñòîãî i Z � ãà-
óñäîðôîâèé ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.
Òîäi KC(X × Y, Z) ⊆ H(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ KC(X × Y, Z),
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m ∈ N i Am = {x ∈ X : fx(Y ) ⊆ Zm}. Çà
òâåðäæåííÿì 3.1 ìà¹ìî, ùî

∞⋃
m=1

Am = X,
àëå ìíîæèíè Am íå îáîâ'ÿçêîâî çàìêíåíi
â X. Ïîêëàäåìî Fm = Am, Um = intFm i
gm = f |Um×Y . Çðîçóìiëî, ùî òîäi

∞⋃
m=1

Fm =

X. À çíà÷èòü, çà òåîðåìîþ F ìíîæèíà G =
∞⋃

m=1

Um ¹ çàëèøêîâîþ â X. ßñíî, ùî çâóæåí-
íÿ gm çàëèøà¹òüñÿ KC-ôóíêöi¹þ. Ïîêàæå-
ìî, ùî gm(Um×Y ) ⊆ Zm. Çà ïîáóäîâîþ ìíî-
æèí Am ìà¹ìî, ùî

f(Am × Y ) ⊆ Zm.

Ïîêëàäåìî A = Um ∩ Am. Òîäi A ⊆ Um ⊆ A.
Îñêiëüêè KC(X × Y, Z) ⊆ KhC(X × Y, Z),
òî ç ëåìè 6.1 âèïëèâà¹, ùî

gm(Um × Y ) = f(Um × Y ) ⊆ f(A× Y ).

Òîäi

gm(Um × Y ) = f(Um × Y ) ⊆ f(A× Y ) ⊆
⊆ f(Am × Y ) ⊆ Zm = Zm.

Òàêèì ÷èíîì, gm ∈ KC(Um × Y, Zm). Ç òåî-
ðåìè C âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà CY (gm) ¹ çà-
ëèøêîâîþ â Um. À çíà÷èòü, çà òâåðäæåííÿì
4.1. ìíîæèíà CY (f) ¹ çàëèøêîâîþ â X. ¤

Çàóâàæèìî, ùî âèñíîâêè òåîðåì 5.2-5.4 i
6.2 ñïðàâåäëèâi i â òîìó âèïàäêó, êîëè Z ¹
ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ùèðó ïîäÿêó ñâî¹ìó íà-
óêîâîìó êåðiâíèêó ïðîôåñîðó Ìàñëþ÷åíêó
Âîëîäèìèðó Êèðèëîâè÷ó çà ïîñòiéíó óâàãó
äî ðîáîòè òà êîðèñíi ïîðàäè.
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