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Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÐIÂÍßÍÍß ÊÎÐÒÅÂÅÃÀ-ÄÅ ÔÐIÇÀ ÇI ÇÌIÍÍÈÌÈ
ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ ÒÀ ÌÀËÎÞ ÄÈÑÏÅÐÑI�Þ

Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèíãóëÿð-
íî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà äîâåäåíî òåîðåìó ïðî
îöiíêó éîãî òî÷íîñòi.

Algorithm of constructing asymptotic solutions to Cauchy problem for singular perturbed
Korteweg-de Vries equation with varying coe�cients is proposed. Theorem on estimation of its
precision is proved.

1. Âñòóï. Ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà
[1], çàïðîïîíîâàíå â 1895 ðîöi Ä.Êîðòåâåãîì
i Äæ. äå Ôðiçîì äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó
õâèëi òðàíñëÿöi¨ [2], âiäiãðà¹ âèçíà÷íó ðîëü
â ñó÷àñíié ìàòåìàòèöi òà ôiçèöi. Ïåðø çà
âñå, öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî äàíå ðiâíÿííÿ
ìîäåëþ¹ íèçêó âàæëèâèõ ïðîöåñiâ â òåîði¨
ïëàçìè, ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, à òàêîæ â ií-
øèõ ãàëóçÿõ ïðèðîäíè÷èõ íàóê.

Ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà ñïîíóêàëî
çàðîäæåííÿ òà ðîçâèòîê âàæëèâîãî íèíi
ðîçäiëó ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè � òàê
çâàíî¨ òåîði¨ îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ,
ÿêà äîçâîëèëà çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè íèç-
êè âàæëèâèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, çîêðåìà,
íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà, ðiâíÿí-
íÿ Êàäîìöåâà-Ïåòâiàøâiëi, ëàíöþæêiâ Ëåí-
ãìþðà, Òîäè [3�7] òà iíø., ÿêi îòðèìàëè íà-
çâó iíòåãðîâíèõ ñèñòåì. Ïðîòå, íå äèâëÿ÷èñü
íà òå, ùî òåîðiÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþ-
âàííÿ ¹ ïîòóæíèì ìàòåìàòè÷íèì çàñîáîì
äëÿ ïîáóäîâè â ÿâíîìó âèãëÿäi ðîçâ'ÿçêiâ
íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ÿê çâè-
÷àéíèõ, òàê iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ìåòî-
äè öi¹¨ òåîði¨ íå çàâæäè äîçâîëÿþòü çíàéòè
ðîçâ'ÿçêè òàêèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó, êîëè ¨õ
êîåôiöi¹íòè ¹ çìiííèìè.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ âàæëèâå çíà÷åííÿ
ìà¹ âèâ÷åííÿ òàê çâàíèõ ñèñòåì ç ìàëîþ
äèñïåðñi¹þ [8, 9], òîáòî ñèñòåì, ÿêi îïèñó-
þòüñÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèìè äèôåðåíöiàëü-
íèìè ðiâíÿííÿìè iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Åôåêòèâíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ òàêèõ
ñèñòåì ¹ àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ ìîæíà ïîáóäóâàòè íàáëèæåíi (àñèì-
ïòîòè÷íi), çîêðåìà, òàê çâàíi ñîëiòîíîïîäi-
áíi ðîçâ'ÿçêè öèõ ñèñòåì.

Â [8, 9] äëÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà
ç ìàëîþ äèñïåðñi¹þ áóëî ïîáóäîâàíî îäíî-
ôàçîâi ñîëiòîíîïîäiáíi ðîçâ'ÿçêè, â [10, 11]
ïîäiáíi ðîçâ'ÿçêè áóëî ïîáóäîâàíî ó âèïàä-
êó, êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå
Ôðiçà ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ çà ìà-
ëèì ïàðàìåòðîì ðÿäiâ. Ïðè öüîìó áóëî ïî-
êàçàíî, ùî âèãëÿä àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó ñóò-
ò¹âî çàëåæèòü âiä ñòåïåíÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà
ïðè ñòàðøié ïîõiäíié: ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè
âèïàäêè, êîëè ìàëèé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøié
ïîõiäíié ìà¹ ïåðøó ñòåïiíü [10], ïàðíó ñòå-
ïiíü [11] òà íåïàðíó, áiëüøó íiæ îäèí, ñòå-
ïiíü [11].

Â [12�14] ïîáóäîâàíî îäíîôàçîâi ñîëiòî-
íîïîäiáíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâ-
íÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà ç ìàëîþ äèñïåð-
ñi¹þ ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè ðiâíÿí-
íÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿ-
äi ñòåïåíåâèõ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì ðÿäiâ.
Íàÿâíiñòü ïî÷àòêîâî¨ óìîâè âèêëèêà¹ íå-
îáõiäíiñòü óòî÷íþâàòè øëÿõîì äîäàâàííÿ
äîäàòêîâèõ ÷ëåíiâ äî àñèìïòîòè÷íîãî ðîç-
êëàäó äëÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî ðiâíÿí-
íÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà, ùî ïåâíèì ÷èíîì
óñêëàäíþ¹ äàíó çàäà÷ó. Ïðè öüîìó òàêîæ,
ÿê i ó âèïàäêó ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî
ðÿäó äëÿ îäíîôàçîâîãî ñîëiòîíîïîäiáíîãî
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ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà, âè-
ãëÿä àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó äëÿ îäíîôàçîâî-
ãî ñîëiòîíîïîäiáíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi
äëÿ äàíîãî ðiâíÿííÿ ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä
ñòåïåíÿ ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøié ïî-
õiäíié: ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè âèïàäêè, êîëè
ìàëèé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøié ïîõiäíié ìà¹
ïåðøó ñòåïiíü [12], ïàðíó ñòåïiíü [12, 13] òà
íåïàðíó, áiëüøó íiæ îäèí, ñòåïiíü.

Â äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ïðî
ïîáóäîâó îäíîôàçîâîãî ñîëiòîíîïîäiáíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ðiâíÿ-
ííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà ó âèïàäêó, êîëè ìà-
ëèé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøié ïîõiäíié ìà¹ íå-
ïàðíó, áiëüøó íiæ îäèí, ñòåïiíü. Íàìè ïîäà-
íî àëãîðèòì ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó
äëÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó òà âñòàíîâëåíî îöiíêó
äëÿ éîãî òî÷íîñòi.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Îñíîâíi ïðè-
ïóùåííÿ i ïîçíà÷åííÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà çi çìiííèìè êî-
åôiöi¹íòàìè âèãëÿäó:

ε2p+1uxxx = a(x, ε)ut + b(x, ε)uux, p ∈ N,
(1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

u(x, 0, ε) = f

(
x√
ε εp

)
, (2)

äå

a(x, ε) =
∞∑

k=0

ak(x)εk, b(x, ε) =
∞∑

k=0

bk(x)εk,

ôóíêöi¨ ak(x), bk(x) ∈ C∞(R1), k = 0, 1, . . .;
ôóíêöiÿ f(η), η ∈ R, íàëåæèòü ïðîñòîðó
Øâàðöà; ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.

Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íåçáóðåíå (ε = 0) äëÿ
(1) ðiâíÿííÿ

a0(x)ut + b0(x)uux = 0 (3)

ìà¹ íåñêií÷åííî-äèôåðåíöiéîâíèé â R ×
[0; T ] \ Γ, äå Γ = {(t, x) : x = ϕ(t), t ∈ [0; T ]}
� äåÿêà êðèâà, ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ¹ ðîçðèâ-
íèì ëèøå íà äåÿêié ãëàäêié êðèâié Γ. Òàêi
ðîçâ'ÿçêè äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3), ÿê âiäî-
ìî, iñíóþòü [8, 9].

Íåõàé G1 = G1(R× [0; T ]×R) � ëiíiéíèé
ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóí-
êöié f = f(x, t, τ), (x, t, τ) ∈ R × [0; T ] ×R,
òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ
÷èñåë n, m, q, p ðiâíîìiðíî ùîäî (x, t) íà
êîæíié êîìïàêòíié ìíîæèíi K ⊂ R × [0; T ]
âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè [8]:
1. ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

lim
τ→+∞

τn ∂m

∂τm

∂q

∂tq
∂p

∂xp
f(x, t, τ) = 0,

(x, t) ∈ K; (4)

2. iñíó¹ òàêà íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ f−(x, t), ùî

lim
τ→−∞

τn ∂m

∂τm

∂q

∂tq
∂p

∂xp

(
f(x, t, τ)− f−(x, t)

)
=

0, (x, t) ∈ K. (5)

Ïîçíà÷èìî G0
1 = G0

1(R×[0; T ]×R) � ëiíié-
íèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó G1 = G1(R×[0; T ]×
R) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
f = f(x, t, τ), (x, t, τ) ∈ (R × [0; T ] ×R), òà-
êèõ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷è-
ñåë n, m, q, p ðiâíîìiðíî ùîäî çìiííèõ (x, t)
íà êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ R × [0; T ] äîäà-
òêîâî äî óìîâ (4), (5) âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿ

lim
τ→−∞

τn ∂m

∂τm

∂q

∂tq
∂p

∂xp
f(x, t, τ) = 0, (6)

à ÷åðåç G+
2 = G+

2 (R× [0; T ]×R× [0; Θ]), äå
Θ � äåÿêå äiéñíå äîäàòíå ÷èñëî, � ëiíiéíèé
ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóí-
êöié f = f(x, t, τ1, τ2), (τ1, τ2) ∈ R × [0; Θ],
(x, t) ∈ R × [0; T ], òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíèõ
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë p, q, r, q1, q2 ðiâíî-
ìiðíî ùîäî çìiííèõ (x, t) íà êîæíié êîìïà-
êòíié ìíîæèíi K ⊂ R × [0; T ], âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà [13]

lim
τ1→±∞

τ r
1

∂q1

∂τ q1

1

∂q2

∂τ q2

2

∂q

∂tq
∂p

∂xp
f(x, t, τ1, τ2) = 0,

(x, t) ∈ K, τ2 ∈ [0; Θ]. (7)

3. Çîáðàæåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1), (2). Ìîæíà
ïîêàçàòè, ùî íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
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Êîøi (1), (2) ó âèãëÿäi àñèìïòîòè÷íîãî
ðÿäó, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ àñèìïòîòè÷íó
óìîâó

u(x, t, ε) = YN(x, t, ε) + O(εN+1), (8)

äå YN(x, t, ε) � N�òà ÷àñòèííà ñóìà øóêàíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

YN(x, t, ε) =
2N+1∑
j=0

ε
j
2

[
uj(x, t) + Vj(x, t, τ1)+

+Wj(τ1, τ2)

]
, (9)

â ÿêié

u1(x, t) ≡ V1(x, t, τ1) ≡ W1(τ1, τ2) ≡ u3(x, t) ≡
≡ V3(x, t, τ1) ≡ W3(τ1, τ2) ≡ . . . ≡

≡ u2p−1(x, t) ≡ V2p−1(x, t, τ1) ≡
≡ W2p−1(τ1, τ2) ≡ 0, (10)

çìiííi τ1, τ2 âèçíà÷åíi ðiâíîñòÿìè

τ1 =
x− ϕ(t)√

ε εp
, τ2 =

t√
ε εp

.

Ôóíêöiÿ

UN(x, t, ε) =
2N+1∑
j=0

ε
j
2 uj(x, t)

íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíîþ ÷àñòèíîþ àñèìïòî-
òèêè (8), à ôóíêöiÿ

VN(x, t, ε) + WN(x, t, ε) =

2N+1∑
j=0

ε
j
2 [Vj(x, t, τ1) + Wj(τ1, τ2)]

� ñèíãóëÿðíîþ ÷àñòèíîþ àñèìïòîòèêè (8),
(9). Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ VN(x, t, ε) âèçíà-
÷åíà â äåÿêîìó îêîëi êðèâî¨ Γ, à ôóíêöiÿ
WN(x, t, ε) � â äåÿêîìó îêîëi çâ'ÿçíî¨ ìíî-
æèíè {(t, x) : t = 0, x ∈ R} ∪ {(t, x) : x =
ϕ(t), t ∈ [0; T ]}.

×èñëî N ââàæà¹ìî äîâiëüíèì, àëå ôiêñî-
âàíèì.

Ôîðìóëó (9) çà óìîâè (10) ìîæíà çàïèñà-
òè òàêèì ÷èíîì

YN(x, t, ε) =

p∑
j=0

ε[uj(x, t) + Vj(x, t, τ1)+

+Wj(τ1, τ2)] +
2N+1∑

j=2p+1

ε
j
2 [uj(x, t) + Vj(x, t, τ1)+

+Wj(τ1, τ2)],

òîáòî àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä äëÿ ðîçâ'ÿç-
êó çàäà÷i (1), (2) ñïî÷àòêó çäiéñíþ¹òüñÿ çà
öiëèìè ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà, à ïî-
òiì � çà äðîáîâèìè. Ñàìå â öüîìó ïîëÿãà¹
âiäìiííiñòü äàíîãî âèïàäêó âiä ðîçãëÿíóòèõ
ðàíiøå [12, 13].

Îçíà÷åííÿ [13]. ßêùî äëÿ ðîçâ'ÿçêó
u(x, t, ε) çàäà÷i Êîøi (1), (2) ïðè áóäü-ÿêîìó
öiëîìó ÷èñëi N ≥ 0 ìà¹ ìiñöå çîáðàæå-
ííÿ (8), (9), äå ϕ(t) ∈ C(∞)(R1

x × [0; T ])
� äåÿêà ñêàëÿðíà äiéñíà ôóíêöiÿ; ôóíêöi¨
uj(x, t), j = 1, 2N + 1, � íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíi (â òî÷êàõ t = 0, t = T ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ âiäïîâiäíî ëiâà òà ïðàâà ïî-
õiäíi); V0(x, t, τ1) ∈ G0

1; Vj(x, t, τ1) ∈ G1,
Wj(τ1, τ2) ∈ G+

2 , j = 1, 2N + 1, òî ôóí-
êöiÿ u(x, t, ε) íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì
îäíîôàçîâèì ñîëiòîíîïîäiáíèì ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i Êîøi (1), (2). Ôóíêöiÿ S(x, t) = x −
ϕ(t) íàçèâà¹òüñÿ ôàçîþ îäíîôàçîâî¨ ñîëiòî-
íîïîäiáíî¨ ôóíêöi¨ u(x, t, ε) âèçíà÷à¹ ëiíiþ
ðîçðèâó ðîçâ'ÿçêó u(x, t, ε) çàäà÷i Êîøi (1),
(2) ïðè ε = 0.

Êîåôiöi¹íòè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó
(8), (9) âèçíà÷àþòüñÿ iç ðiâíîñòi

ε2p+1

[
∂3UN

∂x3
+

∂3VN

∂x3
+

3√
ε εp

∂3VN

∂x2∂τ1

+

+
3

ε2p+1

∂3VN

∂x∂τ 2
1

+
1√

ε ε3p+1

∂3VN

∂τ 3
1

]
=

= a(x, ε)

(
∂UN

∂t
+

∂VN

∂t
− 1√

ε εp

∂VN

∂τ1

ϕ′(t)+

+
1√
ε εp

∂VN

∂τ2

)
+ b(x, ε) (UN + VN)× (11)
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×
(

∂UN

∂x
+

∂VN

∂x
+

1√
ε εp

∂VN

∂τ1

)
+ gN(x, t, ε),

äå gN(x, t, ε) = O(εN+1) � äåÿêà íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ñâî¨õ àðãóìåíòiâ,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðåêóðåíòíèì (ñòîñîâíî j)
÷èíîì çà ôóíêöiÿìè Yj(x, t, ε), j = 0, N − 1.

Ñïðÿìóâàâøè τ1 äî +∞ â ëiâié òà ïðà-
âié ÷àñòèíàõ (11) òà âðàõóâàâøè (8), (9), ïi-
ñëÿ ïðèðiâíþâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðè îäíàêî-
âèõ ñòåïåíÿõ ε îòðèìà¹ìî äåÿêó ñèñòåìó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ôóíêöié uj(x, t),
j = 1, 2N + 1, ùî âõîäÿòü äî ðåãóëÿðíî¨ ÷à-
ñòèíè àñèìïòîòèêè â (8), (9). ßêùî äîäàòêî-
âî ââàæàòè, ùî ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà óçãî-
äæåííÿ u0(0, 0) = 0, òî ðåãóëÿðíà ÷àñòèíà
àñèìïòîòèêè (8), (9) âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ-
ìè, ÿêi ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ âèãëÿäó:

a0(x)
∂u0

∂t
+ b0(x)u0

∂u0

∂x
= 0,

u0(0, 0) = 0; (12)

a0(x)
∂uj

∂t
+ b0(x)u0

∂uj

∂x
+ b0(x)

∂u0

∂x
uj =

= fj(x, t, u0, u1, . . . , uj−1), (13)

äå j = 1, 2N + 1. Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷ (12), (13) iñíó¹ ïðè äîñèòü çàãàëü-
íèõ óìîâàõ, à òîìó çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ
ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè (8) ìîæíà
ââàæàòè ðîçâ'ÿçàíîþ.

4. Âèçíà÷åííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè
àñèìïòîòèêè VN(x, t, ε). Ââàæàþ÷è âiäî-
ìèìè êîåôiöi¹íòè ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèì-
ïòîòèêè â (8), ïiñëÿ ïðèðiâíþâàííÿ êîåôi-
öi¹íòiâ ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε (â ëiâié òà
ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (11)) ç óðàõóâàí-
íÿì ðiâíÿíü (12), (13), çíàõîäèìî ñèñòåìó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïî-
õiäíèìè äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié Vj(x, t, τ1),
j = 1, 2N + 1, ùî âõîäÿòü äî ñèíãóëÿðíî¨
÷àñòèíè àñèìïòîòèêè VN(x, t, ε). Öi ôóíêöi¨
âèçíà÷àþòüñÿ â äåêiëüêà êðîêiâ [11]: ñïî÷à-
òêó îäåðæàíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöié
Vj(x, t, τ1), j = 1, 2N + 1, íà êðèâié ðîçðè-
âó Γ, à ïîòiì � äëÿ ïðîäîâæåííÿ öèõ ôóí-
êöié â äåÿêèé 2µ�îêië êðèâî¨ Γ � îáëàñòü

Ωµ(Γ) = {(x, t) ∈ R× [0; T ] : |x−ϕ(t)| < 2µ},
äå µ ∈ (0; 1) � äåÿêà (äîñòàòíüî ìàëà) ñòà-
ëà. Ïðè öüîìó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî â îáëà-
ñòi Ωµ(Γ) çîáðàæåííÿ äëÿ (äîâiëüíî¨) íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ g(x, t) ó âè-
ãëÿäi

g(ϕ(t) +
√

ε εp τ1, t) =
N∑

j=0

εj(p+ 1
2
) 1

j!
τ j
1×

×
(

∂j

∂xj
g(x, t)

)∣∣∣∣∣
x=ϕ(t)

+ O
(
ε(p+ 1

2)(N+1)
)

. (14)

Ïðè öüîìó ÿê îáëàñòü Ωµ(Γ), òàê i êðè-
âà Γ ïîêè ùî íåâiäîìi i âèçíà÷àþòüñÿ äåùî
çãîäîì.

4.1. Çíàõîäæåííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ÷à-
ñòèíè àñèìïòîòèêè VN(x, t, ε) íà êðèâié
Γ. Ïîçíà÷èìî

vΓ
j = vΓ

j (t, τ1) = Vj(x, t, τ1)

∣∣∣∣∣
x=ϕ(t)

,

j = 0, 2N + 1. (15)

Âðàõîâóþ÷è (12), (13), ç (11) îäåðæó¹ìî,
ùî ôóíêöi¨ vΓ

j = vΓ
j (t, τ1), j = 0, 2N + 1, ¹

ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
âèãëÿäó

∂3vΓ
0

∂τ 3
1

+ a0(ϕ(t))ϕ′(t)
∂vΓ

0

∂τ1

− b0(ϕ(t))×

×
[
u0(ϕ(t), t)

∂vΓ
0

∂τ1

+ vΓ
0

∂vΓ
0

∂τ1

]
= 0, (16)

∂3vΓ
j

∂τ 3
1

+a0(ϕ(t))ϕ′(t)
∂vΓ

j

∂τ1

−b0(ϕ(t))

[
u0(ϕ(t), t)×

×∂vΓ
j

∂τ1

+
∂vΓ

0

∂τ1

vΓ
j + vΓ

0

∂vΓ
j

∂τ1

]
= Fj(t, τ1), (17)

äå j = 1, 2N + 1, ôóíêöi¨

Fj(t, τ1) = Fj(t, v
Γ
0 (t, τ1), . . . , v

Γ
j−1(t, τ1),

u0(x, t), . . . , uj(x, t))

∣∣∣∣∣
x=ϕ(t)

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2007. Âèïóñê 336 � 337. Ìàòåìàòèêà. 173



âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèì ÷èíîì i çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó (10).

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (16) â ïðîñòîði G0
1 ìî-

æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi [13]:

vΓ
0 (t, τ1) = A[ϕ]ch−2 ((τ1 + C0) H[ϕ]) ,

äå

A[ϕ] = −2
a0(ϕ(t))ϕ′(t)− b0(ϕ(t))u0(ϕ(t), t)

b0(ϕ(t))
,

H[ϕ] =
2
√

A[ϕ]

b0(ϕ(t))
,

ïðè óìîâi, ùî ôóíêöiÿ ϕ = ϕ(t), âèçíà÷åíà
äëÿ t ∈ [0; T ] i äëÿ íå¨ ïðè âñiõ t ∈ [0; T ] âè-
êîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi b0(ϕ(t)) 6= 0, A[ϕ] > 0.
Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ðîçâ'ÿçíî-
ñòi ðiâíÿíü (17) â ïðîñòîði G1 ¹ óìîâà îðòî-
ãîíàëüíîñòi [13]:

+∞∫

−∞

Fj(t, τ1)v
Γ
0 (t, τ1)dτ1 = 0, j = 1, 2N + 1,

(19)
ïðè÷îìó ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (17) ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿäi

vΓ
j (t, τ1) = νj(t)η(t, τ1) + ψj(t, τ1),

äå η(t, τ1) � äåÿêà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó G1

òàêà, ùî lim
τ1→−∞

η(t, τ1) = 1, ψj(t, τ1) ∈ G0
1,

j = 1, 2N + 1.
Ôóíêöiÿ ϕ(t) âèçíà÷à¹òüñÿ [13] ÿê ðîçâ'ÿ-

çîê çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

a0(ϕ)
d

dt

A2[ϕ]

H[ϕ]
+

(
2a′0(ϕ)

dϕ

dt
− 2b′0(ϕ)u0(ϕ, t)−

−b0(ϕ)
∂u0(x, t)

∂x

∣∣∣∣∣
x=ϕ

)
A2[ϕ]

H[ϕ]
= 0, (20)

ÿêå ìîæíà îòðèìàòè ç óìîâè îðòîãîíàëüíî-
ñòi (19) ïðè j = 1.

Ââàæà¹ìî, ùî ðiâíÿííÿ (20) ìà¹ ðîçâ'ÿ-
çîê, âèçíà÷åíèé ïðè t ∈ [0; T ], ÿêèé çàäî-
âîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

ϕ(0) = 0. (21)

4.2. Ïðîäîâæåííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ÷à-
ñòèíè àñèìïòîòèêè VN(x, t, ε) â 2µ�îêië
êðèâî¨ Γ. Âðàõîâóþ÷è (17), âèçíà÷èìî ïðî-
äîâæåííÿ ôóíêöié vΓ

j (t, τ1), j = 1, 2N + 1, ç
êðèâî¨ Γ â îáëàñòü Ωµ(Γ) çà äîïîìîãîþ ôîð-
ìóë:
V0(x, t, τ1) = vΓ

0 (t, τ1), Vj(x, t, τ1) = v−j (x, t)×
×η(t, τ1) + ψj(t, τ1), j = 1, 2N + 1,

äå v−j (x, t), j = 1, 2N + 1, � äåÿêi ôóíêöi¨,
ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ Êîøi âèãëÿäó:

Λv−j (x, t) = f−j (x, t), (22)

v−j (x, t)

∣∣∣∣∣
Γ

= νj(t), (23)

äå j = 1, 2N + 1, à äèôåðåíöiàëüíèé îïåðà-
òîð Λ ìà¹ âèãëÿä

Λ = a0(x)
∂

∂t
+b0(x)u0(x, t)

∂

∂x
+b0(x)

∂u0(x, t)

∂x
.

Çàçíà÷èìî, ùî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
(22) äëÿ ôóíêöié v−j (x, t), j = 1, 2N + 1,
îòðèìàíî ç (11) çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî
ïåðåõîäó, êîëè τ1 → −∞.

Îñêiëüêè êðèâà Γ ïðè âñiõ t ∈ [0; T ]
òðàíñâåðñàëüíà õàðàêòåðèñòèêàì îïåðàòîðà
Λ, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ Êîøi-Êîâàëåâñüêî¨
ïî÷àòêîâà çàäà÷à (22), (23) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
v−j (x, t) ∈ C(∞)(Ωµ(Γ)), j = 1, 2N + 1, ïðè-
íàéìíi â äåÿêié îáëàñòi Ωµ(Γ) çà óìîâè, ùî
÷èñëî µ � äîñòàòíüî ìàëå. Íàäàëi ïðèïóñêà-
¹ìî, ùî çàäà÷à Êîøi (22), (23) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
i â îáëàñòi {(x, t) : x−ϕ(t) ≤ −µ, t ∈ (0; T )}.

Çàóâàæåííÿ 1. Äëÿ ôóíêöi¨ u0(x, t) +
V0(x, t, τ1) ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ:

u0(x, t) + V0(x, t, τ1) → u0(x, t)

â D′ ïðè ε → 0;

V0(x, t, τ1)

εp+ 1
2

→ g(t)δ(x− ϕ(t))

â D′ ïðè ε → 0.
Òàêèì ÷èíîì, N�òå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿç-

êó ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà çàïèñàòè çà äîïîìî-
ãîþ ôîðìóëè âèãëÿäó

UN(x, t, ε) + VN(x, t, τ1, ε) =

174 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2007. Âèïóñê 336 � 337. Ìàòåìàòèêà.



=





2N+1∑
j=0

ε
j
2 [uj(x, t) + Vj(x, t, τ1)] ,

u0(x, t) +
2N+1∑
j=1

ε
j
2

[
uj(x, t) + v−j (x, t)

]
,

2N+1∑
j=0

ε
j
2 uj(x, t),

(x, t) ∈ Ωµ(Γ),
(x, t) ∈ D−\Ωµ(Γ),
(x, t) ∈ D+\Ωµ(Γ),

(24)

äå
D− = {(x, t) ∈ R1 × [0; T ] : ϕ(t)− x ≥ µ},
D+ = {(x, t) ∈ R1 × [0; T ] : x− ϕ(t) ≥ µ},

à ôóíêöi¨ v−j (x, t), j = 0, 2N + 1, âèçíà÷åíi
ÿê ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ Êîøi (22), (23) ÿê â îáëà-
ñòi Ωµ(Γ), òàê i â îáëàñòi {(x, t) : x− ϕ(t) ≤
−µ, t ∈ (0; T )}.

Çàóâàæåííÿ 2. Ïðè âêàçàíîìó âèùå ïðî-
äîâæåííi ôóíêöi¨ Vj(x, t, τ1), j = 0, 2N + 1,
ç êðèâî¨ Γ â îáëàñòü Ωµ(Γ), ó âèïàäêó N ≥ p
ôóíêöiÿ YN(x, t, ε), ùî âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ
(24), ïðè τ1 → −∞ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1)
ç òî÷íiñòþ O

(√
ε εN+1

)
.

Çàóâàæåííÿ 3. Ó âèïàäêó, êîëè ðîçâ'ÿç-
êè çàäà÷ Êîøi (22), (23) âèçíà÷åíi ëèøå
â îáëàñòi Ωµ(Γ), òî N�òå íàáëèæåííÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1) ìîæíà çàïèñàòè çà
äîïîìîãîþ ôîðìóëè âèãëÿäó:

UN(x, t, ε) + VN(x, t, ε) =

=





2N+1∑
j=0

ε
j
2 [uj(x, t) + Vj(x, t, τ1)] ,

2N+1∑
j=0

ε
j
2 uj(x, t),

(x, t) ∈ Ωµ(Γ),
(x, t) ∈ (D+ ∪D−)\Ωµ(Γ),

i öå íàáëèæåííÿ ïðè τ1 → −∞ çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ (1) ç òî÷íiñòþ O

(
εN+1

)
.

5. Âèçíà÷åííÿ ñèíãóëÿðíî¨ ÷àñòè-
íè àñèìïòîòèêè WN(x, t, ε). Ñèíãóëÿðíà
÷àñòèíà àñèìïòîòèêè WN(x, t, ε) â (8), (9)
äîçâîëÿ¹ âðàõóâàòè ïî÷àòêîâó óìîâó (2).
Ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ç (11) ìîæíà îòðèìà-
òè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ¨¨ çíàõî-
äæåííÿ. Ôóíêöi¨ Wj(τ1, τ2), j = 1, 2N + 1,

ùî çàäàþòü öþ ÷àñòèíó àñèìïòîòèêè, âè-
çíà÷àþòüñÿ â äåÿêîìó îêîëi çâ'ÿçíî¨ ìíîæè-
íè M = {(t, x) : t = 0, x ∈ R1} ∪ {(t, x) : x =
ϕ(t), t ∈ [0; T ]}, ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

∂3W0

∂τ 3
1

= −a0(0)

[
ϕ′(0)

∂W0

∂τ1

− ∂W0

∂τ2

]
+ (25)

+b0(0)

[
V0(0, τ1)

∂W0

∂τ1

+
∂V0(0, τ1)

∂τ1

W0+W0
∂W0

∂τ1

]
,

∂3Wj

∂τ 3
1

= −a0(0)

[
ϕ′(0)

∂Wj

∂τ1

− ∂Wj

∂τ2

]
+ (26)

+b0(0)

[
V0(0, τ1)

∂Wj

∂τ1

+
∂V0(0, τ1)

∂τ1

Wj+

+
∂W0

∂τ1

Wj + W0
∂Wj

∂τ1

]
+ Gj(τ1, τ2),

äå Gj(τ1, τ2), j = 1, 2N + 1, îá÷èñëþþòüñÿ
ðåêóðåíòíèì ÷èíîì çà W0(τ1, τ2), W1(τ1, τ2),
. . ., Wj−1(τ1, τ2), ïðè÷îìó, êðiì òîãî, ôóí-
êöi¨ Wj(τ1, τ2), j = 1, 2N + 1, çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó (10) òà ïî÷àòêîâi óìîâè ïðè τ2 = 0
âèãëÿäó

W0(τ1, 0) = f(τ1)− V0(0, τ1), (27)

W2j(τ1, 0) = −V2j(0, 0, τ1), j = 1, p, (28)

Wj(τ1, 0) = −Vj(0, 0, τ1) + Qj(τ1),

j = 2p + 1, 2N + 1, (29)

äå ôóíêöi¨ Qj, j = 2p + 1, 2N + 1, îá÷èñëþ-
þòüñÿ ðåêóðåíòíèì ÷èíîì ïiñëÿ âèçíà÷åííÿ
W0(τ1, τ2),W1(τ1, τ2), . . ., Wj−1(τ1, τ2). Ïî÷à-
òêîâi óìîâè (27) � (29) îòðèìàíî ç ïî÷àòêî-
âî¨ óìîâè (2) øëÿõîì óðàõóâàííÿ àñèìïòî-
òè÷íèõ ðîçêëàäiâ äëÿ ôóíêöié UN(x, t, ε),
VN(x, t, ε), WN(x, t, ε) â (8), (9) òà óìîâè (10).

Çàäà÷i (25), (27) òà (26), (28) ìàþòü
ðîçâ'ÿçêè ó ïðîñòîði G+

2 çà óìîâè, ùî
Gj(τ1, τ2) ∈ G+

2 . Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêè öèõ çà-
äà÷ iñíóþòü äëÿ τ2 ∈ [0; Θ], äå Θ � äåÿêå
äîäàòíå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâi òàêi òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 1. Ôóíêöi¨ Wj(τ1, τ2), j = 0, p, ùî

¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ (25), (27) òà (26), (29),
íàëåæàòü ïðîñòîðó G+

2 .
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Ëåìà 1 âèïëèâà¹ ç óìîâè W0(τ1, 0) ∈ G0
1.

Ëåìà 2. ßêùî ôóíêöiÿ −Vj(0, τ1) +
Qj(τ1), j = 2p + 1, 2N + 1, íàëåæèòü
ïðîñòîðó G0

1, à ôóíêöiÿ Gj(τ1, τ2), j =
2p + 1, 2N + 1, íàëåæèòü ïðîñòîðó G+

2 , òî
ôóíêöiÿ Wj(τ1, τ2), j = 2p + 1, 2N + 1, ÿêà ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (26), (29), íàëåæèòü ïðî-
ñòîðó G+

2 .
Ëåìà 2 âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 2.1 [14].
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ òàêi

ïðèïóùåííÿ:
1. ôóíêöi¨ ak(x), bk(x) ∈ C(∞)(R1), k ≥ 0;
2. çàäà÷à Êîøi (20), (21) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

ϕ(t), t ≥ 0, äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâà íå-
ðiâíiñòü A[ϕ] > 0;

3. ôóíêöi¨ Fj(t, τ1), j = 1, 2N + 1, íàëå-
æàòü ïðîñòîðó G0

1 òà çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi (19);

4. âèêîíóþòüñÿ óìîâè ëåìè 2.
Òîäi ôóíêöiÿ (8), (9) çà óìîâè (10) ¹

àñèìïòîòè÷íèì ðîçâèíåííÿì äëÿ îäíîôà-
çîâîãî ñîëiòîíîïîäiáíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi (1), (2) äëÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå
Ôðiçà ïðè 0 ≤ t ≤ √

ε εp Θ, äå Θ � äåÿêå
äîäàòíå ÷èñëî.

Îöiíêó ìiæ òî÷íèì u(x, t, ε) i íàáëèæå-
íèì YN(x, t, ε) ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (1), (2)
âñòàíîâëþ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìî-
âè òåîðåìè 1, ôóíêöi¨ a(x, ε), b(x, ε) òà
YN(x, t, ε), N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî,
íàëåæàòü ïðîñòîðó G0

1 äëÿ ε ∈ (0; ε0], ôóí-
êöiÿ a(x, ε) < 0 äëÿ âñiõ x ∈ R1 òà äëÿ
âñiõ ε ∈ (0; ε0]. Òîäi ìà¹ ìiñöå îöiíêà ìiæ
òî÷íèì u(x, t, ε) i íàáëèæåíèì YN(x, t, ε)
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) òàêîãî âèãëÿäó:

max
t∈[0;εp+1

2 Θ]

+∞∫

−∞

ρα(x) [u(x, t, ε)− YN(x, t, ε)]2 dx ≤

≤
+∞∫

−∞

ρα(x)h2(x, ε)dx,

äå α ∈ N∪{0}; ôóíêöiÿ h(x, ε) ∈ G0
1 � äåÿêà

ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|h(x, ε)| ≤ CεN+1, à ôóíêöiÿ ρα(x) ìà¹ âè-
ãëÿä

ρα(x) =

{
ex, x ≤ 0,

(1 + x)α, x > 0.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 àíàëîãi÷íå äîâåäåí-
íþ òåîðåìè 2 ç [13].

Âèñíîâîê. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì
ïîáóäîâè îäíîôàçîâîãî ñîëiòîíîïîäiáíîãî
àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà çi çìiííèìè
êîåôiöi¹íòàìè òà âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó
îöiíêó äëÿ íüîãî.
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