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ÏÐÎ ÎÄÍÓ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÇÀÖIÞ ÑÓÊÓÏÍÎ� ÊÂÀÇIÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI
Äîâåäåíî, ùî äëÿ áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X, òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó Y ç äðóãîþ àêñiîìîþ

çëi÷åííîñòi i ìåòðèçîâíîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó Z âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z áóäå
êâàçiíåïåðåðâíèì çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî ãîðèçîíòàëüíî êâàçi-
íåïåðåðâíå i êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨, ùî ïðîáiãàþòü
äåÿêó çàëèøêîâó ìíîæèíó â X.

Let X be a Baire space, Y be a second countable space and Z be a metrizable separable space.
We obtain that a function f : X × Y → Z is joint quasi-continuous if and only if it is horizontally
quasi-continuous and quasi-continuous with respect to the second variable when the �rst variable
runs over some residual set.

1. Âñòóï. Ñ.Êåìïiñòèé â [1] âñòàíîâèâ,
ùî ôóíêöiÿ áàãàòüîõ çìiííèõ f : Rn → R,
ÿêà êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî êîæíî¨ ç íèõ,
¹ êâàçiíåïåðåðâíîþ. Ðåçóëüòàòè íà öþ òå-
ìó ó ðiçíèõ ôîðìóëþâàííÿõ ôiãóðóþòü â
[2-5]. Íàéçàãàëüíiøèì ñåðåä íèõ ¹ ðåçóëüòàò
Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêà, ÿêèé îäåðæàíèé íèì â [5]:
ÿêùî X � áåðiâñüêèé, ïðîñòið Y ìà¹ çëi÷åí-
íó ïñåâäîáàçó, Z � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið i âiä-
îáðàæåííÿ f : X × Y → Z ãîðèçîíòàëüíî
êâàçiíåïåðåðâíå i êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî
äðóãî¨ çìiííî¨, òî âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíå-
ïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Òóò ìè ïðîäîâæèìî äîñëiäæåííÿ â öüî-
ìó íàïðÿìêó. Ñïî÷àòêó äåùî ïîñëàáèìî
óìîâè íà ôóíêöiþ ó çãàäàíîìó ðåçóëüòàòi
Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêà (òåîðåìà 1). Äàëi íàâîäè-
ìî ïðèêëàä ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíî-
ãî i âåðòèêàëüíî êâàçiíåïåðåðâíîãî âiäîáðà-
æåííÿ, ÿêå íå ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì çà ñóêó-
ïíiñòþ çìiííèõ (ïðèêëàä 1). Àëå â ïîáóäî-
âàíîìó ïðèêëàäi ôóíêöiÿ íå ¹ òî÷êîâî ðîç-
ðèâíîþ. Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ:
÷è áóäå ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíà, âåð-
òèêàëüíî êâàçiíåïåðåðâíà i òî÷êîâî ðîçðèâ-
íà ôóíêöiÿ êâàçiíåïåðåðâíîþ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ? Ìè íå çíà¹ìî âiäïîâiäi íà ïîñòàâ-
ëåíå ïèòàííÿ, àëå ÿêùî íà ãîðèçîíòàëüíî
i âåðòèêàëüíî êâàçiíåïåðåðâíó ôóíêöiþ íà-
êëàñòè òðîõè ñèëüíiøó óìîâó íiæ òî÷êî-
âà ðîçðèâíiñòü, ÿêà òàêîæ ïîâ'ÿçàíà ç íà-

ÿâíiñòþ òî÷îê íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨, òî öå
äàñòü íàì êâàçiíåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ çà ñó-
êóïíiñòþ çìiííèõ (òåîðåìà 2).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî êâàçiíåïåðåðâíå çà ñó-
êóïíiñòþ çìiííèõ âiäîáðàæåííÿ ìîæå íå áó-
òè íàðiçíî êâàçiíåïåðåðâíèì ÷è íàâiòü ãî-
ðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì òà êâàçiíåïå-
ðåðâíèì âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ (ïðèêëàä
2). Â [6] áóëî âñòàíîâëåíî: ÿêùî ïðîñòið X
çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, ïðî-
ñòið Y ìåòðèçîâíèé àáî çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó
àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � ñåïàðàáåëüíèé ìå-
òðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i âiäîáðà-
æåííÿ f : X × Y → Z êâàçiíåïåðåðâíå çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òî iñíó¹ çàëèøêîâà â
Y ìíîæèíà B, òàêà, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñè-
ìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî y â êî-
æíié òî÷öi äîáóòêó X×B. Ò.Áàíàõ âèñëîâèâ
ïðèïóùåííÿ, ùî öå òâåðäæåííÿ áóäå âiðíèì,
êîëè ïðîñòið Y ëèøå òîïîëîãi÷íèé. Âèÿâ-
ëÿ¹òüñÿ, ùî ïîñëàáèòè óìîâè ìîæíà íå ëè-
øå íà ïðîñòið Y , àëå é íà ïðîñòið Z, âè-
ìàãàþ÷è ëèøå, ùîá ïðîñòið Z çàäîâîëüíÿâ
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, à Y áóâ äîâiëü-
íèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì. Äëÿ òîãî, ùîá
áóëî çðó÷íî ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ 3 äëÿ
âñòàíîâëåííÿ õàðàêòåðèçàöi¨ êâàçiíåïåðåðâ-
íîñòi, íà âiäìiíó âiä çãàäàíî¨ òåîðåìè ç [6],
óìîâè íà ïðîñòîðè X òà Y ïåðåñòàâëåíî i
îäåðæàíî ðåçóëüòàò ïðî òî÷êè ñèìåòðè÷íî¨
êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäíîñíî çìiííî¨ x (òåî-
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ðåìà 3).
ßê íàñëiäîê öèõ ðåçóëüòàòiâ ìè îòðèìó¹-

ìî õàðàêòåðèçàöiþ ñóêóïíî¨ êâàçiíåïåðåðâ-
íîñòi: ÿêùî X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, ïðî-
ñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åí-
íîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z ¹ êâàçiíåïåðåðâíèì çà ñóêó-
ïíiñòþ çìiííèõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f �
ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå i êâàçiíåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åí-
íÿõ ïåðøî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó
ìíîæèíó â X (òåîðåìà 4).

2. Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà ïîçíà÷åííÿ.
Íåõàé A � äåÿêà ñèñòåìà ìíîæèí â òî-

ïîëîãi÷íèìó ïðîñòîði P . Íàãàäà¹ìî, ùî âiä-
îáðàæåííÿ f : P → Z íàçèâà¹òüñÿ
A-êâàçiíåïåðåðâíèì â òî÷öi p0 ∈ P , ÿêùî
äëÿ êîæíîãî îêîëó W òî÷êè z0 = f(p0) â Z i
äëÿ êîæíîãî îêîëó O òî÷êè p0 â P iñíó¹ ìíî-
æèíà A ∈ A, òàêà, ùî A ⊆ O i f(A) ⊆ W .
ßêùî A � ñèñòåìà âiäêðèòèõ ìíîæèí ïðî-
ñòîðó P , òî A-êâàçiíåïåðåðâíiñòü â òî÷öi p0

íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíåïåðåðâíiñòþ â òî÷öi p0.
Íåõàé P = X × Y , äå X i Y � òîïîëîãi-
÷íi ïðîñòîðè. ßêùî â ðîëi ñèñòåìè A âçÿòè
âiäïîâiäíî ìíîæèíè {U × V : U � âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ â X, V � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ â
Y }, {U × {y} : U � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ â
X, y ∈ Y }, {{x} × V : x ∈ X,V � âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ â Y }, {U × V : U � îêië òî÷êè
x0 ∈ X,V � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ â Y } àáî
{U×V : U � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ â X, V �
îêië òî÷êè y0 ∈ Y }, òî A-êâàçiíåïåðåðâíiñòü
â òî÷öi p0 íàçèâà¹òüñÿ âiäïîâiäíî ñóêó-
ïíîþ êâàçiíåïåðåðâíiñòþ, ãîðèçîíòàëüíîþ
êâàçiíåïåðåðâíiñòþ, âåðòèêàëüíîþ êâàçi-
íåïåðåðâíiñòþ, ñèìåòðè÷íîþ êâàçiíåïå-
ðåðâíiñòþ âiäíîñíî x àáî ñèìåòðè÷íîþ
êâàçiíåïåðåðâíiñòþ âiäíîñíî y â òî÷öi p0.
Âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíî êâàçiíå-
ïåðåðâíèì, ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâ-
íèì, âåðòèêàëüíî êâàçiíåïåðåðâíèì, ñèìå-
òðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíèì âiäíîñíî x àáî
ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíèì âiäíîñíî y,
êîëè âîíî ¹ òàêèì â êîæíié òî÷öi.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç KhK̃(X×Y, Z) êëàñ âñiõ
âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z, ÿêi ãîðè-

çîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíi i êâàçiíåïåðåðâíi
âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåð-
øî¨, ùî ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíî-
æèíó â X, ÷åðåç KhKv(X × Y, Z) êëàñ âiä-
îáðàæåíü f : X × Y → Z, ÿêi ãîðèçîíòàëü-
íî êâàçiíåïåðåðâíi i âåðòèêàëüíî êâàçiíåïå-
ðåðâíi, à ÷åðåç K(X × Y, Z) êëàñ âiäîáðà-
æåíü f : X × Y → Z, ÿêi êâàçiíåïåðåðâíi çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(f)
ìíîæèíó òî÷îê íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ
f , à ÷åðåç Cy(f) ìíîæèíó òî÷îê x ∈ X, òà-
êèõ, ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå â òî÷öi
(x, y).

3. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü KhK̃-ôóíêöié
çi çíà÷åííÿìè â ðåãóëÿðíîìó ïðîñòîði.

Íàì áóäå ïîòðiáíà ïðîñòà ëåìà, ÿêà äîâå-
äåíà, íàïðèêëàä, â [5].

Ëåìà. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, f : X × Y → Z � ãîðèçîíòàëü-
íî êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, U � âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X, V � âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â Y , ìíîæèíà
A ìiñòèòüñÿ â X i òàêà, ùî U ⊆ A. Òîäi
f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, ïðîñòið Y ìà¹ çëi÷åííó ïñåâ-
äîáàçó, Z � ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, âiäîáðà-
æåííÿ f ∈ KhK̃(X × Y, Z). Òîäi âiäîáðà-
æåííÿ f êâàçiíåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M � ìíîæèíà òî-
÷îê x ∈ X, òàêèõ, ùî âiäîáðàæåííÿ fx êâà-
çiíåïåðåðâíå. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Ðîçãëÿíåìî äîâiëü-
íèé îêië W òî÷êè f(p0) â Z, çàìêíåíèé îêië
W1 i âiäêðèòèé îêië W2 öi¹¨ æ òî÷êè, òàêi,
ùî W2 ⊆ W1 ⊆ W . Âiçüìåìî äîâiëüíi âiä-
êðèòi îêîëè U i V òî÷îê x0 â X i y0 â Y
âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç ãîðèçîíòàëüíîþ êâà-
çiíåïåðåðâíiñòþ âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi
p0 iñíóþòü âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà
G â X i òî÷êà y1 ∈ V , òàêi, ùî G ⊆ U
i f(G × {y1}) ⊆ W2. Îñêiëüêè ìíîæèíà
W2 âiäêðèòà, òî W2 ¹ îêîëîì êîæíî¨
òî÷êè ìíîæèíè f(G× {y1}).

Íåõàé {Vn : n ∈ N} � ïñåâäîáàçà ïðîñòî-
ðó Y , ïðè÷îìó Vn 6= Ø. Ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íè An = {x ∈ G ∩ M : f({x} × Vn) ⊆ W2},
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ïðè n ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî
∞⋃

n=1

An = G ∩M .
Âiçüìåìî òî÷êó x ∈ G ∩ M . Îñêiëüêè âiä-
îáðàæåííÿ fx êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi y1 i
W2 � îêië òî÷êè f(x, y1), òî iñíó¹ âiäêðè-
òà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V â Y , òàêà, ùî
f({x} × V ) ⊆ W2. Iñíó¹ íîìåð n, òàêèé, ùî
Vn ⊆ V . Òîäi x ∈ An. Îòæå,

∞⋃
n=1

An = G∩M .
Îñêiëüêè G � öå ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãî-

ði¨ â X i M � çàëèøêîâà â X, òî ìíîæè-
íà G ∩M äðóãî¨ êàòåãîði¨. Ç áåðîâîñòi ïðî-
ñòîðó X âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ íîìåð n0, òà-
êèé, ùî ìíîæèíà An0 äåñü ùiëüíà. Ïîçíà-
÷èìî G1 = intAn0 . Îñêiëüêè Ø 6= G1 ⊆ An0 i
ìíîæèíà G1 âiäêðèòà, òî G1 ∩An0 6= Ø. Ïî-
êëàäåìî G2 = G1 ∩ G i A = An0 ∩ G2. Òîäi
Ø 6= G1 ∩ An0 ⊆ G1 ∩G = G2, îòæå, G2 6= Ø.
Çðîçóìiëî, ùî G2 ⊆ A i f(A × Vn0) ⊆ W2.
Çãiäíî ç ëåìîþ ìà¹ìî, ùî

f(G2 × Vn0) ⊆ f(A× Vn0) ⊆ W2 ⊆
⊆ W1 = W1 ⊆ W.

À öå îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ f ¹ êâàçiíå-
ïåðåðâíèì â òî÷öi p0.

4. Êâàçiíåïåðåðâíiñòü KhKv-ôóíê-
öié.

Ãîðèçîíòàëüíî i âåðòèêàëüíî êâàçiíåïå-
ðåðâíi ôóíêöi¨ âæå íå çîáîâ'ÿçàíi áóòè êâà-
çiíåïåðåðâíèìè. Öå ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðè-
êëàä.

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäó¹ìî ãîðèçîíòàëüíî
i âåðòèêàëüíî êâàçiíåïåðåðâíó ôóíêöiþ íà
[0, 1]2, ÿêà á íå áóëà êâàçiíåïåðåðâíîþ çà ñó-
êóïíiñòþ çìiííèõ â êîæíié òî÷öi êâàäðàòà
[0, 1]2.

Íåõàé An = {2k−1
2n : k = 1, 2, .., 2n−1}, äå

n ∈ N, A0 = ∅ i Bn =
n⋃

i=0

Ai. Âèçíà÷èìî
ôóíêöiþ f : [0, 1]2 → R òàê: f(x, y) = 1,
ÿêùî x ∈ A2m−1 i y ∈ [0, 1]\B2m−2, äå m ∈ N,
àáî y ∈ A2m−1 i x ∈ [0, 1] \ B2m−1, äå m ∈
N, àáî ÿêùî x i y íå äâiéêîâî ðàöiîíàëüíi;
f(x, y) = 0, ÿêùî x ∈ A2m i y ∈ [0, 1] \B2m−1,
äå m ∈ N , àáî y ∈ A2m i x ∈ [0, 1] \ B2m, äå
m ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî òàê âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ f
¹ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíîþ i âåðòè-

êàëüíî êâàçiíåïåðåðâíîþ. Äîâåäåìî òiëüêè
ãîðèçîíòàëüíó êâàçiíåïåðåðâíiñòü, áî âåðòè-
êàëüíà êâàçiíåïåðåðâíiñòü âñòàíîâëþ¹òüñÿ
àíàëîãi÷íî.

Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ [0, 1]2. Ââàæà¹ìî,
ùî f(p0) = 1. Äëÿ âèïàäêó, êîëè f(p0) = 0
òðåáà ìiðêóâàòè àíàëîãi÷íî. Âiçüìåìî äî-
âiëüíi âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè U i V
â [0, 1], òàêi, ùî x0 ∈ U i y0 ∈ V . Ìíîæè-
íà

∞⋃
n=1

A2n−1 ¹ âñþäè ùiëüíà â [0, 1]. Òîìó
iñíó¹ íîìåð n, òàêèé, ùî A2n−1 ∩ V 6= Ø. Âi-
çüìåìî äîâiëüíó òî÷êó y1 ∈ A2n−1 ∩ V 6= Ø.
Âíàñëiäîê òîãî, ùî ìíîæèíà B2m−1 ñêií÷åí-
íà, iñíó¹ âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U1 â
[0, 1], òàêà, ùî U1 ⊆ U i U1 ⊆ [0, 1] \ B2m−1.
Çãiäíî ç ïîáóäîâîþ íà ìíîæèíi U1 × {y1}
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ðiâíå 1. Öå äîâîäèòü ãî-
ðèçîíòàëüíó êâàçiíåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f â
òî÷öi p0. Îñêiëüêè â êîæíîìó ïðÿìîêóòíè-
êó, ÿêèé ìiñòèòüñÿ â [0, 1]2 ¹ òî÷êè, â ÿêèõ
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðiâíå 0 i òî÷êè, â ÿêèõ çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ ðiâíå 1, òî ôóíêöiÿ f íå ¹ êâà-
çiíåïåðåðâíîþ â æîäíié òî÷öi ç [0, 1]2.

Îòæå, ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî óìîâ ãîðèçîí-
òàëüíî¨ i âåðòèêàëüíî¨ êâàçiíåïåðåðâíîñòi íå
äîñèòü äëÿ òîãî, ùîá ôóíêöiÿ áóëà êâàçiíå-
ïåðåðâíîþ. Áiëüøå òîãî, öåé ïðèêëàä ïîêà-
çàâ, ùî ãîðèçîíòàëüíî i âåðòèêàëüíî êâàçi-
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ìîæå íå áóòè êâàçiíå-
ïåðåðâíîþ â æîäíié òî÷öi.

Ïîáóäîâàíà ó ïðèêëàäi 1 ôóíêöiÿ ñêðiçü
ðîçðèâíà. ßêùî ìíîæèíà C(f) ôóíêöi¨
f ∈ KhKv(X × Y, Z) ó ïåâíîìó ñåíñi âåëè-
êà, òî òàêîãî ïðèêëàäó, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíà
òåîðåìà, ïîáóäóâàòè íå ìîæíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X, Y i Z � òîïîëî-
ãi÷íi ïðîñòîðè, f : X × Y → Z � ãî-
ðèçîíòàëüíî i âåðòèêàëüíî êâàçiíåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i ìíîæèíà
M = {y ∈ Y : Cy(f) 6= X} íiäå íå ùiëüíà â
Y . Òîäi âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíåïåðåðâíå çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p0 = (x0, y0) ∈ X×Y .
Ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíåïå-
ðåðâíå â òî÷öi p0. Âiçüìåìî äîâiëüíi âiäêðè-
òi îêîëè W , U i V òî÷îê z0 = f(x0, y0),
x0 i y0 âiäïîâiäíî ó ïðîñòîðàõ X, Y i Z.
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Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f âåðòèêàëüíî êâà-
çiíåïåðåðâíå, òî iñíóþòü òî÷êà x1 ∈ X i
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V1, òàêi, ùî
f({x1} × V1) ⊆ W .

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ùiëüíà â V1 ìíîæèíà
A òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ A iñíó¹ âiäêðèòà
â X ìíîæèíà Uy, ùî Uy ⊆ U i f(Uy ×{y}) ⊆
W . Ñïðàâäi, îñêiëüêè ìíîæèíà W � âiäêðè-
òà, òî W ¹ îêîëîì êîæíî¨ òî÷êè (x1, y), äå
y ∈ V1. Âiçüìåìî âiäêðèòó íåïîðîæíþ ìíî-
æèíó G â Y , òàêó, ùî G ⊆ V1. Îñêiëüêè
G 6= Ø, òî iñíó¹ y ∈ G. Çãiäíî ç ãîðèçîíòàëü-
íîþ êâàçiíåïåðåðâíiñòþ âiäîáðàæåííÿ f â
òî÷öi (x1, y) ∈ U ×G iñíóþòü òî÷êà y1 ∈ G i
âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Uy1 â X, òà-
êi, ùî Uy1 ⊆ U i f(Uy1×{y1}) ⊆ W . Îòæå,
ìíîæèíà A ùiëüíà â V1. Îñêiëüêè ìíîæèíà
M íiäå íå ùiëüíà, à ìíîæèíà A ùiëüíà â
V1, òî iñíó¹ òî÷êà y′ ∈ A ∩ (Y \ M). Òîäi
ìíîæèíà Cy′(f) âñþäè ùiëüíà â X. Çíà÷èòü
iñíó¹ òî÷êà x′ ∈ Cy′(f) ∩ Uy′ . Çíîâó æ, ç âiä-
êðèòîñòi W âèïëèâà¹, ùî W ¹ îêîëîì òî÷êè
(x′, y′). Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâ-
íå â òî÷öi (x′, y′), òî iñíó¹ âiäêðèòèé îêië O
òî÷êè (x′, y′) â X × Y , òàêèé, ùî O ⊆ U × V
i f(O) ⊆ W . Öå äîâîäèòü, ùî âiäîáðàæåííÿ
f êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi p0.

Ïèòàííÿ. ×è êîæíà ãîðèçîíòàëüíî i
âåðòèêàëüíî êâàçiíåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : [0, 1]2 → R, ÿêà òî÷êîâî ðîçðèâíà, êâà-
çiíåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ?

5. Ñèìåòðè÷íà êâàçiíåïåðåðâíiñòü
ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü.

Ëåãêî íàâåñòè ïðèêëàä ñóêóïíî êâàçiíå-
ïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, ÿêà íå ¹ íàðiçíî êâàçiíå-
ïåðåðâíîþ.

Ïðèêëàä 2. Ïîáóäó¹ìî ñóêóïíî êâàçiíå-
ïåðåðâíó ôóíêöiþ íà [0, 1]2, ÿêà á íå áóëà
êâàçiíåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ïåðøî¨ i äðóãî¨
çìiííî¨.

Ïîêëàäåìî

f(x, y) =





1, ÿêùî (x, y) ∈ [0, 1
2
)× (1

2
, 1],

1, ÿêùî (x, y) ∈ (1
2
, 1]× [0, 1

2
),

1, ÿêùî x = 1
2
, y = 1

2
,

0, â iíøèõ òî÷êàõ [0, 1]2.

Ôóíêöiÿ f êâàçiíåïåðåðâíà çà ñóêóïíiñòþ

çìiííèõ, àëå ôóíêöiÿ f 1
2
íå ¹ êâàçiíåïåðåðâ-

íîþ â òî÷öi x = 1
2
i ôóíêöiÿ f

1
2 íå ¹ êâàçiíå-

ïåðåðâíîþ â òî÷öi y = 1
2
.

Çàóâàæèìî, ùî ïîáóäîâàíà ó ïðèêëàäi 2
ôóíêöiÿ íàëåæèòü äî KhK̃([0, 1]2,R), àëå íå
íàëåæèòü äî KhK([0, 1]2,R).

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äîïîìîæå íàì âñòà-
íîâèòè, ùî ñóêóïíî êâàçiíåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ âñå æ ìà¹ ïåâíi ðèñè íàðiçíî¨ êâàçiíå-
ïåðåðâíîñòi.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, ïðîñòîðè Y i Z çàäîâîëüíÿþòü
äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i âiäîáðàæåííÿ
f : X × Y → Z êâàçiíåïåðåðâíå çà ñóêó-
ïíiñòþ çìiííèõ. Òîäi iñíó¹ çàëèøêîâà â X
ìíîæèíà A, òàêà, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñè-
ìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî x â êî-
æíié òî÷öi äîáóòêó A× Y .

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ìiðêóâàòè âiä ñó-
ïðîòèâíîãî. Íåõàé íå iñíó¹ çàëèøêîâî¨ â X
ìíîæèíè A, òàêî¨, ùî âiäîáðàæåííÿ f ñè-
ìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî x â êî-
æíié òî÷öi äîáóòêó A × X. Òîäi iñíó¹ ìíî-
æèíà E äðóãî¨ êàòåãîði¨ â X, òàêà, ùî äëÿ
êîæíîãî x ∈ E âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ñè-
ìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíèì âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ â äåÿêié òî÷öi px = (x, yx). Öå îçíà-
÷à¹, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E iñíóþòü
îêîëè W (x), U(x) i V (x) âiäïîâiäíî òî÷îê
zx = f(px) â Z, x â X i yx â Y , òàêi, ùî
äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x â
X i äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V â Y ,
äëÿ ÿêèõ U × V ⊆ U(x) × V (x), ìà¹ìî, ùî
f(U × V ) 6⊆ W (x).

Íåõàé {Wm : m ∈ N} i {Vn : n ∈ N} �
áàçè ïðîñòîðiâ Z òà Y âiäïîâiäíî. Äëÿ íî-
ìåðiâ n i m ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Bn,m òèõ
òî÷îê x ∈ E, ùî yx ∈ Vn, zx ∈ Wm i äëÿ
äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x â X òà äîâiëü-
íî¨ âiäêðèòî¨ íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè V â Y
ç òîãî, ùî V ⊆ Vn ìà¹ìî f(U × V ) 6⊆ Wm.
Ïîêàæåìî, ùî

∞⋃
n,m=1

Bn,m = E. Âiçüìåìî òî-

÷êó x ∈ E. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ f íå ¹
ñèìåòðè÷íî êâàçiíåïåðåðâíèì âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiííî¨ â òî÷öi (x, yx), òî iñíóþòü îêî-
ëè W (x), U(x) i V (x) âiäïîâiäíî òî÷îê
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zx = f(x, yx) â Z, x â X i yx â Y , òàêi, ùî
äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî îêîëó U òî÷êè x â
X i äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V â Y ,
äëÿ ÿêèõ U×V ⊆ U(x)×V (x), ìà¹ìî, ùî
f(U×V ) 6⊆ W (x). Òîäi iñíóþòü íîìåðè n i m,
òàêi, ùî yx ∈ Vn ⊆ V (x) i zx ∈ Wm ⊆ W (x).
Çàóâàæèìî, ùî êîëè f(U × V ) 6⊆ W (x) äëÿ
êîæíîãî îêîëó U , òàêîãî, ùî U ⊆ U(x), òî
f(U × V ) 6⊆ W (x) äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U
òî÷êè x. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî âiäêðè-
òîãî îêîëó U òî÷êè x â X i äëÿ êîæíî¨ âiä-
êðèòî¨ ìíîæèíè V â Y , äëÿ ÿêèõ V ⊆ Vn,
ìà¹ìî, ùî f(U × V ) 6⊆ W (x). À öå îçíà÷à¹,
ùî x ∈ Bn,m.

Îñêiëüêè ìíîæèíà E äðóãî¨ êàòåãîði¨ â
X, òî iñíóþòü ÷èñëà m0 i n0, òàêi, ùî ìíî-
æèíà Bn0,m0 ùiëüíà â äåÿêié âiäêðèòié ìíî-
æèíi G. Ðîçãëÿíåìî òî÷êó px = (x, yx), äå
x ∈ B = Bn0,m0 ∩ G. Îñêiëüêè âiäîáðàæåí-
íÿ f êâàçiíåïåðåðâíå â òî÷öi px, òî iñíóþòü
âiäêðèòi ìíîæèíè U i V âiäïîâiäíî â ïðî-
ñòîðàõ X i Y , òàêi, ùî U × V ⊆ G × Vn0 i
f(U × V ) ⊆ Wm0 . Ç ùiëüíîñòi ìíîæèíè B
â G âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ U ∩ B.
Òîäi ìíîæèíà U ¹ îêîëîì òî÷êè x0. Îòæå,
f(U × V ) ⊆ Wm0 , äå U � îêië òî÷êè x0, à
V ⊆ Vn0 . À öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî x0 ∈ B.
Îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòæå, íàøå ïðèïó-
ùåííÿ õèáíå.

6. Õàðàêòåðèçàöiÿ ñóêóïíî¨ êâàçiíå-
ïåðåðâíîñòi.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, ïðîñòið Y çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi, Z � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëü-
íèé ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z
¹ êâàçiíåïåðåðâíèì çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè f � ãîðèçîíòàëü-
íî êâàçiíåïåðåðâíå i êâàçiíåïåðåðâíå âiäíî-
ñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ïðè çíà÷åííÿõ ïåðøî¨, ùî
ïðîáiãàþòü äåÿêó çàëèøêîâó ìíîæèíó â X.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèçîâ-
íèé ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið ¹ ðåãóëÿðíèì ç
äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi. Òîìó äîñòà-
òíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1. Íåîáõiäíiñòü
îäåðæó¹òüñÿ ç òåîðåìè 3 i òîãî ôàêòó, ùî
êîæíå êâàçiíåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ âiäîáðàæåííÿ ¹ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíå-
ïåðåðâíå, à ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f ñèìåòðè-

÷íî êâàçiíåïåðåðâíå âiäíîñíî çìiííî¨ x, òî
fx êâàçiíåïåðåðâíå.

Öÿ òåîðåìà äà¹ ðiâíiñòü êëàñiâ ôóíêöié:

KhK̃(X × Y, Z) = K(X × Y, Z),

äå X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, ïðîñòið Y çàäî-
âîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, Z � ìå-
òðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið.
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