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КОЗОБРАЖЕННЯ I ВЛАСТИВОСТI ВIНЦЕВОГО СТЕПЕНЯ
ЗНАКОЗМIННИХ ГРУП

Зроблено конструктивне просте й елементарне доведення двопородженностi метазнакозмiн-
ної групи An1 o An2 . . . o Anm

(ni ≥ 5, m > 2). Знайдено твiрнi та визначальнi спiввiдношення
для вiнцевого степеня знакозмiнних груп An oAn . . . oAn︸ ︷︷ ︸

m

(m > 2).

An elementary and constructive proof of the existence of an 2-element generator system for
metaalternating group An1 o An2 . . . o Anm , (ni ≥ 5, m > 2) is given. We find generators and
defining relations for wreath products of alternating groups An oAn . . . oAn︸ ︷︷ ︸

m

(m > 2).

1. Вступ. Знакозмiнна група An з’явля-
ється у багатьох дослiдженнях [1 – 4]. Її ко-
зображення i властивостi дослiджував Кар-
майкл [4]. Питання про козображення вiн-
цевого добутку груп An o An i An o An o An

виникало ще при побудовi графiв Келi [3] та
у дослiдженнi систем твiрних цих груп [4].
Для рiзних систем твiрних i вiдповiдних їм
спiввiдношень цi графи мають мало спiльно-
го окрiм того, що вони мають однакову кiль-
кiсть вершин i однаковi регулярностi. Графи
Келi цiєї групи можуть бути не iзоморфнi,
окрiм як в сенсi спецiального топологiчного
lips-iзоморфiзму [5]. Також цiкавим є вивче-
ння властивостей iнших графiв пов’язаних
з цими групами. У статтi [1] неконструктив-
ними методами була доведена двопородже-
нiсть нескiнченно iтерованих вiнцевих добу-
ткiв

An1 o An2 o . . . , ni ≥ 5.

Пiзнiше (див. [6, 7]), даний результат було
узагальнено на нескiнченно iтерованi вiнцевi
добутки довiльних неабелевих простих груп.
У статтях [10, 11] були побудованi тополо-
гiчна r-елементна та двоелементна системи
твiрних для метазнакозмiнних груп нескiн-
ченного i скiнченного рангу вiдповiдно. На-
веденi нами доведення i результати є дещо
простiшими i загальнiшими нiж попереднi.

2. Основнi поняття i результати. Не-

хай (G,X) i (H,Y ) двi групи пiдстановок, де
(G,X) o H – вiнцевий добуток групи (G,X)
пiдстановок з абстрактною групою H. Ви-
значимо дiю групи (G,X) o H на множи-
нi X × Y , поклавши для довiльної пари
(u, v) ∈ X × Y i для довiльного елемента
[g, h(x)] ∈ (G,X) oH

(u, v)[g,h(x)] = (ug, vh(u)). (1)

При цьому одинична таблиця визначає три-
вiальну дiю. Отже, так задана дiя визначає
групу пiдстановок на множинi X × Y .

Означення 1. Група пiдстановок
(G o H,X ×Y ) з дiєю (1), називається вiн-
цевим добутком груп пiдстановок (G,X) i
(H, Y ).

Знакозмiнна група An є пiдгрупою групи
пiдстановок Sn iндекса 2, її твiрними можна
при n > 3 взяти цикли

t = (1, 2, 3), s = (3, 4, ..., n)

для n ≡ 1 (mod 2) та

t = (1, 2, 3), s = (1, 2)(3, 4, ..., n)

у випадку n ≡ 0 (mod 2).
Козображення An для цiєї системи твiр-

них знайдене ще Кармайклом [3]:

t3 = sn−2 = (st)n = (ts−ktsk)2,
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якщо 1 ≤ k ≤ n− 3

2
та n ≡ 1 (mod 2) i

t3 = sn−2 = (st)n−1 = (t(−1)k

s−ktsk)2 = e,

якщо 1 ≤ k ≤ n− 2

2
та n ≡ 0 (mod 2).

Знайдемо козображення для групи

An o An = 〈s0, s1, . . . , sn, t0, t1, . . . , tn〉
при n ≡ 1 (mod 2), та

s0 = [(3, 4, . . . , n), e, . . . , e],

s1 = [e, (3, 4, . . . , n), e, . . . , e],

. . . ,

si = [e, . . . , e, (3, 4, . . . , n), e, . . . , e],

. . . ,

sn = [e, . . . , e, (3, 4, . . . , n)];

t0 = [(1, 2, 3), e, . . . , e],

t1 = [e, (1, 2, 3), e, . . . , e], . . . ,

tn = [e, . . . , e, (1, 2, 3)].

Спочатку розглянемо вiнцевий добуток
E o An. Зрозумiло, що

E o An = 〈s1, s2, . . . , sn, t1, t2, . . . , tn〉
фактично має конструкцiю прямого добутку
груп An × . . .× An.

Нагадаємо деякi добре вiдомi факти.
Теорема 1. Якщо Gi = 〈Xi|Ri〉, i ∈ I,

причому Xi

⋂
Xj = ∅, i 6= j, тодi маємо

∏
i∈I

Gi = 〈∪Xi| ∪ Ri, xixj = xjxi,

xi ∈ Xi, xj ∈ Xj〉.

Оскiльки oki=1Ani
C oki=1Sni

, то розгляне-
мо будову пiдгруп у oki=1Sni

. Нехай G <
oki=1Sni

, тодi G допускає таке представлен-

ня: G =
p⊔

i=0

[ai, Hi], де всi ai рiзнi, зокре-

ма ai ∈ ok−1
i=1 Sni

, a0 = e, Hi ⊂
n1n2...nk−1∏

i=1

Sni
,

H0 = H.

Лема 1. Нехай G C oki=1Sni
, тодi

G =

p⊔
i=0

[ai, Hi] : Hi = H0bi, bi ∈ Hi.

Доведення.Нехай [ai, Hi] ⊂ G. Врахову-
ючи, що G C oki=1Sni

, для довiльного [ai, e] ∈
oki=1Sni

, маємо

[ai, e][ai, Hi][ai, e]
−1 = [ai, H

ai
i ] ⊂ G,

тому Hai
i = Hi. Нехай |ai| = m, тодi

[ai, Hi]
m=[e,Hm

i ],

а звiдси Hm
i ⊂ H. Оскiльки G — група, то

[e,H][ai, Hi] = [ai, HHi].

Отже, H ·Hm
i ⊂ Hi. Маємо ланцюг потужно-

стей:

|Hi| ≤ |Hm
i | ≤ |HHi| ≤ |Hi|.

Звiдси HHi = Hi, тому Hbi = Hi, bi ∈ Hi. ¤
Нехай D — довiльна двопороджена доско-

нала група.
Лема 2. Нехай tD i sD — це твiрнi гру-

пи D. Тодi наступнi елементи утворюють
систему твiрних для An oD, n ≥ 4:
{

[t, e, . . . , e], [e, e, e, tD, . . . , e],

[sn, e, e, e, . . . , e], [e, e, e, sD, e, . . . , e],
(2)

де символом e позначено як тотожну пiд-
становку, так i функцiю вiд k змiнних (1 ≤
k ≤ n− 1), всi значення якої є тотожними
пiдстановками.

Доведення. Оскiльки An дiє точно i
транзитивно, то згiдно з [10] системою твiр-
них для групи An oD є наступна система:





s0 = [(3, 4, . . . , n), e, . . . , e],

s1 = [e, sD, e, . . . , e], . . . ,

si = [e, . . . , e, sD, e, . . . , e], . . . ,

sn = [e, . . . , e, sD];

t0 = [(1, 2, 3), e, . . . , e],

t1 = [e, tD, e, . . . , e], . . . ,

ti = [e, e, . . . , e, tD, e, . . . , e], . . . ,

tn = [e, . . . , e, tD].

(3)
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Доведемо можливiсть виразити твiрнi з
(3) через (2). Справдi, шляхом спряження
твiрних з (2) можна отримати всi елементи
з (3), наприклад:

s0t3s
−1
0 =

= [s, e, e, ..., e][e, e, e, t, e, ..., e][s−1, e, e, ..., e] =

= [e, e, e, e, t, e, ..., e] = t4,

s0tis
−1
0 =

= [s, e, e, ..., e][e, e, ..., e, t, e, ..., e]·
·[s−1, e, e, ..., e] = [e, e, e, ..., e, t, e, ..., e] = ti+1,

sj
0tis

−j
0 = ti+j, i + j ≤ n,

tj0tit
−j
0 = ti+j, i + j ≤ 3.

Лема 3. Нехай A,D – скiнченнi, доско-
налi групи, тодi A oD теж досконала.

Доведення. Маємо систему твiрних
виду (3) i зафiксуємо довiльний x ∈ X i
BX = {[e, ..., e, bx, e, ..., e]|bx ∈ D} – база
вiнцевого добутку. З одного боку кому-
тант (A o D)′ мiстить окрiм iнших i усi
елементи виду (3), тобто [a, e, ..., e] та
[e, ..., e, bx, ..., e]. Наприклад, [a, e, ..., e] =
k∏

i=1

([vi, e, ..., e] · [ui, e, ..., e] · [v−1
i , e, ..., e]·

[u−1
i , e, ..., e]) i в силу досконалостi такi

u, v ∈ A iснують. Аналогiчно з твiрними
виду [e, ..., e, bx, ..., e]. Тобто (A oD)′ ⊇ (A oD).
Навпаки, група завжди мiстить свiй кому-
тант, тому (A oD)′ ⊆ (A oD). ¤

Зауваження 1. Вiнцевий добуток
oki=1 Di досконалих груп (Di, Xi), |Xi| < +∞,
1 ≤ i ≤ k, теж досконала група.

Доведення здiйснюється методом мате-
матичної iндукцiї по i. База iндукцiї пере-
вiрена у лемi 3.

Зауваження 2. Вiнцевий добуток
oki=1 Di скiнченно породжених досконалих
не обов’язково скiнченних груп (Di, Xi), де
кожна Di, 1 ≤ i ≤ k, має скiнченну шири-
ну по комутанту [9], теж є досконалою
групою.

Доведення. Оскiльки кожен елемент ко-
мутанта D′ = D у цьому випадку виража-
ється через скiнченну кiлькiсть комутато-
рiв [ui, vi] , ui, vi ∈ D, то кожен фiксований

твiрний виду [ai, e, ..., e] i [e, ..., e, bx, ..., e] ви-
разиться через скiнченну кiлькiсть елемен-
тiв комутанта. ¤

Лема 4. Нехай маємо досконалу групу
D ' 〈tD, sD〉. Тодi елементи

g = [t, e, e, tD, e, . . . , e]

та
f = [sn, e, e, sD, e, . . . , e]

утворюють систему твiрних для An o D,
n ≥ 4.

Доведення. Спочатку розглянемо випа-
док коли n — непарне. Тодi sn = (3, 4, . . . , n).
Маючи елементи

g3 = [e, s, s, s, e, ..., e],

fn−2 = [e, e, e, tD, tD, ..., tD],

що отриманi з твiрних, породжуємо ними
пiдгрупу H = 〈g3, fn−2〉. Помiтимо, що її
третя координата мiстить всю множину еле-
ментiв з D, тобто [H]3 ' D, оскiльки D =
=< tD, sD >. Знаходимо її комутант K =
[H, H]. Зрозумiло, що кожен елемент iз K
має вигляд [e, e, e, g′, e, ..., e], де g′ довiльний
елемент з D. Тобто [K]3 ' D. Таким чином,
елементи [e, e, e, tD, e, ..., e] i [e, e, e, sD, e, ..., e]
з (2) мiстяться в K i тому можуть бути ви-
раженi з g i f . Покажемо, що з вказаних
твiрних можна виразити (2). Справдi, по-
множимо твiрний g = [t, e, e, tD, e, . . . , e] на
елемент ω = [e, e, e, t−1

D , e, e, ..., e] ∈ K злiва,
матимемо [t, e, e, . . . , e]. Аналогiчно отриму-
ємо [s, e, e, ..., e]. Отже, отримуємо систему
твiрних (2).

Тепер розглянемо випадок, коли n — пар-
не. Тодi

sn = (1, 2)(3, ..., n)

i

fn−1 = [sn−1
n , e, sD, ..., sD] = [e, e, sD, ..., sD].

Далi породжуємо групу H = 〈g3, fn−1〉, а по-
тiм беремо її комутант. Отримаємо таку гру-
пу:

K = {[e, e, b, e, ..., e] | b ∈ D}.
Далi цiлком аналогiчно виражається систе-
ма твiрних (2). Отже, f, g – твiрнi для An o
D, n ≥ 4.
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Наслiдок 1. Нехай An0 = 〈t, sn0〉, D —
деяка досконала двопороджена група. Тодi
група onk−1

i=0 Ani
oD, де

n0 ≥ 4, ni ≥ 5, k − 1 ≥ i ≥ 1

має двоелементну систему твiрних

f1 = [t, e, e, f, e, ..., e], g1 = [sn0 , e, e, g, e, ..., e].

Доведення. Скористаємося методом ма-
тематичної iндукцiї. База iндукцiї перевiре-
на в лемi 4. Покажемо правильнiсть при-
пущення iндукцiї для k + 1 спiвмножникiв.
Нехай доведено двопородженiсть для k мно-
жникiв

D2 ' onk−1

i=1 Ani
oD = 〈f, g〉,

тодi врахувавщи асоцiативнiсть вiнцевого
добутку груп пiдстановок маємо

onk−1

i=0 Ani
oD ' An0 o (onk−1

i=1 Ani
oD) ' An0 oD2

(тут до останньої групи застосовна лема 4).
Наслiдок 2. Метазнакозмiнна група

рангу (k1, . . . , ks), де всi ki ≥ 5, i > 1 для
i = 1, k1 ≥ 4 є двопородженою.

Доведення випливає з леми 4.
Теорема 4. Нехай при n ≡ 1 (mod 2)

група G має наступне козображення:

〈t0, ..., tn, s0, ..., sn|t3 = sn−3 = (st)n =

= (ts−ktsk)2, 0 ≤ k ≤ (n− 3)

2
, 1 ≤ i, j ≤ n;

sjsi = sisj, tjti = titj, 0 ≤ i, j ≤ n, n > 3;

R2, s0si = sis0, i = 1, 2〉,
де R2 – спiввiдношення з системи (2), тодi
G ' An o An.

Доведення. Доведемо, що G iзоморфна
An o An. Справдi, всi зазначенi спiввiдноше-
ння з G виконуються в An oAn, але в An oAn

можуть бути ще якiсь спiввiдношення, що
невивiднi з вище вказаних. Якщо б такi бу-
ли, то порядок групи An oAn був би меншим
за порядок групи G. Доведемо, що порядки
цих груп спiвпадають. Для цього доведемо,
що кожне слово ω ∈ G можна звести до ка-
нонiчного виду:

ω = ωnωn−1 . . . ω1ω0,

де ωi — це комбiнацiя зi степенiв si, ti. При
зведеннi до такого виду врахуємо, що

sisj = sjsi, tisj = sjti, titj = tjti,

для 1 ≤ i, j ≤ n.
Далi наведемо процес зведення ω до ка-

нонiчної форми, де s0, t0 стоять в правому
кiнцi слова, тобто процес «перекидування»
s0, t0 в кiнець слова.

a) Розглянемо слово s0ωnωn−1 . . . ω1. Має-
мо кiлька випадкiв:

1а) s0ω1 =

{
s0t

k
1

s0s
k
1

=
{

tk1s0,
sk
1s0;

2а) s0ω2 =

{
s0t

k
2

s0s
k
2

=
{

tk2s0,
sk
2s0;

3а) s0ω3 =

{
s0t

k
3

s0s
k
3

=
{

tkns0,
sk

ns0;

4а) s0ωn =

{
s0t

k
n

s0s
k
n

=

{
tkn−1s0,
sk

n−1s0,
n > 3.

б) Знаходимо подiбнi спiввiдношення для
t0. Отже, маємо:

1б) t0ω1 =

{
t0t

k
1

t0s
k
1

=

{
tk3t0,

sk
3t0;

2б) t0ω2 =

{
t0t

k
2

t0s
k
2

=

{
tk1t0,

sk
1t0;

3б) t0ω3 =

{
t0t

k
3

t0s
k
3

=

{
tk2t0,

sk
2t0;

4б) t0ωn =

{
t0t

k
n

t0s
k
n

=

{
tknt0,

sk
nt0,

n > 3.

Отже, кожне слово ω ∈ G має канонiчний
вигляд ω = ωnωn−1 . . . ω1ω0, причому для ко-

жного i ≥ 0: |ωi| = |An| = n!

2
, тодi

| G |=| An o An |=
(

n!

2

)n+1

.

Теорему доведено. ¤
Знайдемо тепер козображення для групи

An o An = 〈s0, s1, . . . , sn, t0, t1, . . . , tn〉
при n ≡ 0 (mod 2), де її твiрнi елементи за-
даються таблицями:

s0 = [(12)(3, 4, . . . , n), e, . . . , e],

s1 = [e, (12)(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], . . . ,
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sn = [e, . . . , e, (12)(3, 4, . . . , n)],

t0 = [(1, 2, 3), e, . . . , e],

t1 = [e, (1, 2, 3), e, . . . , e], . . . ,

tn = [e, e, . . . , e, (1, 2, 3)].

Аналогiчно, як i в попередньому випадку,
скориставшись теоремою 1, знаходимо козо-
браження для E o An, а саме:

E o An = 〈s1, s2, . . . , sn, t1, t2, . . . , tn|sn−2
i =

= t3i = (siti)
n = (tis

−k
i tis

k
i )

2 = e, titj =

= tjti, sisj = sjsi, tisj = sjti, 1 ≤ i, j ≤ n〉.
Наведемо правила множення в An o An.

Отже, маємо наступну систему спiввiдно-
шень:





sjsi = sisj, tjti = titj, 1 ≤ i, j ≤ n;
s0ti = ti−1s0, s0si = si−1s0, i > 3;
s0s3 = sns0, s0t3 = tns0,
s0t1 = t2s0, s0s1 = s2s0,
s0t2 = t1s0, s0s2 = s1s0,
t0ti = tit0, t0si = sit0, i > 3;
t0t1 = t3t0, t0s1 = s3t0,
t0ti = ti−1t0, t0si = si−1t0, i = 2, 3.

(4)

Таким чином, у спiввiдношеннях (4) зна-
йдено правила множення елементiв t0, s0 на
решту елементiв з An o An.

Теорема 5. Нехай n ≡ 0 (mod 2) i група
G задається наступним козображенням:

G = 〈s0, s1, s2, . . . , sn, t0, t1, t2, . . . , tn|sn−2
i =

= t3i = (siti)
n−1 = (t

(−1)k

i s−k
i tis

k
i )

2 = e,

0 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n− 2

2
, n > 3;

sjsi = sisj, tjti = titj, 1 ≤ i, j ≤ n, R3〉,
де R3 це спiввiдношення iз системи (3). Тодi
G iзоморфна An o An.

Доведення. Помiтимо, що всi правила
множення з групи G виконуються в An oAn.
Залишилося довести, що в An o An немає iн-
ших невивiдних спiввiдношень. Якби вони
iснували, то порядок An oAn був би меншим
нiж |G|, тому покажемо рiвнiсть цих поряд-
кiв. Для цього доведемо, що кожне слово
ω ∈ G можна звести до канонiчного виду:

ω = ωnωn−1 . . . ω1ω0,

де ωi — це комбiнацiя зi степенiв si, ti. При
зведеннi до такого виду врахуємо, що

sisj = sjsi, tisj = sjti, titj = tjti,

для 1 ≤ i, j ≤ n.
Далi наведемо процес зведення слова ω

до канонiчного виду, де s0, t0 знаходиться в
правому кiнцi слова, тобто процес «переки-
дування» s0, t0 в кiнець слова.

a) Розглянемо слово s0ωnωn−1 . . . ω1. Має-
мо кiлька випадкiв:

1а) s0ω1 =

{
s0t

k
1

s0s
k
1

=

{
sk
2s0,

sk
2s0;

2а) s0ω2 =

{
s0t

k
2

s0s
k
2

=

{
sk
1s0,

sk
1s0;

3а) s0ω3 =

{
s0t

k
3

s0s
k
3

=

{
tkns0,

sk
ns0;

i т.д.

б) Аналогiчно розглянемо випадки iз t0,
враховуючи при цьому, що t0 комутує з si,
та ti при i > 3.

1б) t0ω1 =

{
s0t

k
1

s0s
k
1

=

{
tk1s3,

sk
1s3;

2б) t0ω2 =

{
s0t

k
2

s0s
k
2

=

{
tk1s0,

sk
1s0;

3б) t0ω3 =

{
t0t

k
3

t0s
k
3

=

{
tk2t0,

sk
2t0;

i т.д.

Отже, кожне слово ω ∈ G має канонiчний
вигляд ω = ωnωn−1 . . . ω1ω0, при цьому для

кожного i ≥ 0: |ωi| = |An| = n!

2
, тодi

| G |=| An o An |=
(

n!

2

)n+1

,

що i треба було довести. ¤
Нехай W2 = An oAn дiє пiдстановками на

множинi X2 з n2 елементiв i An на множинi з
n елементiв. Тодi можна iндуктивно визна-
чити W3 = (W2, X

2) o An. Позначимо через
X∗ вiльний моноїд породжений множиною
X. Тодi множина X∗ скiнченних послiдовно-
стей над X має структуру регулярного де-
рева [8].

Вiдомо [6], що для сферично однорiдного
кореневого дерева висоти m маємо iзомор-
фiзм

AutXm ' Sn o Sn o . . . o Sn,
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тому група omi=1An занурюється в цю групу.
Означення 2. Рiвнем Lk назвемо мно-

жину вершин V , що лежать на вiдстанi
d(v, v0) = k − 1 вiд кореня v0.

Позначимо через t001 — 1-ий твiрний еле-
мент з L3, що мiстить пiдстановку t =
(1, 2, 3) на першiй позицiї пасивної частини.
Аналогiчно знаходимо

t002 = [[e, . . . , e], e, (1, 2, 3), e, . . . , e].

Згiдно з конструкцiєю iтерованого вiнцевого
добутку i-ий пасивний елемент 1-ої таблицi
дiє на елементах, що мають позицiї з номе-
рами (i − 1)n + 1, . . . , ni наступної (другої)
таблицi при множеннi, в яку теж вкладена
менша таблиця в якостi активного елемента.

Означення 3. Назвемо твiрними 3-
го рiвня елементи, якi утворюються при
спряженнi твiрних t001, s001 твiрними з
An o An, тобто з групи, яка утворилась
на попереднiй iтерацiї, наприклад, таким є
t01t001t

−1
01 = t003.

Зрозумiло, що довiльний твiрний з L3

можна отримати спряженнями елементами
t001, s001, зокрема,

t00i = sj
01t01t001t

−1
01 s−j

01 ,

3 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ n− 3,

де j залежить вiд i. Для рiвня L2 маємо

t0n = s0t0t01t
−1
0 s−1

0 ,

t0(n−i+1) = si
0t0t01t

−1
0 s−i

0 , 0 < i < n− 3.

Знайдемо тепер козображення для групи
An oAn oAn, що породжена твiрними s0, s01,
..., s0n, s001, ..., s00n, t0, t01, ..., t0n, t001, ..., t00n

при n ≡ 1 (mod 2), де

s0 = [[(3, 4, . . . , n), e, . . . , e]e, . . . , e],

s01 = [[e, (3, 4, . . . , n), e, . . . , e]e, . . . , e], ...,

s0i = [[e, . . . , e, (3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e],

s0n = [[e, . . . , e, (3, 4, . . . , n)], e, . . . , e];

s001 = [[e, . . . , e](3, 4, . . . , n), e, . . . , e, ], ...,

s00n2 = [[e, . . . , e], e, . . . , e, (3, 4, . . . , n)];

t0 = [[(1, 2, 3), e, . . . , e], e, . . . , e],

t01 = [[e, (1, 2, 3), e, . . . , e], e, . . . , e], ...,

t0n = [[e, . . . , e, (1, 2, 3)], e, . . . , e],

t001 = [[e, . . . , e], (1, 2, 3), e, . . . , e], ...,

t00n2 = [[e, . . . , e], e, . . . , e, (1, 2, 3)].

Дослiдимо правила множення в An o Ano
oAn. При множеннi в An oAn oAn теж викори-
стовується права регулярна дiя, тому спiв-
вiдношення мiж елементами сусiднiх рiвнiв,
якi належать одному пiддереву, тобто мають
однаковi першi k − 1, 1 ≤ k ≤ 3 iндексiв, є
по сутi такi ж як у An oAn. Точнiше для еле-
ментiв з L2, L3 при n ≡ 1 (mod 2) маємо:





s0jt00i = t00i−1s0j,
s0js00i = s00i−1s0j,
(j − 1)n + 3 ≤ i ≤ jn;
s0jt00i = t00is0j,
s01s00i = s00is01,
(j − 1)n + 1 ≤ i ≤ (j − 1)n + 2;
s0is00(i−1)n+3 = s00ins0i,
s0it00(i−1)n+3 = t00ins0i,
s0it00(i−1)n+r0 = t00(i−1)n+r0s0i,
s0is00(i−1)n+r0 = s00(i−1)n+r0s0i,
r0 ∈ {1, 2};
t0it00(i−1)n+r = t00(i−1)n+rt0i, r > 3;
t0is00(i−1)n+r = s00(i−1)n+rt0i, r > 3;
t0it00(i−1)n+1 = t00(i−1)n+3t0i,
t0is00(i−1)n+1 = s00(i−1)n+3t0i,

(5)

де 0 ≤ j ≤ n−1, а для елементiв з L1, L2 ви-
конуються рiвностi (2) i (4), при цьому пере-
позначаємо в нових твiрних s0i = si, t0i = ti,
n ≥ i ≥ 1. Для випадку n ≡ 1 (mod 2) мо-
жна записати аналогiчнi спiввiдношення.

Для елементiв з рiзних пiддерев, тобто
для t0i, t0jl, i − 1 6= j, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ r ≤ n
виконуються спiввiдношення:





t0it00jn+r = t00jn+rt0i,
t0is00jn+r = s00jn+rt0i,
s0it00jn+r = t00jn+rs0i,
s0it00jn+r = t00jn+rs0i,

(6)

бо їм вiдповiдають автоморфiзми, що дiють
на рiзних множинах слiв.

Залишилося дослiдити правила множен-
ня елементiв t0, s0 на решту елементiв з L3.
Для цього позначимо

t00i = ti, s00i = si, 1 ≤ i ≤ n2.
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Для елементiв з 0-го i 3-го рiвнiв, у випадку
n ≡ 1 (mod 2), маємо наступнi спiввiдноше-
ння, якi також є у групi G, а саме:





s0ti = tis0, s0si = sis0, 1 < i < 3n;
t0tn = t3ntn, tns1 = s3ntn,
s0ti = ti−ns0, s0si = si−ns0,
4n < i ≤ n2;
s0ti = tn2−ks0, s0si = sn2−ks0,
k = n− 1− (i− 3n) = 4n− i− 1,
3n ≤ i ≤ 4n;
t0ti = tit0, t0si = sit0, i > 3n;
t0ti = ti−nt0, t0si = si−nt0,
n < i ≤ 3n;
t0ti = t2n+it0, t0si = s2n+it0,
1 ≤ i ≤ n.

(7)

Доведемо детально лише кiлька спiв-
вiдношень, бо всi iншi правила множення
перевiряються аналогiчно безпосереднiм
множенням. Нехай i < 3n. Тодi

s0ti = [[(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e]·
·[[e, . . . , e], e, (1, 2, 3), e, . . . , e] =

= [[e, . . . , e], e, (1, 2, 3), e, . . . , e]·
·[[(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e] = tis0.

Для i = 2n + 1 маємо

t0ti = [[(1, 2, 3), e, . . . , e], e, . . . , e]·
·[[e, . . . , e], e, . . . , (1, 2, 3), e, . . . , e] =

= [[e, . . . , e], (1, 2, 3), e, . . . , e]·
·[[(1, 2, 3), e, . . . , e], e, . . . , e] = tn+1t0.

Отже, спiввiдношення t0t2n+1 = tn+1t0 вико-
нується.

Нехай n — парне. Тодi маємо наступну
систему спiввiдношень:




1 ≤ i ≤ n, s0ti = tn+is0, s0si = sn+is0,
s0ti = ti−n(mod 2n)s0, s0si = si−n(mod 2n)s0;
s0ti = ti−ns0, s0si = si−ns0, n < i ≤ 2n;
s0ti = ti−ns0, s0si = si−ns0, 4n < i ≤ n2;
s0ti = tn2−ks0, s0si = sn2−ks0,
k = 4n− i− 1, 3n ≤ i ≤ 4n;
t0ti = tit0, t0si = sit0, i > 3n;
t0ti = ti−nt0, t0si = si−nt0, n < i ≤ 3n;
t0ti = t2n+it0, t0si = s2n+it0, 1 ≤ i ≤ n.

Перевiримо спiввiдношення s0ti = tn+is0,
при i = 2 та n > 2:

s0t2 = [[(1, 2)(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e]·
·[[e, . . . , e], e, (1, 2, 3), e, . . . , e] =

= [[e, . . . , e], e, . . . , e, (1, 2, 3), e, . . . , e]·
·[[(1, 2)(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e] = tn+2s0.

Отже, потрiбне спiввiдношення виконує-
ться.

Обґрунтуємо формулу для величини зсу-
ву k вiдносно n2 у формулi

s0ti = tn2−ks0, 3n ≤ i ≤ 4n.

Зсув до позицiї з номером 3n це величина
i′′ = i − 3n, зсув вправо вiд позицiї n2 це
i′′ = n− i′. Ще вiднiмемо 1, враховуючи вiд-
ображення iз позицiї з номером 3n в позицiю
n2, в результатi маємо:

k = i′′ − 1 == (n− i′)− 1 =

= n− (i− 3n)− 1 = 4n− i− 1.

Доведемо, що в An oAn oAn iнших спiввiд-
ношень немає. Покажемо, що

| G |=| An o An o An | .
Для цього доведемо, що слово w ∈ G можна
звести до канонiчного виду:

w = wn2wn2−1 . . . w1w0.

При зведеннi до канонiчного виду врахує-
мо вище наведенi спiввiдношення i комута-
цiї s0jt0i = t0is0j, t0jt0i = t0it0j, s0js0i = s0is0j,
аналогiчно комутацiї мiж елементами 3-го
рiвня s00jt00i = t00is00j, . . ., 1 ≤ j, i ≤ n2

i комутацiї мiж елементами рiзних рiвнiв
t0it0jl = t0jlt0i, t0is0jl = s0jlt0i, s0it0jl = t0jls0i,
s0it0jl = t0jls0i, i 6= j, 1 ≤ l ≤ n2, 1 ≤ i, j ≤ n.
Далi здiйснюємо процес зведення довiльно-
го слова ω ∈ G до кaнонiчного виду:

ω = ωnωn−1 . . . ω1ω0,

де ωi — це комбiнацiя зi степенiв si, ti, t0i,
s0i, t0jl, s0jl. Цей процес зводиться до «пере-
кидування» s0, t0 в кiнець слова i впоряд-
куваннi iнших елементiв так, щоб отримати
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канонiчне слово w. Отже, доведено теорему
про те, що G iзоморфна An o An o An.

Теорема 6. Нехай при n ≡ 1 (mod 2)
група G має наступне козображення:

〈t3 = sn−3 = (st)n = (ts−ktsk)2, 0 ≤ k ≤ n− 3

2
;

s0js0i = s0is0j, s0jt0i = t0is0j, t0jt0i = t0it0j,

t0js0i = s0it0j, 1 ≤ i, j ≤ n, n > 3;

s0s0i = s0is0, i = 1, 2, R2, R4, R5, R6〉,
де R2, R4, R5, R6 — це спiввiдношення з си-
стем (2), (4), (5), (6) вiдповiдно, тодi

G ' An o An o An.

Доведення. Для omi=1An (тут i надалi пiд
omi=1An розумiємо omi=1A

(i)
n , при цьому A

(1)
n =

= A
(2)
n = . . . = A

(m)
n = An) досить довести

детально лише кiлька спiввiдношень, бо всi
iншi правила множення перевiряються ана-
логiчно безпосереднiм множенням.

Нехай i < 3n, тодi

s0ti = [[(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e]·
·[[e, . . . , e]e, e, (1, 2, 3), e, . . . , e] =

= [[e, . . . , e]e, e, (1, 2, 3), e, . . . , e]·
·[[(3, 4, . . . , n), e, . . . , e], e, . . . , e] = tis0.

Для i = 2n + 1:

t0ti = [[(1, 2, 3), e, . . . , e], e, . . . , e]·
·[[e, . . . , e]e, e, . . . , (1, 2, 3), e, . . . , e] =

= [[e, . . . , e](1, 2, 3), e, e, e, . . . , e]·
·[[(1, 2, 3), e, . . . , e], e, . . . , e] = tn+1t0.

Отже, спiввiдношення t0t2n+1 = tn+1t0, ви-
конується.

Виведемо спiввiдношення для omi=0An за
iндукцiєю, припустивши, що для om−1

i=1 An

спiввiдношення знайденi i є аналогiчними
наведеним вище а саме, для парного n має-
мо:

1) при 1 < i < 3nm−1,

s0ti = tis0, s0si = sis0;

2) при 3nm−2 ≥ i > 1, i ∈ N,
t0si = si−nm−2(mod 3nm−2)t0,

t0ti = ti−nm−1(mod 3nm−2)t0;

3) при nm ≥ i > 3nm−2, i ∈ N,
t0si = sit0;

4) при 3nm−2 < i < nm, i ∈ N,
s0ti = ti−3nm−2−nm−2+1(mod nm−1)s0,

s0si = si−3nm−2−nm−2+1(mod nm−1)s0.

Помiтимо вкладенiсть om−1
i=1 An в omi=1An.

Звiдси отримуємо, що спiввiдношення мiж
твiрними з L1 i Lm у omi=1An такi самi як у
om−1
i=1 An, тобто для твiрних з рiзних рiвнiв
визначальним є вiдстань d(v1, v2) мiж вiдпо-
вiдними вершинами v1, v2. Тому для k < m
спiввiдношення можна виписати у меншiй
вкладенiй пiдгрупi om−1

i=1 An, що iзоморфна
групi AutXm−1, для якої ми власне i ввели
вiдстань.

Отже, залишається перевiрити лише пра-
вильнiсть спiввiдношень мiж твiрними t0, s0

i твiрними m-го рiвня, бо мiж вершина-
ми v1, v2 з AutXm, що вiдповiдають iншим
твiрним, окрiм вершин з L1 i Lm, вiдстань
d(v1, v2) менша за m, тому вони вкладенi
в AutXm−1, де виконанi спiввiдношення за
припущенням iндукцiї. Тодi позначимо че-
рез tmi твiрний з m-го рiвня i його образ пi-
сля дiї спряженням позначимо як t

(m)
i , 1 <

< i < 3nm−1, який має вигляд: t
(m)
i ≡ ti =

= [[. . . [e, e, e, . . . , ] . . .] . . .︸︷︷︸
i−1

(1, 2, 3), . . . , e].

Для парного n маємо:
1) при 1 < i < 3nm−1,

s0ti = tis0, s0si = sis0;

2) при 3nm−1 ≥ i > 1, i ∈ N, маємо:
t0si = si−nm−1(mod 3nm−1)t0,

t0ti = ti−nm−1(mod 3nm−1)t0;

3) при nm ≥ i > 3nm−1, i ∈ N, t0si = sit0;
4) при 3nm−1 < i < nm, i ∈ N,

s0ti = ti−3nm−1−nm−1+1(modnm)s0,
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s0si = si−3nm−1−nm−1+1(modnm)s0.

Наприклад, для o3i=0A5 остання формула
дасть s0t75 = t101s0.

Оскiльки для всiх i : 0 ≤ i ≤ n + 1 маємо

|ωi| = |An| = n!

2
, то | G |=| An oAn oAn |=

=

(
n!

2

)n2+n+1

. Для непарного n доведен-

ня абсолютно аналогiчне. Отже, встановле-
но iзоморфiзм G ∼= An o An o An. ¤

Позначимо через Gk = onk
n0

Ani
o D i не-

хай G є iнверсною границею lim
←−

Gk. Оскiль-
ки G = Ani

o G, то G є гiллястою групою
[2] i не є локально-скiнченною. Справдi, G є
нескiнченно породженою як група контину-
альної потужностi, тому G є топологiчним
замиканням множини, яка має нескiнченну
потужнiсть, у даному випадку злiченну. Цi-
єю пiдмножиною є пiдгрупа Gk, яка є дво-
породженою.

3. Висновки. У статтi наведено просте
й елементарне доведення двопородженно-
стi метазнакозмiнної групи, дослiджено ко-
зображення груп omi=1An, m ∈ N. Побудо-
вано рiзнi системи твiрних для цих груп
у тому числi i мiнiмальну систему твiрних
An1 o An2 . . . o Anm , ni ≥ 5,m > 2. Наведену в
теоремi 5 систему твiрних можна мiнiмiзу-
вати, врахувавши наслiдки з спiввiдношень
виду

t01t001t
−1
01 = t003,

s0t0is
−1
0 = t0,i−1,

де i > 3.
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