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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

IÑÍÓÂÀÍÍß ÒÀ �ÄÈÍIÑÒÜ Ó ÄÂÎÂÈÄÎÂIÉ ÑÈÑÒÅÌI Ç ÂIÊÎÂÎÞ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÞ

Äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi äëÿ ñòðóêòóðîâàíî¨ çà âiêîì ñèñòåìè äâîõ âçà-
¹ìîäiþ÷èõ âèäiâ.

The theorem on the existence and uniqueness of system solution with age-structure for two
interacting species have been proved.

Âñòóï. Äëÿ äîñòàòíüî àäåêâàòíîãî îïè-
ñàííÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨ ¨¨ ñòàí íåîáõiäíî
îïèñóâàòè íå òiëüêè çàãàëüíîþ ÷èñåëüíiñòþ
N(t) â ìîìåíò ÷àñó t, àëå é ðîçïîäiëîì îñî-
áèí çà âiêîì, îñêiëüêè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
ðiçíèìè âiêîâèìè ãðóïàìè â ïîïóëÿöi¨ âè-
çíà÷àþòü ¨¨ äèíàìiêó â ìàéáóòíüîìó. Êðiì
öüîãî, ïèòàííÿ ðàöiîíàëüíîãî âèêîðèñòàííÿ
ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ òåæ âèìàãàþòü óðàõó-
âàííÿ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ïîïóëÿöi¨, òîìó ùî
ñòðàòåãi¨ çáèðàííÿ óðîæàþ â ðiçíèõ âiêîâèõ
ãðóïàõ ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ ñóòò¹âèì ÷è-
íîì.

Êëàñè÷íà ëiíiéíà ìîäåëü äèíàìiêè âiêî-
âîãî ñêëàäó (ìîäåëü Ìàêêåíäðiêà-ôîí Ôî-
åðñòåðà) ìà¹ âèãëÿä [1]

∂x

∂t
+

∂x

∂τ
= −d(τ)x(τ, t), t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫

0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1)

x(τ, 0) = ϕ(τ), τ ≥ 0,

äå x(τ, t) � âiêîâà ãóñòèíà îñîáèí âiêó τ â ìî-
ìåíò ÷àñó t; d(τ), b(τ) � ôóíêöi¨, ùî îïèñó-
þòü ïðîöåñè âèæèâàííÿ òà íàðîäæóâàíîñòi
âiäïîâiäíî, ϕ(τ) � ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië âiêî-
âî¨ ñòðóêòóðè. Ìîäåëü (1) ïðè ðiçíèõ ïðèïó-
ùåííÿõ íà ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ òà íàðîäæó-
âàííÿ âèâ÷àëàñü â áàãàòüîõ ïðàöÿõ, íàïðè-
êëàä, â [2].

Âàæëèâèé âïëèâ íà äèíàìiêó ÷èñåëü-
íîñòi ïîïóëÿöi¨ ìàþòü ìiæâèäîâi âçà¹ìîäi¨.
Çîêðåìà, íàé÷àñòiøå â ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ

çóñòði÷àþòüñÿ äâîâèäîâi ñèñòåìè. Ñåðåä íèõ
âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü âçà¹ìîäi¨ çà ïðèí-
öèïîì õèæàê-æåðòâà. Êëàñè÷íà ìîäåëü, ùî
îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ õèæàê-æåðòâà íàëåæèòü
Â.Âîëüòåððè [3]. Îãëÿä ðiçíîìàíiòíèõ óçà-
ãàëüíåíü öi¹¨ ñèñòåìè íàâåäåíèé â [4].

Â ïðàöi [5] ïîáóäîâàíà ìîäåëü ñèñòåìè
"õèæàê-æåðòâà", ùî âðàõîâó¹ âiêîâèé ðîç-
ïîäië, i âîíà ìà¹ âèãëÿä

∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −d1(τ, X)x− µ1(τ)Y x,

∂y

∂τ
+

∂y

∂t
= −d2(τ, Y )y + µ2(τ)Xy, τ, t > 0,

(2)

x(0, t) =

∞∫

0

b1(τ, X)x(τ, t)dτ,

y(0, t) =

∞∫

0

b2(τ, Y )y(τ, t)dτ, t > 0,

x(τ, 0) = ϕ1(τ), y(τ, 0 = ϕ2(τ)), τ ≥ 0,

äå x(τ, t), y(τ, t) � âiêîâi ãóñòèíè âiäïîâiäíî
æåðòâè òà õèæàêà, à

X(t) =

∞∫

0

x(τ, t)dτ, Y (t) =

∞∫

0

y(τ, t)dτ (3)

¨õ çàãàëüíi ÷èñåëüíîñòi.

Ôîðìóëþâàííÿ îá'¹êòà äîñëiäæåí-
íÿ. Ó äàíié ïðàöi ìîäåëü (2) óçàãàëüíþ-
¹òüñÿ äî ñòðóêòóðîâàíî¨ çà âiêîì ñèñòåìè
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äâîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ âèäiâ. Âîíà ìà¹ âèãëÿä
∂x

∂τ
+

∂x

∂t
= −µ1(τ,X, Y )x,

∂y

∂τ
+

∂y

∂t
= −µ2(τ, X, Y )y, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫

0

b1(τ, X, Y )x(τ, t)dτ,

y(0, t) =

∞∫

0

b2(τ,X, Y )y(τ, t)dτ, t > 0, (4)

x(τ, 0) = ϕ1(τ), y(τ, 0 = ϕ2(τ)), τ ≥ 0.

Îñêiëüêè íà ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ òà
âèæèâàííÿ ìîæóòü âïëèâàòè ëèøå äåÿêi âi-
êîâi ãðóïè, ïðè÷îìó ç ðiçíîþ iíòåíñèâíiñòþ,
òî áiëüø ðåàëüíî â ìîäåëi (4) çàìiñòü çàãàëü-
íèõ ÷èñåëüíîñòåé X, Y , âèçíà÷åíèõ â (3),
ðîçãëÿäàòè äåÿêó çâàæåíó ÷èñåëüíiñòü, òîá-
òî

X(t) =

∞∫

0

γ1(τ)x(τ, t)dτ,

Y (t) =

∞∫

0

γ2(τ)y(τ, t)dτ. (5)

Âiäíîñíî ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè (4) çðîáèìî
òàêi ïðèïóùåííÿ:

à) µi(τ,X, Y ), bi(τ,X, Y ) ∈ C(R+ ×
R+ × R+), i = 1, 2, R+ = [0,∞) ïîõiäíi
µ′iX(τ,X, Y ), µ′iY (τ,X, Y ) iñíóþòü äëÿ âñiõ
τ ≥ 0, X, Y ≥ 0;

á) µi(τ,X, Y ), bi(τ,X, Y ) � îáìåæåíi ÿê
ôóíêöi¨ ïàðàìåòðiâ τ , X, Y ∈ R+;

â) ϕi(τ), µi(τ, X, Y ), bi(τ, X, Y ) ≥ 0 äëÿ
âñiõ τ , X, Y ∈ R+, ϕ(τ) ∈ L1(R+);

ã) ϕi(0) =

∞∫

0

bi(τ, X, Y )ϕi(τ)dτ , äå

X =

∞∫

0

γ1(τ)ϕ1(τ)dτ,

Y =

∞∫

0

γ2(τ)ϕ2(τ)dτ ;

ä) γi(τ) � íåïåðåðâíi òà 0 ≤ γi(τ) ≤ γi <
∞, τ ∈ R+.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Äëÿ äîñëiäæåí-
íÿ ñèñòåìè (4) âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä iíòåãðó-
âàííÿ âçäîâæ õàðàêòåðèñòèê i çâåäåìî (4)
äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, àíàëîãi-
÷íî ÿê öå çðîáëåíî â [2]). Ïðè t > τ âèêî-
íà¹ìî çàìiíó t = τ + q, q > 0, òîäi x(τ, t) =
x(τ, τ + q) = x(τ) i ïåðøå ðiâíÿííÿ ç (4) íà-
áåðå âèãëÿäó

dx

dτ
= −µ1(τ, X(τ + q), Y (τ + q))x.

Iíòåãðóþ÷è éîãî, çíàõîäèìî

x(τ) = x(0)e
−

τ∫
0

µ1(ξ,X(ξ+q),Y (ξ+q))dξ
,

àáî

x(τ, t) = B1(t− τ)e
−

τ∫
0

µ1(ξ,X(ξ+t−τ),Y (ξ+t−τ))dξ
,

t > τ, (6)

äå B1(t) = x(0, t) � ãóñòèíà íîâîíàðîäæåíèõ
îñîáèí.

Àíàëîãi÷íî, ïðè t ≤ τ çà äîïîìîãîþ çà-
ìiíè τ = t + q, q > 0 çíàõîäèìî

x(τ, t) = ϕ1(τ − t)e
−

t∫
0

µ1(ξ+τ−t,X(ξ),Y (ξ))dξ
,

t ≤ τ. (7)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4) òàê ñàìî ìà-
¹ìî

y(τ, t) = B2(t− τ)e
−

τ∫
0

µ2(ξ,X(ξ+t−τ),Y (ξ+t−τ))dξ
,

t > τ, (8)

y(τ, t) = ϕ2(τ − t)e
−

t∫
0

µ2(ξ+τ−t,X(ξ),Y (ξ))dξ
,

t ≤ τ. (9)

Ïiäñòàâèâøè (6) � (9) â òðåò¹ òà ÷åòâåðòå
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4) i â (5), îäåðæèìî iíòå-
ãðàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ íåâiäîìèõ B1(t), B2(t),
X(t), Y (t) âèãëÿäó

Bi(t) =

t∫

0

bi(t−τ, X(t), Y (t))Ki(t, t−τ, X, Y )×
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×Bi(τ)dτ +

t∫

0

bi(τ + t,X(t), Y (t))×

×Li(t, t + τ, X, Y )ϕi(τ)dτ, i = 1, 2, (10)

X(t) =

t∫

0

γ1(t− τ)B1(τ)K1(t, t− τ, X, Y )dτ+

+

∞∫

0

γ1(t + τ)L1(t, t + τ,X, Y )ϕ1(τ)dτ, (11)

Y (t) =

t∫

0

γ2(t− τ)B2(τ)K2(t, t− τ, X, Y )dτ+

+

∞∫

0

γ2(t + τ)L2(t, t + τ,X, Y )ϕ2(τ)dτ, (12)

äå

Ki(t, τ,X, Y ) = e
−

t∫
t−τ

µi(ξ+τ−t,X(ξ),Y (xi))dξ

,

Li(t, τ, X, Y ) = e
−

t∫
0

µi(ξ+τ−t,X(ξ),Y (xi))dξ
,

i = 1, 2. (13)

Äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (10) � (12) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Òîäi
çãiäíî ç ôîðìóëàìè (6) � (9) i ïîïóëÿöiéíà
çàäà÷à (4) òåæ áóäå ìàòè ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Íåõàé

C+[0, T ] = {f ∈ C[0, T ], f ≥ 0}, T > 0.

Ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà. Íåõàé ñïðàâåäëèâi ïðèïóùåí-

íÿ à) � ä), òîäi ñèñòåìà ðiâíÿíü (10) �
(12) íà êëàñi ôóíêöié C+[0, T ] ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ (10) ïðè áóäü-
ÿêèõ ôiêñîâàíèõ X(t), Y (t) ∈ C+[0, T ]
¹ ëiíiéíèì iíòåãðàëüíèì ðiâíÿííÿì Âîëü-
òåððè âiäíîñíî Bi(t), à, îòæå, çà óìîâ
à) � ä) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê Bi(t) ∈
C+[0, T ]. Ïîçíà÷èìî öåé ðîçâ'ÿçîê ÷åðåç
Bi(X, Y )(t). Òîäi ðiâíÿííÿ (11), (12) ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi

X = Ψ1(X, Y )(t),

Y = Ψ2(X, Y )(t), (14)

äå

Ψi(X,Y )(t) =

t∫

0

γi(t− τ)Bi(X, Y )(τ)×

×Ki(t, t− τ,X, Y )dτ +

∞∫

0

γi(t + τ)×

×Li(t, t + τ, X, Y )ϕi(τ)dτ, i = 1, 2. (15)

Ñèñòåìó (14) çàïèøåìî ó âåêòîðíié ôîð-
ìi

S = Ψ(S)(t), (16)

äå S � âåêòîð ç êîìïîíåíòàìè X, Y , à Ψ �
âåêòîð ç êîìïîíåíòàìè Ψ1, Ψ2.

Äîâåäåìî, ùî îïåðàòîð Ψ, âèçíà÷åíèé â
(15), ìà¹ ¹äèíó íåðóõîìó òî÷êó.

Ïîçíà÷èìî

‖X‖ = max
t∈[0,T ]

|X(t)|,

‖Y ‖ = max
t∈[0,T ]

|Y (t)|, ‖S‖ = max(‖X‖, ‖Y ‖),

H = {S ∈ C+[0, T ], ‖S − Φ‖ ≤ Γ, Γ > 0},
äå Φ � âåêòîð ç êîìïîíåíòàìè Φ1, Φ2 i

Φi(t) =

∞∫

0

γi(t + ξ)ϕi(ξ)dξ, i = 1, 2.

Ïîêàæåìî, ùî Ψ âiäîáðàæà¹ H â ñåáå i ¹
ñòèñêàþ÷èì. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið

Ω = {(τ, S), τ ≥ 0, S ∈ H}.
Çãiäíî ç óìîâàìè à), á), ä) îòðèìó¹ìî îöiíêè

µi = sup
(τ,S)∈Ω

µi(τ, S), βi = sup
(τ,S)∈Ω

bi(τ, S),

λi = max( sup
(τ,S)∈Ω

|µ′iX(τ, X, Y )|,

sup
(τ,S)∈Ω

|µ′iY (τ, X, Y )|),

γi = sup
τ≥0

γi(τ), i = 1, 2. (17)
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Äëÿ âñiõ S ∈ H ç ðiâíÿííÿ (10), âðàõîâó-
þ÷è (17), îäåðæó¹ìî

Bi(X, Y )(t) ≤ βi

t∫

0

Bi(X, Y )(τ)dτ + βiΦi,

(18)
äå

Φi =

∞∫

0

ϕi(τ)dτ, i = 1, 2..

Çãiäíî ç ëåìîþ Ãðîíóîëà-Áåëìàíà ç (18) ìà-
¹ìî

Bi(X,Y )(t) ≤ βiΦie
βit. (19)

Òîäi äëÿ X(t)− Φ1(t) çíàõîäèìî

|X(t)− Φ1(t)| ≤
t∫

0

γ1(t− τ)B1(X,Y )(τ)×

×K1(t, t− τ,X, Y )dτ +

∞∫

0

γ1(t + τ)ϕ1(τ)×

×|L1(t, t + τ,X, Y )− 1|dτ ≤

≤ γ1

∞∫

0

|L1(t, t + τ, X, Y )− 1|ϕ1(τ)dτ+

+γ1β1Φ1

t∫

0

eβ1τdτ ≤

≤ γ1Φ1 sup
(τ,S)∈Ω

|L1(t, t + τ, X, Y )− 1|+

+γ1Φ1(e
β1t − 1).

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (13), îöiíêè (17)
i íåðiâíiñòü |ez − 1| ≤ |z|e|z|, îäåðæó¹ìî

sup
(τ,S)∈Ω

|L1(t, t + τ,X, Y )− 1| ≤ µ1te
µ1t.

Òàêèì ÷èíîì, çà ðàõóíîê âèáîðó âiäïî-
âiäíîãî t = T > 0 ìîæíà çàáåçïå÷èòè âèêî-
íàííÿ íåðiâíîñòi ‖X −Φ1‖ ≤ r1. Àíàëîãi÷íî
‖Y − Φ2‖ ≤ r2. Îòæå, ‖S − Φ‖ ≤ r, òîáòî
îïåðàòîð Ψ âiäîáðàæà¹ ïðîñòið H â ñåáå.

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ (16) ¹ ñòè-
ñêàþ÷èì ïðè âiäïîâiäíèõ τ > 0. Äëÿ öüîãî

âèáåðåìî S i Ŝ ∈ H i îöiíèìî ‖Ψ(S)−Ψ(Ŝ)‖.
Çäiéñíèìî ïîêîìïîíåíòíó îöiíêó. Äëÿ öüîãî
ïîêëàäåìî

Ψ1(S)−Ψ1(Ŝ) = P + Q + R,

äå

P =

t∫

0

γ1(t− τ)B1(S)(τ)(K1(t, t− τ, S)−

−K1(t, t− τ, Ŝ))dτ,

Q =

t∫

0

γ1(t− τ)K1(t, t− τ, Ŝ)(B1(S)(τ)−

−B1(Ŝ)(τ))dτ,

R =

∞∫

0

γ1(t + τ)ϕ1(τ)(L1(t, t + τ, S)−

−L1(t, t + τ, Ŝ))dτ. (20)

Çíàéäåìî îöiíêó

|L1(t, t + τ, S)− L1(t, t + τ, Ŝ)| =

= e
−

t∫
0

µ1(ξ+τ−t,S(ξ))dξ×

×|1− e

t∫
0

(µ1(ξ+τ−t,S(ξ))−µ1(ξ+τ−t,Ŝ(ξ)))dξ| ≤

≤ |
t∫

0

(µ1(ξ+τ−t, S(ξ))−µ1(ξ+τ−t, Ŝ(ξ)))dξ|×

×e
|

t∫
0

(µ1(ξ+τ−t,S(ξ))−µ1(ξ+τ−t,Ŝ(ξ)))dξ| ≤ 2λ1Te2µ0T×
×‖S − Ŝ‖.

Àíàëîãi÷íî

|K1(t, t− τ, S)−K1(t, t− τ, Ŝ)| ≤ 2λ1Te2µ0T×

×‖S − Ŝ‖.
Òîäi

‖P‖+ ‖R‖ ≤ K1T‖S − Ŝ‖,
äå K1 = 4λ1 ¹ ñòàëîþ.
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Ïîäiáíèì ÷èíîì îöiíèìî ‖Q‖ i îäåðæèìî

‖Q‖ ≤ K2T‖Ŝ − Ŝ‖,
äå K2 � äåÿêà ñòàëà.

Çâiäñè

‖Ψ1(S)(t)−Ψ1(Ŝ)(t)‖ ≤ (K1 + K2)T‖S − Ŝ‖.
×èñëî T ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá (K1 +

K2)T < 1. Àíàëîãi÷íî âñòàíîâëþ¹ìî, ùî

‖Ψ2(S)(t)−Ψ2(Ŝ)(t)‖ ≤ (K1 + K2)T‖S− Ŝ‖.
Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ (16) ¹ ñòè-

ñêàþ÷èì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ñèñòåìà (11),
(12) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìîæíà ïðî-
äîâæèòè äî áóäü-ÿêîãî T > 0. Òåîðåìó äî-
âåäåíî.

Äàíó òåîðåìó ìîæíà óçàãàëüíèòè i íà âè-
ïàäîê ñèñòåìè n âçà¹ìîäiþ÷èõ âèäiâ.
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