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ÇÀÏIÇÍÅÍÍßÌÈ
Ëiíiéíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íåéòðàëüíîãî òèïó iç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè àïðî-
êñèìó¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîñëiäæåíà ñõåìà íàáëèæåííÿ
íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ òàêèõ ñèñòåì.

The linear system of neutral di�erential equations with many delays is aproximated by the system
of ordinary di�erential equations. The aproximation scheme of the of nonasymptotic roots of quasi-
polynomials is investigated for such systems.

Âñòóï. Îäíèì iç âàæëèâèõ äëÿ çàñòîñó-
âàíü i äîáðå âèâ÷åíèõ êëàñiâ ñèñòåì iç ïiñëÿ-
äi¹þ ¹ ëiíiéíi àâòîíîìíi ñèñòåìè

n∑
i=0

m∑
j=0

Aijx
(i)(t− τj) = 0, (1)

äå x ∈ Rn, Aij � n× n ñòàëi ìàòðèöi, τj ≥ 0,
n,m ∈ N .

ßêùî øóêàòè ÷àñòèííi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿ-
ííÿ (1) ó âèãëÿäi x(t) = eλtα, äå λ�äåÿêå
êîìïëåêñíå ÷èñëî, α ∈ Rn�ñòàëèé âåêòîð,
òî ÷èñëî λ ïîâèííî áóòè êîðåíåì õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî êâàçiïîëiíîìà

Φ(λ) = det(
m∑

j=0

Aijλ
ieλτj). (2)

Êîðåíi êâàçiïîëiíîìà (2), ùî ðîçìiùåíi
ïîáëèçó ïî÷àòêó êîîðäèíàò, íàçèâàþòü íå-
àñèìïòîòè÷íèìè, à êîðåíi ç âåëèêèìè ìî-
äóëÿìè � àñèìïòîòè÷íèìè. Äëÿ àñèìïòî-
òè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ îäåðæàíi çà-
ãàëüíi àñèìïòîòè÷íi ôîðìóëè [1,2]. Äëÿ çíà-
õîäæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ ïîòði-
áíî çàñòîñóâàòè íàáëèæåíi àáî ÷èñëîâi ìå-
òîäè.

Ó ïðàöÿõ [3,4] äîñëiäæåíî àëãîðèòìè
íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ íåàñèìïòîòè-
÷íèõ êîðåíiâ ñêàëÿðíèõ êâàçiïîëiíîìiâ,
ùî áàçóþòüñÿ íà ñõåìi àïðîêñèìàöi¨
äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü [5]

ñèñòåìàìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ ñõåìà íà-
áëèæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâà-
çiïîëiíîìiâ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü iç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè. Âiäçíà÷èìî,
ùî âèïàäîê äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íåé-
òðàëüíîãî òèïó ç îäíèì çàïiçíåííÿì ðîçãëÿ-
äàâñÿ ó ïðàöi [6].

Àïðîêñèìàöiÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êî-
ðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó
ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íåéòðàëü-
íîãî òèïó iç áàãàòüìà çàïiçíåííÿìè

dx(t)

dt
=

p∑
i=0

Aix(t− τi) +

+

p∑
i=1

Bi
dx(t− τi)

dt
, (3)

äå x ∈ Rn, Ai, i = 0, p, Bi, i = 1, p � ñòàëi
ìàòðèöi ðîçìiðíîñòi n× n,
0 = τ0 < τ1 < . . . < τp = τ .

Õàðàêòåðèñòè÷íèé êâàçiïîëiíîì äëÿ ðiâ-
íÿííÿ (3) ìà¹ âèãëÿä:

Φ(λ) = det(λE −
p∑

i=0

Aie
−λτi −

−
p∑

i=1

Biλe−λτi). (4)

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ðiâíÿííþ (3)
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çà ñõåìîþ [5,6] ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü

dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Aizli
(t)+

+µ

p∑
i=1

Bi(zli−1
(t)− z

li
(t)), (5)

dzi(t)

dt
= µ(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m,

äå µ =
m

τ
, li =

[τim

τ

]
. Õàðàêòåðèñòè÷íèé

ïîëiíîì ñèñòåìè (5) ìà¹ âèãëÿä
Ψm(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λE − A0 P1 + Q1 . . . Pm + Qm

−µE (µ + λ)E . . . 0
0 −µE . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . (µ + λ)E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (6)

äå åëåìåíòè âèçíà÷íèêà (6) � ìàòðèöi ðîç-
ìiðíîñòi n× n,

Pi =

p∑
j=1

(µBj − Aj)cij,

Qi = −
p∑

j=1

µBjqij, cij =

{
1, lj = i,
0, lj 6= i

,

qij =

{
1, lj − 1 = i,
0, lj − 1 6= i

i m âèáèðàþòü òàê, ùîá ñïðàâäæóâàëèñü íå-
ðiâíîñòi lj > 1 ïðè j > 1.

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèçíà÷íèêà (6) ðîçiá'¹ìî
éîãî ìàòðèöþ íà áëîêè:

A(λ) = (λE − A0),

B =
(

P1 + Q1 . . . Pm + Qm

)
,

C =




−µE
0
...
0
...
0




,

Dm(λ) =




(µ + λ)E . . . 0 . . . 0
−µE . . . 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . (µ + λ)E . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 . . . (µ + λ)E




.

Òóò A(λ), Dm(λ) � êâàäðàòíi ìàòðèöi i, êðiì
òîãî, det(Dm(λ)) 6= 0 äëÿ ôiêñîâàíîãî çíà÷å-
ííÿ λ, êðiì õiáà ùî îäíîãî çíà÷åííÿ m.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi áëî÷íèõ
ìàòðèöü, çàïèøåìî (6) ó âèãëÿäi

Ψm(λ) = det

(
A B
C Dm

)
=

= det(A−B ·D−1
m · C) · det(Dm), (7)

äå D−1
m � îáåðíåíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi Dm.

Ìàòðèöþ D−1
m ïðåäñòàâèìî ó òàêîìó âèãëÿäi

D−1
m =




d11 d12 . . . d1m

d21 d22 . . . d2m

d31 d32 . . . d3m

. . . . . . . . . . . .
dm1 dm2 . . . dmm




.

Îá÷èñëþþ÷è äîáóòîê ìàòðèöü

(B ·D−1
m · C) = µ(

p∑
i=1

(Ai −Biµ)dli1+

+

p∑
i=1

Biµdli−1,1),

ïåðåïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí
(7) ó òàêîìó âèãëÿäi

Ψm(λ) = det(A− µ(

p∑
i=1

(Ai −Biµ)dli1−

−
p∑

i=1

Biµdli−1,1)) · det(Dm). (8)

Äëÿ åëåìåíòiâ di1, i = 1,m, ìàòðèöi D−1
m

íåñêëàäíî äiñòàòè ñïiââiäíîøåííÿ

di1 =
µi−1

(µ + λ)i
E.

Òîäi ðiâíiñòü (8) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Ψm(λ) = det(A−
p∑

i=1

(Ai −Biµ)(
µ

µ + λ
)li−
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−
p∑

i=1

Biµ(
µ

µ + λ
)li−1) · det(Dm), (9)

çâiäêè îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 1. Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïî-

ëiíîìà àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè (5) ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ψm(λ) = det(A−
p∑

i=1

(Ai + λBi)

(
µ

µ + λ

)li

)×

× det(Dm). (10)
Äîñëiäèìî çâ'ÿçîê ìiæ õàðàêòåðèñòè÷íèì
êâàçiïîëiíîìîì (4) i õàðàêòåðèñòè÷íèì ïî-
ëiíîìîì (6).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ôiêñîâàíèõ λ ∈ Z ïîñëi-
äîâíiñòü ôóíêöié

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ + λ)mn
, m ∈ N (11)

çáiãà¹òüñÿ ïðè m → ∞ äî õàðàêòåðèñòè-
÷íîãî êâàçiïîëiíîìà (4).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôiêñîâàíå λ ∈
Z. Òîäi λ 6= −m

τ
çà ìîæëèâèì âèíÿòêîì

îäíîãî çíà÷åííÿ m. Îòæå, ôóíêöiÿ Hm(λ)
âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ m ∈ N çà ìîæëèâèì âè-
íÿòêîì îäíîãî m ∈ N .

Âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ µ =
m

τ
i ðiâíiñòü

(10), ìà¹ìî

Hm(λ) = det(A−
p∑

i=1

(Ai + λBi)×

×
(

m

m + λτ

)li

). (12)

Íà ïiäñòàâi âiäîìî¨ ãðàíèöi

lim
m→∞

(
m

m + λτ

) τim

τ

= e−λτi

òà îçíà÷åííÿ ÷èñëà li îäåðæó¹ìî

lim
m→∞

(
A−

p∑
i=1

(Ai + λBi)

(
m

m + λτ

)li
)

= (λE −
p∑

i=0

Aie
−λτi −

p∑
i=1

Biλe−λτi).

Îòæå, ïåðåõîäÿ÷è â ðiâíîñòi (12) äî ãðà-
íèöi ïðè m → ∞ äëÿ ôiêñîâàíîãî λ ∈ Z,
îäåðæèìî

lim
m→∞

Hm(λ) = det(λE −
p∑

i=0

Aie
−λτi−

−
p∑

i=1

Biλe−λτi). (13)

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
Çàóâàæåííÿ.Ôóíêöiÿ Hm(λ), âèçíà÷åíà

ñïiââiäíîøåííÿì (11), àïðîêñèìó¹ ïðè m →
∞ êâàçiïîëiíîì (4). Öþ âëàñòèâiñòü ìîæíà
âèêîðèñòàòè äëÿ íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ
íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìà (4).
Òàê ÿê íóëi ôóíêöié Ψm(λ) i Hm(λ), çãi-
äíî ç ðiâíiñòþ (11), çáiãàþòüñÿ, òî êîðåíi õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà (6) ìîæíà áðàòè
â ÿêîñòi íàáëèæåíèõ çíà÷åíü íåàñèìïòîòè-
÷íèõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî êâàçiïîëi-
íîìà (4).
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