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Îäåðæàíi êðèòåði¨ ïîâíîòè òà êâàçiñòåïåíåâî¨ áàçèñíîñòi ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ
ïîñëiäîâíîñòåé Àïïåëÿ â ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî íàäiëåíi íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ.

Criteria of completeness and quasiexponential basis property of system of generalized Appel
sequences in sequence spaces which are allocated by normal topology are received.

Â ðîáîòi [1] âèâ÷åíî êëàñ ëiíiéíèõ íåïå-
ðåðâíèõ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó

M =
∞∑

k=0

akD
k +

∞∑

k=0

bkD
kP, (1)

ÿêi äiþòü ó ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé (òóò D
� îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ,
à îïåðàòîð P äi¹ â ïðîñòîði ïîñëiäîâíîñòåé
çà ïðàâèëîì (Pc)m = (−1)mcm,m = 0, 1, . . .).
Äëÿ îïåðàòîðiâ âèäó (1) áóëè çíàéäåíi êðè-
òåði¨ åïiìîðôiçìó òà içîìîðôiçìó, à òàêîæ
îïèñàíi ÿäðà òàêèõ îïåðàòîðiâ. Îòðèìàíi ðå-
çóëüòàòè çàñòîñîâàíi äî çíàõîäæåííÿ êðèòå-
ði¨â òîãî, ñèñòåìà çâè÷àéíèõ ïîëiíîìiâ Àï-
ïåëÿ ç êëàñó A(2) ¹ ïîâíîþ, àáî óòâîðþ¹ êâà-
çiñòåïåíåâèé áàçèñ, àáî æ ¹ çîáðàæóþ÷îþ
ñèñòåìîþ â ðiçíèõ ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié. Â òîé æå ÷àñ â ìîíîãðàôi¨ [2] äëÿ
ïðîñòîðó AR íàâåäåíî óìîâè êâàçiñòåïåíåâî¨
áàçèñíîñòi ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ ïîëiíîìiâ
Àïïåëÿ, ÿêi íå îòðèìóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòiâ
ñòàòòi [1].

Â äàíié ñòàòòi äëÿ îïåðàòîðiâ âèäó

L =
∞∑

k=0

akD
k +

∞∑

k=0

bkD
kP + a−1(J + JP ),

(2)
äå J � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàí-
íÿ, äîñëiäæóþòüñÿ ïèòàííÿ, àíàëîãi÷íi äî
âèâ÷åíèõ â [1] äëÿ îïåðàòîðiâ âèãëÿäó (1).
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ

çíàõîäæåííÿ êðèòåði¨â ïîâíîòè, êâàçiáàçè-
ñíîñòi i êâàçiñòåïåíåâî¨ áàçèñíîñòi ñèñòå-
ìè óçàãàëüíåíèõ ïîëiíîìiâ Àïïåëÿ â ðiçíèõ
ïðîñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.

1. Ñêðiçü íàäàëi áåç äîäàòêîâèõ ïîñè-
ëàíü âèêîðèñòîâóþòüñÿ îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷å-
ííÿ ñòàòòi [1]. Íàãàäà¹ìî äåÿêi ç íèõ. Íåõàé
(αk)

∞
k=0 � ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü âiäìiííèõ

âiä íóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âèçíà÷èìî â
ïðîñòîði ω âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ
÷èñåë îïåðàòîðè óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþ-
âàííÿ D òà óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ J :

(Dc)k =
αk

αk+1

ck+1, k = 0, 1, 2, . . . ,

(J c)k =
αk

αk−1

ck+1, k = 1, 2, . . . , (J c)0 = 0.

Íåõàé E � íîðìàëüíèé âåêòîðíèé ïiäïðî-
ñòið ω, ÿêèé ìiñòèòü ïðîñòið ϕ âñiõ ôiíi-
òíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Íàäàëi áóäåìî ââàæà-
òè òàêîæ, ùî E −D òà J iíâàðiàíòíèé ïiä-
ïðîñòið ç íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ ν. Ëåã-
êî ïåðåâiðèòè, ùî îïåðàòîðè D òà J íåïå-
ðåðâíî äiþòü ç (E, ν) â (E, ν), ïðè öüîìó
J ′y = y+. (òóò i íàäàëi y+ = (y1, y2, . . .), y− =
(0, y0, y1, y2, . . .),ÿêùî y = (y0, y1, y2, . . .)). Ç
ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè [3] âèïëèâà¹,ùî ÿêùî
(ak)

∞
k=0, (bk)

∞
k=0 ∈ r(E), òî îïåðàòîð L íåïå-

ðåðâíî äi¹ â (E, ν). Çàïèøåìî îïåðàòîð L ó
âèãëÿäi

L = a(D) + b(D)P + a−1(J + JP ) =

106 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2007. Âèïóñê 336 � 337. Ìàòåìàòèêà.



=
∞∑

k=−1

akD
k +

∞∑

k=−1

bkD
kP = a(D) + b(D)P,

äå b−1 = a−1 i D−1 = J .
Óòâîðèìî äëÿ L ñîþçíèé îïåðàòîð L1 =

a(−D) − b(D)P . Îïåðàòîðè LL1 òà L1L íå-
ïåðåðâíî äiþòü â (E, ν). Áåçïîñåðåäíüîþ ïå-
ðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî

LL1 = L1L = a(D)a(−D)− b(D)b(−D)−

−2a−1

∞∑

k=0

a2k+1D
2k + 2a−1

∞∑

k=0

b2k+1D
2k. (3)

Ç (3) âèïëèâà¹, ùî õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ η(λ) îïåðàòîðà Λ = LL1 = L1L äîðiâ-
íþ¹ η(λ) = a(λ)a(−λ) − b(λ)b(−λ) i, òîìó,
Λ = η(D). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî õàðàêòå-
ðèñòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü η îïåðàòîðà Λ íàëå-
æèòü r(E), ÿêùî (ak)

∞
k=0, (bk)

∞
k=0 ∈ r(E).

Ç òîãî, ùî îïåðàòîðè L òà L1 ïåðåñòàâíi,
òà ç ëåì 1,2 ðîáîòè [1] âèïëèâà¹ ïðàâèëü-
íiñòü íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé E � íîðìàëüíèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêèé ìi-
ñòèòü ϕ i ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî D òà
J . ßêùî (ak)

∞
k=0, (bk)

∞
k=0 ∈ r(E), òî

à) Λ � åïiìîðôiçì (E, ν) ⇐⇒ L òà L1

åïiìîðôiçìè (E, ν);
á) Λ � ái¹êòèâíèé ⇐⇒ L òà L1 ái¹êòèâ-

íi;
â) Λ � içîìîðôiçì (E, ν) ⇐⇒ L òà L1 �

içîìîðôiçìè (E, ν).
Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð Λ ¹ äèôåðåíöi-

àëüíèì îïåðàòîðîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âiäíîñíî óçàãàëü-
íåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ.

2. Äîñëiäèìî òåïåð îïåðàòîð L. Îñêiëü-
êè ïðè óìîâi, ùî (ak)

∞
k=0, (bk)

∞
k=0 ∈ r(E), âií

íåïåðåðâíî äi¹ ç (E, ν) â (E, ν), òî ñïðÿæå-
íèé îïåðàòîð L′ íåïåðåðâíî äi¹ ç (Eα

D, σ) â
(Eα

D, σ), ïðè÷îìó

L′y = a×y+Pb×Py+a−1y++a−1Py+, (4)

äå y ∈ Eα
D. Çàóâàæèìî, ùî äiþ îïåðàòîðà L′

íà y ∈ Eα
D ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

L′y = a× y + Pb× Py, (4′)

äå çãîðòêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ïðîñòîði íå-
ñêií÷åíèõ â îáèäâi ñòîðîíè ïîñëiäîâ-
íîñòåé, ïðè÷îìó ïîñëiäîâíîñòi âèãëÿäó
(. . . , 0, 0, d0, d1, d2, . . .) i (d0, d1, d2, . . .) îòîòî-
æíþþòüñÿ, à (Pc)k = (−1)kck, k � öiëå.

Äàëi ìà¹ìî: L′e0 = a + Pb, L′e1 = (a −
Pb)−+2a−1e0. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî 2a−1 =
(L′e1)0, 2a = L′e0 + (L′e1)+, 2b = P [L′e0 −
(L′e1)+], i òîìó îïåðàòîð L′ îäíîçíà÷íî âè-
çíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè L′e0 i L′e0.

Ïîçíà÷èìî η = a×Pa−b×Pb i ïîêëàäåìî
â (4′) L′y = c. Òîäi

η × y = Pa× c− Pb× Pc, c = L′y. (5)

Ç âèêîðèñòàííÿì (5) äîâîäèòüñÿ
Òåîðåìà 2. Îïåðàòîð L′ ¹ ií'¹êòèâíèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè η 6= 0.
Íàñëiäîê. Äëÿ òîãî, ùîá ìíîæèíà

L(E) çíà÷åíü îïåðàòîðà L áóëà ùiëüíîþ â
(E, ν), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá η 6= 0.

Òåîðåìà 3. ßêùî L−1(0) = {0}, òî a2
0 −

b2
0 − 2a−1(a1 − b1) 6= 0.
Äîâåäåííÿ . Ìà¹ìî, Le0 = (a0 + b0)e0 +

2a−1
α1

α0
e1, Le1 = α0

α1
(a1 − b1)e0 + (a0 − b0)e1.

Òîìó, ÿêùî L−1(0) = {0}, òî

det

(
a0 + b0 2a−1

α1

α0
α0

α1
(a1 − b1) a0 − b0

)
6= 0.

Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäíîñíî ïðî-
ñòîðó (E, ν) i ôóíêöi¨ η(z) âèêîíóþòüñÿ ïðè-
ïóùåííÿ ï.2 §4 ç [1].

Òåîðåìà 4. I. Íåõàé E � íîðìàëüíèé D
òà J iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ω, ÿêèé ìi-
ñòèòü ϕ, (ak)

∞
k=0, (bk)

∞
k=0 ∈ r(E), η = a ×

Pa − b × Pb, L =
∞∑

k=−1

akD
k +

∞∑
k=−1

bkD
kP ,

b−1 = a−1.
II. Íåõàé ïðîñòið E çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

Á), Â) ðîáîòè [1].
III. Íåõàé òàêîæ, η 6= 0.
Òîäi
à) L � åïiìîðôiçì (E, ν).
á) L−1(0) = spanyj,s, äå yj,s = L1xj,s, à xj,s

� ïîñëiäîâíîñòi, ÿêi ïîáóäîâàíi çà íóëÿìè
ôóíêöi¨ η(z) òàê, ÿê öå çðîáëåíî â [1].

â) L−1(0) = {0} ⇐⇒ η(z) 6= 0 íà ìíîæèíi
G.
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Íàñëiäîê 1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
I òà II òåîðåìè 4, òî L áóäå åïiìîðôi-
çìîì ïðîñòîðó (E, ν) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè η 6= 0.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
I òà II òåîðåìè 4 i, êðiì öüîãî äëÿ (E, ν)
¹ ïðàâèëüíîþ òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì. Òîäi
îïåðàòîð âèäó (2), â ÿêîìó a, b ∈ r(E), ¹ içî-
ìîðôiçìîì (E, ν) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
η(z) 6= 0 íà ìíîæèíi G.

3. Çàñòîñó¹ìî ðåçóëüòàòè ïóíêòiâ 1-2 äî
çíàõîäæåííÿ êðèòåði¨â ïîâíîòè, êâàçiáàçè-
ñíîñòi òà áàçèñíîñòi óçàãàëüíåíèõ ïîñëi-
äîâíîñòåé Àïïåëÿ. Íåõàé (αk)

∞
k=0, (ak)

∞
k=0,

(bk)
∞
k=0 � äîâiëüíi ïîñëiäîâíîñòi êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë. Ðîçãëÿíåìî ôîðìàëüíi ðÿäè
α(zt) =

∞∑
n=0

αn(zt)n, a(t) = a−1

t
+

∞∑
n=0

antn,

b(t) = −a−1

t
+

∞∑
n=0

bnt
n, i óòâîðèìî âèðàç

λz(t) = a(t)α(zt)+b(t)α(−zt). Ìà¹ìî, λz(t) =
∞∑

k=0

Pn(z)tn, äå Pn(z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ
≤ n ïðè íåïàðíîìó n i ñòåïåíÿ ≤ n + 1 ïðè
ïàðíîìó n. Ñèñòåìó ìíîãî÷ëåíiâ {Pn(z)} áó-
äåìî íàçèâàòè ïîñëiäîâíiñòþ óçàãàëüíåíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ Àïïåëÿ, êëàñó A(2).

Pn(z) =
n+1∑

k=0

pk,nz
k,

pk,n = (an−k+(−1)kbn−k)αk, k = 0, 1, . . . , n+1.

Ïîñëiäîâíiñòü (pn)∞n=0, äå pn =
n+1∑
k=0

pk,nek, íà-
çâåìî óçàãàëüíåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ Àïïåëÿ.

Íàäàëi ñêðiçü ââàæàòèìåìî, ùî αk 6= 0,
k = 0, 1, . . .. Óòâîðèìî îïåðàòîð L âèäó (2),

L =
∞∑

k=0

akD
k+

∞∑

k=0

(−1)kbkD
kP+a−1(J+JP ),

äå D òà J ïîáóäîâàíi çà ïîñëiäîâíiñòþ
(αk)

∞
k=0. L âèçíà÷åíèé íà ìíîæèíi ϕ âñiõ ôi-

íiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé i äi¹ iç ϕ â ϕ. Ïðè öüî-
ìó Lek = 1

αk

k+1∑
s=0

[ak−s + (−1)sbk−s]αses, k =

0, 1, 2, . . ., i L(αkek) = pk, k = 0, 1, 2, . . .. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ i ëåìè 3-6
ç [1] îäåðæó¹ìî, ùî ¹ ïðàâèëüíîþ

Òåîðåìà 5. Íåõàé E � íîðìàëüíèé D òà
J iíâàðiàíòíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé,
ÿêèé ìiñòèòü ϕ; (ak)

∞
k=0, (bk)

∞
k=0 ∈ r(E). Òî-

äi äëÿ òîãî, ùîá óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü
Àïïåëÿ {pn}

à) áóëà ïîâíîþ â (E, ν), íåîáõiäíî i äî-
ñèòü, ùîá η 6= 0;

á) áóëà êâàçiáàçèñîì â (E, ν), ïiäïîðÿäêî-
âàíèì áàçèñó {αkek}, íåîáõiäíî i äîñòà-
òíüî, ùîá îïåðàòîð L áóâ åïiìîðôiçìîì
(E, ν);

â) óòâîðþâàëà â (E, ν) áàçèñ, áëèçüêèé
äî {αkek}, äîñòàòíüî, ùîá îïåðàòîð L áóâ
åïiìîðôiçìîì (E, ν), i íåîáõiäíî, ùîá L áóâ
ái¹êòèâíèì îïåðàòîðîì.

Íàñëiäîê. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðåìè
5 i ÿêùî äëÿ (E, ν) ¹ ïðàâèëüíîþ òåîðåìà
ïðî içîìîðôiçì, óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü
Àïïåëÿ {pn} òîäi i òiëüêè òîäi ¹ áàçèñîì â
(E, ν), áëèçüêèì äî áàçèñó {αnen}, ÿêùî L �
içîìîðôiçì (E, ν).

Çà òåîðåìîþ 5 i íàñëiäêó ç íå¨ îäåðæó¹ìî
êðèòåði¨ ïîâíîòè, êâàçiáàçèñíîñòi i êâàçiñòå-
ïåíåâî¨ áàçèñíîñòi ñèñòåìè óçàãàëüíåíèõ ïî-
ëiíîìiâ Àïïåëÿ â êîíêðåòíèõ àíàëiòè÷íèõ
àíàëiòè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

4. Âñi òâåðäæåííÿ öi¹¨ ñòàòòi ìîæíà ïå-
ðåíåñòè íà îïåðàòîðè âèãëÿäó

L =
n−1∑
s=0

as(D)P s +
n−1∑
s=0

n−1∑
i=0

n−i−1∑

k=0

b
(k)
i ε−ksJ iP s,

äå n � ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ε =
exp2πi

n
, (Pc)m = εmcm, m = 0, 1, 2, . . .;

as(D) =
∞∑
i=0

a
(s)
i Di i {a(s)

i }∞i=0 ∈ r(E), s =

0, 1, . . . , n− 1, à b
(k)
i � äîâiëüíi êîíñòàíòè.
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