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Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

ÑÏÐßÆÅÍIÑÒÜ Â ÃÐÓÏI ËÎÊÀËÜÍÈÕ IÇÎÌÅÒÐIÉ ÃÐÀÍÈÖI
ËÎÊÀËÜÍÎ ÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÊÎÐÅÍÅÂÎÃÎ ÄÅÐÅÂÀ

Â ðîáîòi âñòàíîâëåíî êðèòåðié ñïðÿæåíîñòi åëåìåíòiâ â ãðóïi ëîêàëüíèõ içîìåòðié ãðàíèöi
êîðåíåâîãî äåðåâà LIsom∂T . Òàêîæ âñòàíîâëåíî, ùî ãðóïà LIsom∂T ¹ àìáiâàëåíòíîþ äëÿ
êîðåíåâîãî îäíîðiäíîãî äåðåâà.

We established criterion of conjugacy in the full local isometry group of the rooted tree
boundary LIsom∂T . We also showed that the group LIsom∂T is ambivalent in the case of
homogeneous rooted tree.

Ñïî÷àòêó äàìî âèçíà÷åííÿ ëîêàëüíî¨ içî-
ìåòði¨. Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið.
Ái¹êöiÿ α : X → X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëü-
íîþ içîìåòði¹þ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X
iñíó¹ îêië öi¹¨ òî÷êè Ux, òàêèé ùî äëÿ âñiõ
x1, x2 ∈ Ux âèêîíó¹òüñÿ:

d(xα
1 , xα

2 ) = d(x1, x2).

Ái¹êöiÿ α : X → X íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíîþ
ëîêàëüíîþ içîìåòði¹þ, ÿêùî iñíó¹ δ > 0, òà-
êå ùî

d(xα
1 , xα

2 ) = d(x1, x2),

äëÿ âñiõ x1, x2 ∈ X1, òàêèõ ùî d(x1, x2) < δ.
Ëåãêî ïîìiòèòè, ùî äëÿ êîìïàêòíîãî ïðî-
ñòîðó êîæíà ëîêàëüíà içîìåòðiÿ áóäå îäíîði-
äíîþ. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà âñiõ ëîêàëü-
íèõ içîìåòðié ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d)
óòâîðþ¹ ãðóïó. Ìè áóäåìî ¨¨ ïîçíà÷àòè
LIsom(X, d).

Òåïåð ïåðåéäåìî äî ïîíÿòü i âèçíà÷åíü,
ïîâ'ÿçàíèõ ç êîðåíåâèìè äåðåâàìè i ãðóïà-
ìè, ùî äiþòü íà íèõ.

Íåõàé (T, v0) ëîêàëüíî ñêií÷åííå êîðåíå-
âå äåðåâî ç êîðåíåì v0. Äëÿ äîâiëüíèõ âåð-
øèí u, v äåðåâà T (u, v ∈ V (T )) âiäñòàííþ
d(u, v) ìiæ u òà v ¹ äîâæèíà íàéêîðîòøîãî
øëÿõó, ùî ç'¹äíó¹ ¨õ. Äëÿ (T, v0) i íåâiä'¹ì-
íîãî öiëîãî n ≥ 0 ðiâíåì n (ñôåðîþ ðàäióñó
n) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Vn(T ) = {v ∈ V (T ) : d(v0, v) = n} .

Êîðåíåâå äåðåâî T íàçèâà¹òüñÿ îäíîði-
äíèì, ÿêùî âñi âåðøèíè ç óñiõ ðiâíiâ äåðåâà

T ìàþòü îäíàêîâó âàëåíòíiñòü i ëèøå êîðiíü
� íà 1 ìåíøó.

Âåðøèíà v äåðåâà T ëåæèòü ïiä âåðøè-
íè w, ÿêùî øëÿõ, ùî ç'¹äíó¹ âåðøèíó v ç
êîðåíåì, ìiñòèòü âåðøèíó w (ïîçíà÷àòèìå-
ìî öå v ≺ w). Ìè ïîçíà÷àòèìåìî Tv ïîâíå
ïiääåðåâî äåðåâà T , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ
âåðøèí, ùî ëåæàòü íèæ÷å âiä v ç êîðåíåì
v.

Íàäàëi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè òàêi
êîðåíåâi äåðåâà, â ÿêèõ äëÿ äîâiëüíî¨ âåð-
øèíè, ìíîæèíà âåðøèí, ùî ëåæàòü íèæ÷å
çà íå¨, íåïîðîæíÿ. Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî
êîðiíü äåðåâà ìà¹ íåíóëüîâó âàëåíòíiñòü, à
ðåøòà âåðøèí � âàëåíòíiñòü íå ìåíøó íiæ
2.

Êiíåöü êîðåíåâîãî äåðåâà � öå íåñêií÷åí-
íèé øëÿõ áåç ïîâòîðåíü ç ïî÷àòêîì â êîðåíi.
Ìè ïîçíà÷àòèìåìî ∂T ìíîæèíó âñiõ êiíöiâ
(ãðàíèöþ) äåðåâà T .

Çàôiêñó¹ìî λ̄ = {λn}∞n=1 � íåñêií÷åííó
ñòðîãî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷è-
ñåë, ùî çáiãà¹òüñÿ äî 0. Ìè ìîæåìî ââåñòè
ïðèðîäíó óëüòðàìåòðèêó íà ∂T , ïîêëàâøè
ρλ̄(x1, x2) = λn, äå n � äîâæèíà íàéáiëüøî¨
ñïiëüíî¨ ÷àñòèíè êiíöiâ x1 i x2. Öåé êîìïà-
êòíèé óëüòðàìåòðè÷íèé ïðîñòið ïîçíà÷àòè-
ìåìî (∂T , λ̄), ÷è ïðîñòî ∂T . Â ðîáîòi [1] äî-
âåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ óëüòðàìåòðè÷íèõ
ïðîñòîðiâ (∂T , λ̄) òà (∂T , µ̄) ¨õíi ãðóïè ëî-
êàëüíèõ içîìåòðié içîìîðôíi.

Ái¹êöiÿ f : V (T ) −→ V (T ) ¹ (êîðå-
íåâîþ) içîìåòði¹þ (àâòîìîðôiçìîì), ÿêùî
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vf
0 = v0 i äëÿ äîâiëüíèõ ñóìiæíèõ âåðøèí

v1, v2 îáðàçè vf
1 , vf

2 ñóìiæíi. Ìíîæèíó âñiõ
içîìåòðié êîðåíåâîãî äåðåâà T ïîçíà÷àòèìå-
ìî IsomT . Ãðóïà âñiõ àâòîìîðôiçìiâ AutT
çáiãà¹òüñÿ ç ãðóïîþ IsomT .

Î÷åâèäíî, ùî êîæíà içîìåòðiÿ T iíäóêó¹
içîìåòðiþ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó ∂T . Òîìó ¹
ïðèðîäíå çàíóðåííÿ ãðóïè içîìåòðié IsomT
êîðåíåâîãî äåðåâà T â ãðóïó ãîìåîìîðôiçìiâ
Homeo∂T ãðàíèöi öüîãî äåðåâà. Áiëüøå òîãî
IsomT = Isom∂T .

Íåõàé G ïiäãðóïà ãðóïè içîìåòðié êîðå-
íåâîãî äåðåâà T . Ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó
îðáiò äi¨ ãðóïè G íà âåðøèíàõ � V̄ = V/G
i ìíîæèíó îðáiò äi¨ ãðóïè G íà ðåáðàõ �
Ē = E/G.

Îðáiòàëüíèé ãðàô T/G âèçíà÷èìî òàêèì
÷èíîì. Âåðøèíàìè öüîãî ãðàôó áóäóòü åëå-
ìåíòè ìíîæèíè V̄ , à ðåáðàìè � åëåìåíòè
ìíîæèíè Ē. Äâi âåðøèíè ū, v̄ ç T/G áóäóòü
ç'¹äíàíi ðåáðîì ē òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó-
þòü äâi âåðøèíè u ∈ ū òà v ∈ v̄, äëÿ ÿêèõ
ðåáðî {u, v} ìiñòèòüñÿ â ē.

Íåõàé g ∈ IsomT . Îðáiòàëüíèé ãðàô öè-
êëi÷íî¨ ãðóïè ïîðîäæåíî¨ g ìè áóäåìî ïî-
çíà÷àòè Tg i íàçèâàòè éîãî îðáiòàëüíèì ãðà-
ôîì içîìåòði¨ g. Â ðîáîòi [2] äîâîäèòüñÿ, ùî
îðáiòàëüíèé ãðàô içîìåòði¨ êîðåíåâîãî äåðå-
âà îáîâ'ÿçêîâî áóäå êîðåíåâèì äåðåâîì.

Îðáiòàëüíèì òèïîì åëåìåíòà g ç IsomT
íàçèâà¹òüñÿ îðáiòàëüíå äåðåâî Tg, ç âåðøè-
íàìè ïîìi÷åíèìè öiëèìè äîäàòíiìè ÷èñëà-
ìè, ùî äîðiâíþþòü ïîòóæíîñòÿì âiäïîâiä-
íèõ îðáiò.

Êàæóòü, ùî îðáiòàëüíi òèïè T1 i T2

åêâiâàëåíòíi, ÿêùî âîíè içîìîðôíi ÿê
âåðøèííî-ïîìi÷åíi êîðåíåâi äåðåâà, òîáòî
iñíó¹ içîìîðôiçì êîðåíåâèõ äåðåâ T1 i T2,
ÿêèé çáåðiãà¹ ìiòêè â âåðøèíàõ.

Êðèòåðié ñïðÿæåíîñòi â ãðóïi içîìåòðié
óçàãàëüíåíèõ áåðiâñüêèõ ìåòðèê áóëî îòðè-
ìàíî â [3]. Ó âèùå çãàäóâàíié ðîáîòi [2] âñòà-
íîâëåíî òàêèé êðèòåðié ñïðÿæåíîñòi içîìå-
òðié êîðåíåâîãî äåðåâà â ãðóïi âñiõ içîìå-
òðié.

Òåîðåìà 1 ([2]). Içîìåòði¨ êîðåíåâîãî
äåðåâà (T, v0) ñïðÿæåíi â ãðóïi (T, v0) òî-

äi i ëèøå òîäi, êîëè ¨õíi îðáiòàëüíi òèïè
åêâiâàëåíòíi.

Äëÿ äåðåâà T i íàòóðàëüíîãî n ðîçãëÿíå-
ìî ïiääåðåâî T (n), ùî îòðèìó¹òüñÿ ç T âè-
êèäàííÿì âñiõ âåðøèí ç V1(T ), V2(T ), . . .,
Vn−1(T ) ðàçîì ç iíöèäåíòíèìè ¨ì ðåáðàìè
i ç'¹äíàííÿì êîðåíÿ ç êîæíîþ âåðøèíîþ
ç Vn(T ). Ìàòèìåìî, ùî T (1) = T , à òà-
êîæ ùî âñi òàêi äåðåâà ïðè ðiçíèõ n ìàþòü
ëîêàëüíî-içîìåòðè÷íi ãðàíèöi.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

M = {T (n), n ∈ N}.
Îñêiëüêè ∂T ¹ êîìïàêòîì, òî êîæíà ëîêàëü-
íà içîìåòðiÿ öüîãî ïðîñòîðó ¹ îäíîðiäíîþ,
òîáòî äîâiëüíèé åëåìåíò g ∈ LIsom∂T äi¹ ÿê
içîìåòðiÿ íà T (n), äëÿ âñiõ n áiëüøèõ çà äå-
ÿêå ng, ùî çàëåæèòü âiä g. Òîìó îðáiòàëüíèé
òèï g ∈ LIsom∂T , ÿê içîìåòði¨ ç IsomT (n) âè-
çíà÷åíî íà âñiõ, êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi,
åëåìåíòàõ ç M . I ìè ìîæåìî íàçâàòè òèïîì
g ìíîæèíó îðáiòàëüíèõ òèïiâ

Mg = {Tg(n), n > ng}.
Êàçàòèìåìî, ùî îðáiòàëüíi òèïè Tg i T ′

h

åëåìåíòiâ g ∈ IsomT òà h ∈ IsomT ′ àïðîêñè-
ìàòèâíî åêâiâàëåíòíi, ÿêùî iñíóþòü òàêi
íàòóðàëüíi n1 òà n2, ùî Tg(n) òà T ′

h(m) içî-
ìîðôíi ÿê âåðøèííî-ïîìi÷åíi êîðåíåâi äåðå-
âà.

Íèæ÷å ìè íàâåäåìî åëåìåíòàðíi âëàñòè-
âîñòi àïðîêñèìàòèâíî¨ åâiâàëåíòíîñòi:

Ëåìà 1. 1. Ç åêâiâàëåíòíîñòi îðáiòàëü-
íèõ òèïiâ âèïëèâà¹ ¨õ àïðîêñèìàòèâ-
íà åâiâàëåíòíiñòü

2. Àïðîêñèìàòèâíà åâiâàëåíòíiñòü ¹ âiä-
íîøåííÿì ðiâíîñèëüíîñòi, òîáòî ¹ ðå-
ôëåêñèâíèì, ñèìåòðè÷íèì i òðàíçè-
òèâíèì âiäíîøåííÿì.

3. Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà g ç LIsom∂T
îðáiòàëüíi òèïè ç Mg ¹ ïîïàðíî àïðî-
êñèìàòèâíî åêâiâàëåíòíèìè.

Ïîïåðåäíÿ ëåìà îáãðóíòîâó¹ íàñòóïíå
âèçíà÷åííÿ:
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Òèïè Mg òà Mh íàçèâàòèìåìî åêâiâàëåí-
òíèìè, ÿêùî äåÿêi (à çíà÷èòü i âñi) åëåìåí-
òè Tg(k) òà Th(m) ¹ àïðîêñèìàòèâíî åêâiâà-
ëåíòíèìè.
Ëåìà 2. ßêùî îðáiòàëüíi òèïè Tg(k) òà
Th(m) åëåìåíòiâ g, h ∈ LIsom∂T åêâiâàëåí-
òíi, òî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ óìîâ
1. k = m.
2. |Vn(T )| ¹ ñòàëîþ äëÿ n ≥ min{k, m}.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé k 6= m. Îñêiëüêè içîìîð-
ôiçì Tg(k) íà Th(m) çáåðiãà¹ ìiòêè â âåð-
øèíàõ, òî âií çáåðiãà¹ i ¨õíþ ñóìó. Àëå öÿ
ñóìà çáiãà¹òüñÿ ç êiëüêiñòþ âåðøèí íà âiä-
ïîâiäíîìó ðiâíi äåðåâà. Òîìó äëÿ äîâiëü-
íîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî i âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü Vk+i(T ) = Vm+i. I îñêiëüêè ìè ðîç-
ãëÿäà¹ìî òiëüêè òi äåðåâà äëÿ ÿêèõ êiëü-
êiñòü âåðøèí íà ðiâíi ¹ íåñïàäíîþ ôóíêöi-
¹þ (öÿ âèìîãà ¹ íàñëiäêîì îáìåæåíü íà âà-
ëåíòíîñòi âåðøèí), òî |Vn(T )| ¹ ñòàëîþ äëÿ
n ≥ min{k, m}.

Çàóâàæèìî, ùî â i â ïåðøîìó i â äðóãîìó
âèïàäêó Tg(k) òà Th(k) åêâiâàëåíòíi.
Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé g òà h åëåìåíòè ç
LIsom∂T . Òèïè Mg òà Mh áóäóòü åêâiâà-
ëåíòíèìè òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äå-
ÿêîãî n îðáiòàëüíi òèïè Tg(n) òà Th(n) ¹
åêâiâàëåíòíèìè.
Äîâåäåííÿ. ßêùî Mg òà Mh åêâiâàëåíòíi, òî
äëÿ âñiõ k > ng i m > nh îðáiòàëüíi òè-
ïè Tg(k) òà Th(m) ¹ àïðîêñèìàòèâíî åêâi-
âàëåíòíèìè. Çà îçíà÷åííÿì àïðîêñèìàòèâ-
íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi iñíóþòü òàêi íàòóðàëü-
íi ÷èñëà k1 òà m1, ùî Tg(k + k1) òà Th(m +
m1) ¹ åêâiâàëåíòíèìè, òîáòî içîìîðôíi ÿê
âåðøèííî-ïîìi÷åíi êîðåíåâi äåðåâà. Çà ëå-
ìîþ 2 Tg(k + k1) òà Th(k + k1) ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè. Òàêîæ çðîçóìiëî, ùî Tg(k+k1) ∈ Mg

òà Th(k + k1) ∈ Mh, çâiäêè é îòðèìó¹ìî ïî-
òðiáíå òâåðäæåííÿ.

Íàâïàêè. Íåõàé Tg(n) ∈ Mg òà Th(n) ∈
Mh � åêâiâàëåíòíi îðáiòàëüíi òèïè. Òîäi çà
ëåìîþ 1 îðáiòàëüíi òèïè Tg(n) òà Th(n) ¹
àïðîêñèìàòèâíî åêâiâàëåíòíèìè. À, îòæå,
Mg òà Mh åêâiâàëåíòíi.

Òåîðåìà 2. Åëåìåíòè LIsom∂T ñïðÿæå-
íi òîäi i ëèøå òîäi êîëè ¨õíi òèïè åêâiâà-
ëåíòíi.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé g òà h åëåìåíòè ç
LIsom∂T .

Iñíó¹ òàêå n, ùî íà íà äåðåâi T (n) âîíè äi-
þòü içîìåòðiÿìè. Öå ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ âñiõ
n áiëüøèõ çà ng òà nh.

ßêùî g òà h ñïðÿæåíi, òî çà òåîðåìîþ 1
îðáiòàëüíi äåðåâà Tg(n) i Th(n) åêâiâàëåíòíi.
Òîìó çà òâåðäæåííÿì 1 òèïè Mg òà Mh åêâi-
âàëåíòíi.

Íåõàé òåïåð òèïè Mg òà Mh åêâiâàëåí-
òíi. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 1 îðáiòàëüíi äåðå-
âà Tg(l) i Th(l) åêâiâàëåíòíi. Òîìó çà òåîðå-
ìîþ 1 åëåìåíòè g òà h ñïðÿæåíi â IsomT (l).
Îñêiëüêè æ êîæíà içîìåòðiÿ T (l) äi¹ ÿê ëî-
êàëüíà içîìåòðiÿ íà ∂T , òî g òà h ñïðÿæåíi
â LIsom∂T .
Òåîðåìà 3. Äëÿ îäíîðiäíîãî êîðåíåâîãî

äåðåâà T ãðóïà LIsom∂T ¹ àìáiâàëåíòíîþ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé g ∈ LIsom∂T . Iñíó¹ òàêå
n, ùî i g, i g−1 äiþòü ÿê içîìåòði¨ íà T (n).
Îñêiëüêè ãðóïà içîìåòðié êîðåíåâîãî äåðåâà
¹ àìáiâàëåíòíîþ (äèâ. [2]), òî g i g−1 ñïðÿ-
æåíi â ãðóïi IsomT (n). Îñêiëüêè æ êîæíà
içîìåòðiÿ T (l) äi¹ ÿê ëîêàëüíà içîìåòðiÿ íà
∂T , òî g òà h ñïðÿæåíi â LIsom∂T .

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Lavrenyuk Ya. On Automorphisms of Local

Isometry Groups of Compact Ultrametric Spaces//
International Journal of Algebra and Computation.�
2005.� 15, N5-6.� C.1013�1024.

2.Gawron P., Nekrashevych V. and Sushchansky V.
Conjugation in tree automorphism groups// Internati-
onal Journal of Algebra and Computation.� 2001.�11,
N5.� Ñ.529�547.

3. Áåçóùàê Î.Å., Ñóùàíñêèé Â.È. Ñîïðÿæåí-
íîñòü â ãðóïïàõ èçîìåòðèé îáîáùåííûõ áýðîâñêèõ
ìåòðèê// Óêð. ìàò. æóð.� 1991.�43, N9.� Ñ.1148�
1155.

94 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2007. Âèïóñê 336 � 337. Ìàòåìàòèêà.


