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ÃÐÀÔIÊ

Íàâåäåíî ïðèêëàä ái¹êòèâíîãî âiäîáðàæåííÿ b : [0, 1] → [0, 1], ãðàôiê ÿêîãî ¹ íåâèìiðíèì çà
Ëåáå îì.

An example of the bijective mapping b : [0, 1] → [0, 1] which has Lebesgue unmeasurable graph is
constructed.

Íåõàé f : [a, b] × [c, d] → R, ïîçíà÷èìî
fx(y) = fy(x) = f(x, y). Áóäåìî íàçèâà-
òè ôóíêöiþ f íàðiçíî iíòåãðîâíîþ çà Ðiìà-
íîì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ [a, b] ôóíêöiÿ
fx iíòåãðîâíà çà Ðiìàíîì íà [c, d] i äëÿ êî-
æíîãî y ∈ [c, d] ôóíêöiÿ fy iíòåãðîâíà çà
Ðiìàíîì íà [a, b]. Ó [1] áóëî íàâåäåíî ïðè-
êëàä íàðiçíî iíòåãðîâíî¨ çà Ðiìàíîì ôóí-
êöi¨ f : [0, 1]2 → R, ÿêà çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ íå ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáå îì. Öåé ðåçóëü-
òàò ëåãêî îòðèìàòè âèêîðèñòîâóþ÷è ìíîæè-
íó S ç R2, ÿêà íå ìà¹ ïëîñêî¨ ìiðè Ëåáå à i
ç êîæíîþ ïðÿìîþ ïåðåòèíà¹òüñÿ íå áiëüøå
íiæ ó äâîõ òî÷êàõ, ùî ïîáóäîâàíà Â. Ñåð-
ïiíñüêèì ó [2] (äèâ. òàêîæ [3, c. 181-183]).
Òàêîæ, âêàçàíà ìíîæèíà ïåðåòèíà¹òüñÿ ç
áóäü-ÿêîþ ìíîæèíîþ äîäàòíî¨ ìiðè, i öåé
ïåðåòèí ¹ íåâèìiðíîþ ìíîæèíîþ, ÿêà ïåðå-
òèíà¹òüñÿ ç êîæíîþ ïðÿìîþ íå áiëüøå íiæ
ó äâîõ òî÷êàõ. ßêùî ðîçãëÿíóòè õàðàêòåðè-
ñòè÷íó ôóíêöiþ ïåðåòèíó S ç [0, 1]2 îòðèìà-
¹ìî ïîòðiáíèé ïðèêëàä.

Íà ïî÷àòêó, ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ïî-
áóäîâè âêàçàíîãî âèùå ïðèêëàäó, âèíèêëà
çàäà÷à ïîáóäóâàòè ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ
b : [0, 1] → [0, 1], ÿêå á ìàëî íåâèìiðíèé çà
Ëåáå îì ãðàôiê ó R2. Çðîçóìiëî, ùî ìà-
þ÷è òàêó ái¹êöiþ ëåãêî îòðèìó¹ìî i ïðè-
êëàä íàðiçíî iíòåãðîâíî¨ çà Ðiìàíîì ôóí-
êöi¨ f : [0, 1]2 → R, ÿêà çà ñóêóïíiñòþ çìií-
íèõ íå ¹ âèìiðíîþ çà Ëåáå îì. Äëÿ öüîãî äî-
ñèòü ðîçãëÿíóòè õàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöiþ
χ ãðàôiêà òàêî¨ ái¹êöi¨. Öÿ ôóíêöiÿ äà¹ ïî-

òðiáíèé ïðèêëàä, îñêiëüêè çãiäíî ç êðèòåði-
¹ì Ëåáå à iíòåãðîâíîñòi çà Ðiìàíîì ðîçðiçè
χy, χx iíòåãðîâíi çà Ðiìàíîì.

Â öié ðîáîòi ìè ïîáóäó¹ìî òàêå ái¹êòèâ-
íå âiäîáðàæåííÿ b : R → R, ãðàôiê ÿêîãî
gr b = {(x, y) ∈ R2 | y = b(x)} ¹ íåâèìið-
íîþ çà Ëåáå îì ìíîæèíîþ â R2. Ïîáóäîâà
çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äåùî çìiíåíîãî,
ìåòîäó ïîáóäîâè ìíîæèíè Ñåðïiíñüêîãî [2].

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó äåÿêi òâåðäæåííÿ ç
òåîði¨ ìíîæèí.

Òâåðäæåííÿ 1. Ñèñòåìà E âñiõ çàìêíå-
íèõ ìíîæèí äîäàòíî¨ ïëîñêî¨ ìiðè ìà¹ ïî-
òóæíiñòü êîíòèíóóìà c.

Äîâåäåííÿ. Çàìêíåíi ìíîæèíè òà ¨õ
âiäêðèòi äîïîâíåííÿ çíàõîäÿòüñÿ ó âçà¹ì-
íî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi. Àëå êîæíà
âiäêðèòà ìíîæèíà ¹ îá'¹äíàííÿì çëi÷åííî¨
êiëüêîñòi êðóãiâ ç ðàöiîíàëüíèìè ðàäióñàìè,
öåíòðè ÿêèõ ìàþòü ðàöiîíàëüíi êîîðäèíàòè.
Òîìó, ïîòóæíiñòü E íå ïåðåâèùó¹ c. Ç iíøîãî
áîêó, çàìêíåíi êðóãè ç öåíòðàìè ó ïî÷àòêó
êîîðäèíàò óòâîðþþòü ìíîæèíó ïîòóæíîñòi
c, òîìó ïîòóæíiñòü E íå ìåíøà çà c.

Òâåðäæåííÿ 2. ([4, c. 356]) ßêùî ψ � öå
ïåðøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî, ùî âiäïîâiäà¹ ïîòó-
æíîñòi c, òî ìíîæèíà {α : α < ψ} ìà¹ ïîòó-
æíiñòü c i äëÿ êîæíîãî β < γ |[0, β)| < c.

Òâåðäæåííÿ 3. ßêùî A � ìíîæèíà äî-
äàòíî¨ ëiíiéíî¨ ìiðè, òî ¨¨ ïîòóæíiñòü äîðiâ-
íþ¹ c.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Êàíòîðà-
Áåíäiêñîíà [4, c. 56] êîæíó íåçëi÷åííó çà-
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ìêíåíó ìíîæèíó ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'¹äíà-
ííÿ äåÿêî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè òà äåÿêî¨ íå
ïîðîæíüî¨ äîñêîíàëî¨ ìíîæèíè. Êîæíà äî-
ñêîíàëà ìíîæèíà ìà¹ ïîòóæíiñòü c [4, c. 51].
Îñêiëüêè êîæíà ìíîæèíà äîäàòíî¨ ëiíiéíî¨
ìiðè ìiñòèòü äåÿêó çàìêíåíó ìíîæèíó äî-
äàòíî¨ ìiðè, òî âîíà òåæ ìà¹ ïîòóæíiñòü c.

Äàëi ïiä λ áóäåìî ðîçóìiòè ëiíiéíó, à ïiä
µ � ïëîñêó ìiðó Ëåáå à. Çãiäíî ç òâåðäæåí-
íÿì 1 ïîòóæíiñòü ìíîæèíè E âñiõ çàìêíå-
íèõ ìíîæèí äîäàòíî¨ ïëîñêî¨ ìiðè äîðiâ-
íþ¹ c. Òîìó iñíó¹ ái¹êöiÿ α 7−→ Fα ìíîæè-
íè {α : α < ψ} íà E . Íåõàé F ñóêóïíiñòü
âñiõ ôóíêöi¨ f , òàêèõ, ùî dom f = [0, β), äå
β ≤ ψ, çi çíà÷åííÿìè â R2, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâàì:

1) f(α) ∈ Fα äëÿ âñiõ α ç dom f ;
2) äëÿ áóäü-ÿêèõ ðiçíèõ α1, α2 ç dom f ,

ÿêùî f(α1) = (x1, y1) i f(α2) = (x2, y2), òî
x1 6= x2, y1 6= y2, x1 6= y2, x2 6= y1.

Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíà F íå ïîðîæíÿ.
Íà F , ââåäåìî âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïî-

ðÿäêó 4 , ââàæàþ÷è, ùî f1 4 f2, ÿêùî f2 ¹
ïðîäîâæåííÿì f1. Ó òàê âïîðÿäêîâàíié ìíî-
æèíi F êîæíèé ëàíöþæîê (òàêà ïiäìíîæè-
íà F â ÿêié êîæíi äâà åëåìåíòà ïîðiâíÿíi
ìiæ ñîáîþ) îáìåæåíèé çâåðõó. Ñïðàâäi, íå-
õàé (fs)s∈S ëàíöþæîê â F i dom fs = [0, βs).
Íåõàé [0, β) =

⋃
s∈S[1, βs). Öå îá'¹äíàííÿ

ñïðàâäi ìà¹ âèãëÿä [0, β) β = sup
s∈S

βs, îñêiëü-
êè êîæíi äâà ïîðÿäêîâèõ ÷èñëà ïîðiâíÿííi
(äèâ. íàïð. [4, c. 356-357]). Íà [0, β) âèçíà-
÷èìî ôóíêöiþ f : [0, β) → R2 òàêèì ÷èíîì:
äëÿ α ∈ [0, β) ïîêëàäåìî f(α) = fs(α), ÿêùî
α ∈ [0, βs). Ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)
òà 2), îñêiëüêè ¨ì çàäîâîëüíÿþòü âñi fs. Òî-
ìó f ∈ F . Êðiì òîãî fs 4 f äëÿ âñiõ s ∈ S.
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà F iíäóêòèâíî âïî-
ðÿäêîâàíà. Îòæå, çà ëåìîþ Öîðíà [5, c. 129]
ó ìíîæèíi F iñíó¹ ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò
g. Ïåðåâiðèìî, ùî dom g = [0, ψ). Íåõàé
dom g = [0, β). Ïðèïóñòèìî, ùî β < ψ. Ðîç-
ãëÿíåìî ìíîæèíó Fβ. Îñêiëüêè µ(Fβ) > 0,
òî |Fβ| = c, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 3. Ïîçíà-
÷èìî Rg = g([0, β)). Çà ïîáóäîâîþ |Rg| =
|[0, β)| < c. Äëÿ òî÷êè p = (x, y) ∈ R2, ïî-

çíà÷èìî

L(p) = {{x} × R, {y} × R,R× {x},R× {y}}.
Íåõàé

L =
⋃

p∈R(g)

L(p) i L =
⋃
L.

Ìà¹ìî, ùî

|L| ≤
∑
p∈Rg

|L(p)| ≤ 4|R(g)| < c.

Íåõàé

A = {x ∈ R : λ(F x
β ) > 0},

äå F x
β = {y ∈ R : (x, y) ∈ Fβ}. Òîäi çà òåîðå-

ìîþ Ôóáiíi
∫

A

λ(F x
β )dx = µ(Fβ) > 0.

Òîìó λ(A) > 0, îòæå, |A| = c. Êðiì òîãî
|F x

β | = c äëÿ êîæíîãî x ∈ A. Òîìó iñíó¹ åëå-
ìåíò x0 ∈ A, òàêèé, ùî ïðÿìà lx0 = {x0}×R
íå íàëåæèòü äî L. Àëå λ(F x0

β ) > 0 i |F x0
β | = c.

Òîìó iñíó¹ òî÷êà y0 ∈ F x0
β òàêà, ùî ly0 =

R × {y0} íå íàëåæèòü äî L. Îòæå, òî÷êà
(x0, y0) íå íàëåæèòü äî ìíîæèíè L, îñêiëü-
êè ïðÿìi {x0} × R, R × {y0} íå âõîäÿòü äî
ñóêóïíîñòi ïðÿìèõ L.

Ïðîäîâæèìî òåïåð g òàê, ùîá ïðîäîâæå-
ííÿ g∗ áóëî âèçíà÷åíå íà [0, β + 1). Ïîêëà-
äåìî g∗(α) = g(α), α < β i g∗(β) = (x0, y0).
Îñêiëüêè β + 1 öå ïåðøå ïîðÿäêîâå ÷èñëî,
ÿêå éäå çà β (äèâ. íàïð. [4, c. 358]), òî
dom g∗ = [0, β + 1) i g∗ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
1) i 2). Ñïðàâäi, ÿêùî áðàòè äâi òî÷êè ç Rg,
òî óìîâè 1) i 2) äëÿ íèõ âèêîíóþòüñÿ. Òà-
êîæ äëÿ òî÷êè (x, y) ∈ Rg, x 6= x0 i y 6= y0,
çãiäíî ç âèáîðîì (x0, y0), i x 6= y0, y 6= x0 çãi-
äíî ç ïîáóäîâîþ ìíîæèíè L. Îòæå óìîâè 1)
i 2) âèêîíóþòüñÿ äëÿ ôóíêöi¨ g∗. Îñêiëüêè,
g ≺ g∗, òî g íå ¹ ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì
äëÿ ìíîæèíè F , ùî äà¹ ñóïåðå÷íiñòü. Òîìó
β = ψ.

Ìíîæèíà Rg çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
à) Ìíîæèíà Rg � íåâèìiðíà çà Ëåáå îì.

Ñïðàâäi, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî Rg âèìiðíà,
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òî i ¨¨ äîïîâíåííÿ Rc
g òåæ áóäå âèìiðíèì.

Îñêiëüêè Rc
g íå ìiñòèòü æîäíî¨ çàìêíåíî¨

ìíîæèíè äîäàòíî¨ ïëîñêî¨ ìiðè (àäæå g çà-
äîâîëüíÿ¹ 1)), òî âîíà ìà¹ ìiðó íóëü, áî
êîæíà ìíîæèíà äîäàòíî¨ ïëîñêî¨ ìiðè ìi-
ñòèòü â ñîái äåÿêó çàìêíåíó ìíîæèíó äîäà-
òíî¨ ïëîñêî¨ ìiðè. Ç iíøîãî áîêó, êîæíà âåð-
òèêàëüíà ïðÿìà ïåðåòèíà¹ ìíîæèíó Rg íå
áiëüøå íiæ â îäíié òî÷öi, òîìó âîíà òåæ ìà¹
ìiðó íóëü, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôóáiíi. Âèõî-
äèòü, ùî ó âèïàäêó âèìiðíîñòi Rg ïëîùèíà
R2 ìà¹ ìiðó íóëü. Öÿ ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü
íåâèìiðíiñòü ìíîæèíè Rg.

á) Äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê p1 = (x1, y1), p2 =
(x2, y2) ç Rg x1 6= x2, x 6= y2, x2 6= y1 i y2 6= y1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R∗
g îáðàç ìíîæèíè Rg

ïðè âiäîáðàæåííi : (x, y) 7−→ (y, x). Ïîêëà-
äåìî E∗ = Rg ∪ R∗

g. Ìíîæèíà E∗ íåâèìiðíà
òàê ñàìî, ÿê i Rg, áî ïåðåòèíà¹òüñÿ ç áóäü-
ÿêîþ ÿê ãîðèçîíòàëüíîþ òàê i âåðòèêàëü-
íîþ ïðÿìîþ íå áiëüøå íiæ â îäíié òî÷öi.
Ñïðàâäi, ÿêùî

|({t} × R) ∩ E∗| > 1,

òî iñíóþòü y1 i y2, òàêi, ùî y1 6= y2, (t, y1) ∈
Rg i (t, y2) ∈ R∗

g. Àëå òîäi (y2, t) ∈ Rg i â òà-
êîìó âèïàäêó Rg íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó 2).
Îòæå, y1 = y2. Àíàëîãi÷íî i äëÿ ãîðèçîí-
òàëüíî¨ ïðÿìî¨.

Ïîçíà÷èìî E = E∗ ∩ [0, 1]2. Öåé ïåðåòèí
íå ïîðîæíié, îñêiëüêè ìíîæèíà E∗ ïåðåòè-
íà¹òüñÿ ñ êîæíîþ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ äî-
äàòíî¨ ïëîñêî¨ ìiðè, çîêðåìà i ç [0, 1]2. Ìíî-
æèíà E íåâèìiðíà, áî ÿêùî ïðèïóñêàòè ¨¨
âèìiðíiñòü, òî çíîâó çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôó-
áiíi îòðèìà¹ìî, ùî ìiðà [0, 1]2 ðiâíà 0, â òîé
÷àñ ÿê µ([0, 1]2) = 1. Âèçíà÷èìî òåïåð âiä-
îáðàæåííÿ, ÿêå i áóäå øóêàíîþ ái¹êöi¹þ âiä-
ðiçêà [0, 1] íà ñåáå. Äëÿ x ∈ [0, 1] ïîêëàäåìî
b(x) = Ex = {y : (x, y) ∈ E} , ÿêùî Ex 6= ∅,
i b(x) = x â iíøîìó âèïàäêó. Çðîçóìiëî, ùî
b(x) ∈ [0, 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1].

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = {x ∈ R | ∃y |
(x, y) ∈ E}. Íåõàé x1 i x2 � äâi ðiçíi òî÷êè ç
âiäðiçêà [0, 1]. ßêùî x1 i x2 âçÿòi ç ìíîæèíè
A, òî y1 = b(x2) 6= b(x1) = y2, àäæå ó âèïàä-
êó y1 = y2 = y0 ìíîæèíà E ïåðåòèíàëàñÿ á ç
ãîðèçîíòàëüíîþ ïðÿìîþ R×{y0} ïðèíàéìíi

ó äâîõ òî÷êàõ (x1, y1) i (x2, y2), ùî íåìîæëè-
âî. ßêùî x1, x2 /∈ A, òî b(x1) = x1 6= x2 =
b(x2). Íåõàé îäíà ç òî÷îê, ñêàæiìî, x1, íå
âõîäèòü ó ìíîæèíó A, à iíøà âõîäèòü. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî y2 = b(x2) = b(x1) = x1. Îñêiëü-
êè (x2, y2) ∈ E, òî i (x1, x2) = (y2, x2) ∈ E, à
çíà÷èòü, x1 ∈ B, ùî íåìîæëèâî. Òàêèì ÷è-
íîì, i â öüîìó âèïàäêó b(x1) 6= b(x2). Îòæå,
b � ií'åêòèâíå âiäîáðàæåííÿ.

Âiäîáðàæåííÿ b ñþð'¹êòèâíå. Ñïðàâäi,
íåõàé y0 ∈ [0, 1]. Ïðèïóñòèìî, ùî (R×{y0})∩
E 6= ∅. Òîäi iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ [0, 1], òà-
êà, ùî (x0, y0) ∈ E, äëÿ ÿêî¨ çà ïîáóäî-
âîþ áóäåìî ìàòè, ùî b(x0) = y0. ßêùî æ
(R× {y0}) ∩ E = ∅ òî i ({y0} × R) ∩ E = ∅,
àäæå ìíîæèíà E ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ïðÿ-
ìî¨ y = x. Â òàêîìó ðàçi b(y0) = y0.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ b : [0, 1] → [0, 1] ¹
ái¹êòèâíèì. Ãðàôiê b � öå ìíîæèíà E ∪
{(x, x)|x ∈ [0, 1] \ A}. Îñêiëüêè ïëîñêà ìi-
ðà ìíîæèíè {(x, x)|x ∈ [0, 1] \ A} äîðiâíþ¹
íóëþ, òî ç òîãî, ùî ìíîæèíà E íåâèìiðíà,
íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ãðàôiê ôóíêöi¨ b ¹ íå-
âèìiðíèì. Òàêèì ÷èíîì ìè äîâåëè.

Òâåðäæåííÿ 4. Iñíó¹ ái¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ b : [0, 1] → [0, 1], ãðàôiê ÿêîãî ó R2

íåâèìiðíèé çà Ëåáå îì.
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