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Äîñëiäæó¹òüñÿ ïèòàííÿ ïðî çâ'ÿçêè ìiæ ïåðøèì áåðiâñüêèì i ïåðøèì ëåáå iâñüêèì êëàñàìè
äëÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi íàáóâàþòü çíà÷åíü ó ïðÿìié Çîð åíôðåÿ.

The relations between the Baire-one mappings and the Lebesgue-one mappings with values in
Sorgenfrey line are investigated.

1. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.
Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì B1(X, Y )
ñóêóïíiñòü óñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y
ïåðøîãî êëàñó Áåðà, òîáòî ïîòî÷êîâèõ ãðà-
íèöü ïîñëiäîâíîñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié,
à ÷åðåç H1(X, Y ) � ñóêóïíiñòü óñiõ âiäîáðà-
æåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à,
òîáòî òàêèõ, äëÿ ÿêèõ ïðîîáðàç f−1(G) äî-
âiëüíî¨ âiäêðèòî¨ â ïðîñòîði Y ìíîæèíè G
ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çëi÷åííîãî îá'¹äíàííÿ
çàìêíåíèõ â X ìíîæèí.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ëåáå à-Ãàóñäîðôà
[1, c. 402] ðiâíiñòü H1(X,Y ) = B1(X, Y ) ìà¹
ìiñöå, êîëè X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, à Y = R.
Öÿ òåîðåìà óçàãàëüíþâàëàñü áàãàòüìà ìà-
òåìàòèêàìè: C. Ðîëåâè÷åì, Ð. Ãàíñåëëîì,
Ê. Ðîäæåðñîì, Ì. Ôîñ åðàó, Ë. Âåñåëèì òà
iíøèìè. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî â ¨õ ðåçóëüòà-
òàõ ïðîñòið çíà÷åíü Y ¹ ìåòðèçîâíèì. Òî-
ìó ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è çàëèøà¹-
òüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè Ëåáå à-Ãàóñäîðôà
âiðíèì äëÿ âiäîáðàæåíü, ÿêi íàáóâàþòü çíà-
÷åíü ó íåìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ. Ó öié ñòàò-
òi ìè äîñëiäæó¹ìî öå ïèòàííÿ äëÿ ôóíêöié,
ÿêi äiþòü ó ïðÿìó Çîð åíôðåÿ.

2. Íàãàäà¹ìî, ùî ïðÿìà Çîð åíôðåÿ L ÿê
ìíîæèíà çáiãà¹òüñÿ ç ÷èñëîâîþ ïðÿìîþ, àëå
îêîëîì òî÷êè x â L ââàæà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ïiä-
ìíîæèíà L, ÿêà ìiñòèòü äåÿêèé ïðîìiæîê
[x, x+ ε), äå ε > 0. Äîáðå âiäîìî, ùî ïðîñòið
L íåìåòðèçîâíèé.

Íåïîðîæíié òèõîíîâñüêèé ïðîñòið X íà-
çèâà¹òüñÿ ñèëüíî íóëüâèìiðíèì [2, c. 529],

ÿêùî â äîâiëüíå ñêií÷åííå ôóíêöiîíàëüíî
âiäêðèòå ïîêðèòòÿ (Ui)

k
i=1 öüîãî ïðîñòîðó

ìîæíà âïèñàòè ñêií÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ
(Vi)

m
j=1, òàêå, ùî Vi ∩ Vj = Ø ïðè i 6= j.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � ñèëüíî íóëüâè-
ìiðíèé äîñêîíàëèé ïðîñòið i f : X → L �
ôóíêöiÿ ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à, òàêà, ùî
|f(X)| ≤ ℵo. Òîäi f ∈ B1(X,L).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà f(X) íå
áiëüø, íiæ çëi÷åííà, òî ïiäïðîñòið Y = f(X)
ïðîñòîðó L çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi. Êðiì òîãî, ïðîñòið Y ðåãóëÿðíèé,
ÿê ïiäïðîñòið ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó L. Çãi-
äíî ç [2, c. 387], ïðîñòið Y ìåòðèçîâíèé. Çðî-
çóìiëî, ùî Y òàêîæ ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið.
Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî ç [3], f ∈ B1(X, Y ), à,
çíà÷èòü, f ∈ B1(X,L).

Ìè áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(fn)∞n=1 ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f â
L, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêèé íî-
ìåð no, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

0 ≤ fn(x)− f(x) < ε

äëÿ âñiõ n ≥ no i âñiõ x ∈ X.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i f ∈ H1(X,L). Òîäi f ¹ ðiâíîìið-
íîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié fn ∈
H1(X,L), ïðè÷îìó |fn(X)| ≤ ℵo äëÿ êîæíî-
ãî n ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ n ∈ N i k ∈ Z ðîçãëÿ-
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íåìî ìíîæèíè

Vkn =

[
k

n
,
k + 1

n

)
.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî n ∈ N i k ∈ Z ìíîæè-
íà Vkn âiäêðèòî-çàìêíåíà â L i f ∈ H1(X,L),
òî ìíîæèíà Akn = f−1(Vkn) äâîñòîðîííÿ â
X. Çàóâàæèìî, ùî X =

⊔
k∈Z

Akn äëÿ êîæíî-

ãî n ∈ N. Ïîêëàäåìî fn(x) = k+1
n
, ÿêùî

x ∈ Akn. Çðîçóìiëî, ùî fn ∈ H1(X,L) äëÿ
êîæíîãî n ∈ N.

Ïîêàæåìî, ùî fn ⇒ f â L. Çàôiêñó¹ìî
n ∈ N i x ∈ X. Iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî k, ùî
x ∈ Akn. Òîäi fn(x) = k+1

n
, à f(x) ∈ [ k

n
, k+1

n
).

Çâiäñè 0 ≤ fn(x) − f(x) < 1
n
. Òàêèì ÷è-

íîì, ïîñëiäîâíiñòü fn ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ
äî ôóíêöi¨ f â L.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé X � ñèëüíî íóëüâè-
ìiðíèé ïðîñòið i f ∈ H1(X,L). Òîäi f ¹ ðiâ-
íîìiðíîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié
fn ∈ B1(X,L), ïðè÷îìó |fn(X)| ≤ ℵo äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ïî-
ñëiäîâíîñòi ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à
çi çíà÷åííÿìè â ïðÿìié Çîð åíôðåÿ, âçàãà-
ëi êàæó÷è, íå ¹ ïåðøîãî êëàñó Ëåáå à, ÿê
ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé Q = {rn : n ∈ N}. Äëÿ
êîæíîãî n ∈ N i x ∈ R ïîêëàäåìî

fn(x) =

{ − 1
k
, x = rk, 1 ≤ k < n,

1
n
, x 6∈ {r1, . . . , rn−1}.

Òîäi fn ∈ H1(L,L) i ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1

ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ â L äî ôóíêöi¨ f , àëå
f 6∈ H1(L,L).

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî fn ∈ H1(L,L).
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó âiäêðèòó â L ìíîæè-
íó G i n ∈ N. ßêùî 1

n
∈ G, òî ìíîæèíà

L \ f−1
n (G) ñêií÷åíà, îòæå, ¹ òèïó Gδ â L.

Òîìó f−1
n (G) ¹ Fσ-ìíîæèíîþ â L. ßêùî æ

1
n
6∈ G, òî ìíîæèíà f−1

n (G) ñêií÷åííà i òîìó
¹ Fσ-ìíîæèíîþ â L.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : L→ L,

f(x) =

{ − 1
n
, x = rn,

0, x 6∈ Q

i äîâåäåìî, ùî fn ⇒ f â L. Çàôiêñó¹ìî ε > 0
i âèáåðåìî no ∈ N òàê, ùîá 2

no
< ε. Äëÿ òî-

÷îê x 6∈ Q ìà¹ìî, ùî f(x) = 0 i fn(x) = 1
n

äëÿ âñiõ n. Òîäi

0 ≤ fn(x)− f(x) =
1

n
<

2

no

< ε

äëÿ âñiõ n ≥ no.
Íåõàé òåïåð x ∈ Q i n ≥ no.
ßêùî x = rk, 1 ≤ k < n, òî f(x) = − 1

k
,

fn(x) = − 1
k
i fn(x)− f(x) = 0.

ßêùî x = rn, òî f(x) = − 1
n
, fn(x) = 1

n
i

0 ≤ fn(x)− f(x) =
2

n
≤ 2

no

< ε.

ßêùî æ x = rk, k > n, òî f(x) = − 1
k
,

fn(x) = 1
n
i

0 ≤ fn(x)− f(x) =
1

n
+

1

k
<

<
1

n
+

1

n
≤ 2

no

< ε.

Çàóâàæèìî, ùî f 6∈ H1(L,L), àäæå äëÿ
äîâiëüíîãî δ > 0 ìíîæèíà f−1([0, δ)) = L\Q
íå ¹ òèïó Fσ â L.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � ñèëüíî íóëüâè-
ìiðíèé ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X → R íåïå-
ðåðâíà. Òîäi f ¹ ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ â L
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → L, òàêèõ,
ùî |fn(X)| ≤ ℵo. ßêùî ôóíêöiÿ f îáìåæå-
íà, òî |fn(X)| < ℵo.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî
n ∈ N íå áiëüø, íiæ çëi÷åííå ïîêðèòòÿ Wn

ìíîæèíè f(X) âiäêðèòèìè iíòåðâàëàìè äîâ-
æèíîþ ìåíøå 1

2n . Çàóâàæèìî, ùî ó çàãàëü-
íîìó âèïàäêó òàêå ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðà-
òè ëîêàëüíî ñêií÷åííèì, à ÿêùî ôóíêöiÿ f
îáìåæåíà, òî òàêå ïîêðèòòÿ ìîæíà âèáðàòè
ñêií÷åííèì. Ôóíêöiÿ f : X → R íåïåðåðâ-
íà, à âñi ìíîæèíè ç Wn ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòi, òîìó äëÿ êîæíîãî n ìíîæèíà f−1(W )
ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà â X äëÿ áóäü-ÿêî¨
ìíîæèíè W ∈ Wn.

Îñêiëüêè ïðîñòið X ñèëüíî íóëüâèìið-
íèé, òî çãiäíî ç [2, c. 587] äëÿ êîæíîãî n ó
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ïîêðèòòÿ Vn = {f−1(W ) : W ∈ Wn} ïðîñòî-
ðó X ìîæíà âïèñàòè ëîêàëüíî ñêií÷åííå äè-
ç'þíêòíå ïîêðèòòÿ Un âiäêðèòî-çàìêíåíèìè
ìíîæèíàìè.

Çàôiêñó¹ìî n ∈ N. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X
iñíó¹ U ∈ Un, òàêå, ùî x ∈ U . Êðiì òîãî,
iñíó¹ òàêå W ∈ Wn, ùî U ⊆ f−1(W ). Çàóâà-
æèìî, ùî f(U) ⊆ W = (a, b), äå b − a < 1

2n .
Ïîêëàäåìî fn(x) = b. Çðîçóìiëî, ùî ôóí-
êöiÿ fn : X → L íåïåðåðâíà.

Íåõàé n ∈ N. Äëÿ x ∈ X çíàéäåìî U ∈ Un

i W ∈ Wn, òàêi, ùî x ∈ U ⊆ f−1(W ). Òîäi
fn(x) = b, äå

f(U) ⊆ (a, b), i b− a <
1

2n
.

Òîìó
0 ≤ fn(x)− f(x) <

1

2n
.

Îòæå, fn ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f â L.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � ñèëüíî íóëü-
âèìiðíèé ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X → L
òàêà, ùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié fn : X → R, ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹-
òüñÿ äî f â L. Òîäi f ∈ B1(X,L).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3, äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (gnm)∞m=1

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gnm : X → L, ÿêà ðiâ-
íîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ fn â L. Äëÿ
n ∈ N ïîêëàäåìî ϕn(x) = gnn(x) äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ X. Òîäi ôóíêöi¨ ϕn : X → L íåïå-
ðåðâíi i ϕn → f ïîòî÷êîâî â L.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé X � ñèëüíî íóëüâè-
ìiðíèé ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X → R íàïiâ-
íåïåðåðâíà çâåðõó. Òîäi f ∈ B1(X,L).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [4, c. 389] iñíó¹ ìî-
íîòîííî ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → R, ÿêà ïîòî÷êîâî
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f â R. Îñêiëüêè ïîñëi-
äîâíiñòü (fn)∞n=1 ñïàäíà, òî âîíà ïîòî÷êîâî
çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f i â L. Òîäi ç íàñëiä-
êó 6 âèïëèâà¹, ùî f ∈ B1(X,L).

Ñèñòåìó ïiäìíîæèí A ïðîñòîðó X ìè íà-
çèâà¹ìî ñèëüíî äèñêðåòíîþ, ÿêùî iñíó¹ äèñ-
êðåòíà ñiì'ÿ (GA : A ∈ A) âiäêðèòèõ ïiäìíî-
æèí ïðîñòîðó X, òàêà, ùî A ⊆ GA äëÿ âñiõ
A ∈ A.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � ñèëüíî íóëü-
âèìiðíèé ïðîñòið i ôóíêöiÿ f : X → R òà-
êà, ùî ìíîæèíà D(f) ¨¨ òî÷îê ðîçðèâó
çàìêíåíà i ñèëüíî äèñêðåòíà. Òîäi f ∈
B1(X,L).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
D(f) = {xs : s ∈ S}.

Îñêiëüêè ïðîñòið X ñèëüíî íóëüâèìiðíèé,
òî äëÿ êîæíîãî s ∈ S iñíó¹ ñïàäíà ïîñëi-
äîâíiñòü (Un,s)

∞
n=1 âiäêðèòî-çàìêíåíèõ â X

ìíîæèí, òàêà, ùî

{xs} =
∞⋂

n=1

Un,s.

Îñêiëüêè ìíîæèíà D(f) ñèëüíî äèñêðåòíà,
ìîæíà ââàæàòè, ùî ñiì'ÿ {U1,s : s ∈ S} òà-
êîæ äèñêðåòíà â X.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîêëàäåìî

fn(x) =

{
f(x), x 6∈ ⋃

s∈S

Un,s,

f(xs), x ∈ Un,s äëÿ äåÿêîãî s ∈ S.

Îñêiëüêè ìíîæèíè
⋃
s∈S

Un,s âiäêðèòî-
çàìêíåíi â X äëÿ êîæíîãî n, òî ôóíêöi¨
fn : X → R íåïåðåðâíi.

Íåõàé x ∈ X \D(f). ßêùî x 6∈ ⋃
s∈S

U1,s, òî
x 6∈ ⋃

s∈S

Un,s äëÿ âñiõ n ≥ 1. Òîäi fn(x) = f(x)

äëÿ âñiõ n ≥ 1.
Íåõàé òåïåð x ∈ ⋃

s∈S

U1,s. Òîäi iñíó¹ òàêå
so ∈ S, ùî x ∈ U1,so . Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü
(Un,so)

∞
n=1 ñïàäíà, òî iñíó¹ òàêå no ∈ N, ùî

x 6∈ Un,so äëÿ âñiõ n ≥ no. Òîäi fn(x) = f(x)
äëÿ âñiõ n ≥ no. Òàêèì ÷èíîì, fn(x) → f(x)
ïîòî÷êîâî â L.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 2, ôóíêöiÿ f : X → L
íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Íàâåäåìî òåïåð ïðèêëàä ôóíêöi¨
f : L→ L, ÿêà íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó
Ëåáå à, àëå íå íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó
Áåðà.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé Q = {rn : n ∈ N}.
Ïîêëàäåìî

f(x) =

{
x− 1

n
, x = rn,

x, x 6∈ Q.
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Òîäi f ∈ H1(L,L), àëå f 6∈ B1(L,L).
Ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî, ùî f ∈ H1(L,L).

Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî ïðîîáðàç äîâiëüíîãî
ïðîìiæêó [a, b) ⊆ L ¹ ìíîæèíîþ òèïó Fσ â
L. Âiçüìåìî äîâiëüíèé ïðîìiæîê [a, b) i ïî-
çíà÷èìî E = f−1([a, b)).

Íåõàé

A = (a, b) \ E i B = E \ (a, b).

Òîäi E = ((a, b) \ A) t B. Ëåãêî áà÷èòè, ùî
B ⊆ Q ∪ {a}. Òîìó ìíîæèíà B ¹ òèïó Fσ â
L. Çàóâàæèìî, ùî A ⊆ Q. Ïîêëàäåìî

N = {n ∈ N : rn ∈ A} = {n1, n2 . . . },
ïðè÷îìó ïîñëiäîâíiñòü (ni)

∞
i=1 çðîñòàþ÷à.

Íåõàé rni
∈ A. Òîäi a < rni

< b i f(rni
) 6∈

[a, b). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a < rni
< a + 1

ni
.

Îòæå,
rni

→ a + 0

ïðè i →∞. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà (a, b)\A
âiäêðèòà â L, à çíà÷èòü, ¹ òèïó Fσ. Òîäi i
ìíîæèíà E ¹ òèïó Fσ â L.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî ôóíêöiÿ f : L→ L
íå íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî f ∈ B1(L,L). Òîäi iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
fn : L→ L, òàêà, ùî fn(x) → f(x) ïîòî÷êîâî
â L. Äëÿ êîæíîãî n ïîêëàäåìî

An = {x ∈ L : ∀k ≥ n fk(x) ≥ f(x)}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî
∞⋃

n=1

An = L. Îñêiëüêè ìíî-

æèíà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë I =
∞⋃

n=1

(An ∩ I) ¹
ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨ â L, òî iñíó¹ òà-
êèé íîìåð n, ùî ìíîæèíà An∩I äåñü ùiëüíà
â I, à çíà÷èòü i â L. Òîäi iñíó¹ iíòåðâàë [a, b),
òàêèé, ùî

[a, b) ⊆ An ∩ I = B.

Íåõàé x ∈ B. Òîäi fk(x) ≥ f(x) = x äëÿ âñiõ
k ≥ n. Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà

F = {x ∈ L : fk(x) ≥ x}
çàìêíåíà â L.

Îñêiëüêè B = An ∩ I ⊆ F , òî B ⊆ F .
Îòæå, [a, b) ⊆ F . Îñêiëüêè fk(x) ≥ x íà [a, b)
äëÿ âñiõ k ≥ n, òî

f(x) = lim
k→∞

fk(x) ≥ x

íà [a, b), ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi.
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