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Òåîðiÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ (ÏÄÎ), ÿêà â ñó÷àñíié ôîðìi áóëà ñòâî-
ðåíà â ñåðåäèíi ñiìäåñÿòèõ ðîêiâ XX ñòîëiò-
òÿ, ¹ ïðåäìåòîì áàãàòüîõ äîñëiäæåíü. �õ ÷è-
ñëî çíà÷íî çáiëüøèëîñÿ ïiñëÿ òîãî, ÿê âè-
ÿâèëîñÿ, ùî ÏÄÎ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç âàæëè-
âèìè çàäà÷àìè àíàëiçó i ñó÷àñíî¨ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ôiçèêè. Òàê, íàïðèêëàä, ÏÄÎ îñî-
áëèâî âàæëèâi â òåîði¨ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ (ïðè äîñëiäæåííi iíäåêñó çàäà÷i, ïðè
çâåäåííi çàäà÷i íà ìåæó îáëàñòi i ò.ï.), â ìi-
êðîëîêàëüíîìó àíàëiçi. Íà äàíèé ÷àñ äîñèòü
ïîâíî ðîçâèíåíà òåîðiÿ ÏÄÎ i ïñåâäîäèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÏÄÐ), ÿêà âèêëàäåíà
â ðÿäi âñåñâiòíüî âiäîìèõ ìîíîãðàôié (äèâ.,
íàïðèêëàä, [1, 2]).

Ñåðåä íîâèõ ðîçäiëiâ öi¹¨ òåîði¨ îñîáëè-
âî¨ óâàãè çàñëóãîâó¹ òåîðiÿ ÏÄÐ ç ÏÄÎ,
ïîáóäîâàíèìè çà íåãëàäêèìè îäíîðiäíèìè
ñèìâîëàìè. Âèïàäîê îäíîðiäíèõ ñèìâîëiâ
ìà¹ âàæëèâi çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ âèïàäêî-
âèõ ïðîöåñiâ. Òàê, ïîáóäîâi ðîçðèâíèõ ìàð-
êîâñüêèõ ïðîöåñiâ çà òâiðíèìè iíòåãðîäèôå-
ðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè i, çîêðåìà, ÏÄÎ
ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà ëiòåðàòóðà, â ÿêié âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ àáî ñòîõàñòè÷íi äèôåðåíöi-
àëüíi ðiâíÿííÿ, àáî òåîðiÿ ïiâãðóï îïåðàòî-
ðiâ.

Òåîðiÿ ÏÄÎ ç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè òi-
ñíî ïîâ'ÿçàííà òàêîæ iç ñó÷àñíîþ òåîði-
¹þ ôðàêòàëiâ, ÿêà îñòàííiì ÷àñîì áóðõëè-
âî ðîçâèâà¹òüñÿ (äèâ. [3 � 5]). Ó êíèçi [3]
îõîïëåíi ìàéæå âñi ãàëóçi ôiçèêè, äå çóñòði-
÷àþòüñÿ ôðàêòàëüíi ñòðóêòóðè � âiä êâàí-

òîâî¨ òåîði¨ ïîëÿ i ñòàòèñòè÷íî¨ ìåõàíiêè
äî òåîði¨ òóðáóëåíòíîñòi òà õàîñó â äèíàìi-
÷íèõ ñèñòåìàõ. Çàäà÷à Êîøi äëÿ åâîëþöié-
íèõ ðiâíÿíü äðîáîâîãî ïîðÿäêó, ÿêèìè îïè-
ñó¹òüñÿ äèôóçiÿ â ôðàêòàëüíîìó ñåðåäîâè-
ùi, âèâ÷àëàñÿ À.Í.Êî÷óáå¹ì ó ïðàöi [6] (äèâ.
òàêîæ öèòîâàíi òàì ïðàöi Ð.Ð.Íiãìàòóëiíà,
Ì.Ì.Äæðáàøÿíà òà À.Á.Íåðñåñÿíà).

Äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (ÏÏÄÐ) ç
ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèì çà îäíîðiäíèì ñèìâî-
ëîì, íå çàëåæíèì âiä ïðîñòîðîâèõ çìií-
íèõ, áóëî ðîçïî÷àòå Ñ.Ä.Åéäåëüìàíîì òà
ß.Ì.Äðiíåì â [7]. Äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ
ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹. Ìàþ÷è çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i Êîøi ó âèãëÿäi iíòåãðàëà Ïóàññîíà,
â [7] íà ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé âèïàäîê
ïîøèðþ¹òüñÿ ðÿä òåîðåì ïðî ñòàáiëiçàöiþ
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi (çîêðåìà, çíàéäåíî
íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè ïîòî÷êîâî¨ òà
ðiâíîìiðíî¨ ñòàáiëiçàöi¨). Ì.Â.Ôåäîðþêîì
[8] çíàéäåíà òî÷íà àñèìïòîòèêà ôóíäà-
ìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè |x| → ∞, ÿêà
âèÿâèëàñÿ âæå íå åêñïîíåíöiàëüíîþ, ÿê ó
âèïàäêó ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, à ñòåïåíå-
âîþ. Äëÿ ðiâíÿíü áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó
ß.Ì.Äðiíü [9] îäåðæàâ øàóäåðîâi îöiíêè òà
äîñëiäèâ êîðåêòíiñòü çàäà÷i Êîøi ó êëàñàõ
ãåëüäåðîâèõ ôóíêöié. Â.Â.Ãîðîäåöüêèì òà
Â.À.Ëiòîâ÷åíêîì [10] âñòàíîâëåíî êîðåêòíó
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÏÄÐ ç ïî÷à-
òêîâèìè óìîâàìè ç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ
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ôóíêöié ñêií÷åííîãî àáî íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêiâ.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíäàìåíòàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó (ÔÐ) çàäà÷i Êîøi äëÿ ÏÏÄÐ
iç çìiííèì ñèìâîëîì ïðèðîäíî âèêîðèñòàòè
êëàñè÷íèé ìåòîä Ëåâi. Ïåðøi ðåçóëüòàòè
â öüîìó íàïðÿìêó îäåðæàíi â [10], äå ïî-
áóäîâàíî ïàðàìåòðèêñ � ÔÐ çàäà÷i Êîøi
äëÿ ðiâíÿííÿ iç �çàìîðîæåíèìè� ñèìâîëà-
ìè � i äîâåäåíà ðîçâ'ÿçíiñòü âiäïîâiäíîãî
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Âàæëèâó ðîëü ó
ïîäàëüøîìó ðîçâèòêó öi¹¨ òåîði¨ âiäiãðàëè
ïðàöi À.Í.Êî÷óáåÿ [6, 11, 12], â ÿêèõ âií
óïåðøå çâåðíóâ óâàãó íà òå, ùî ÏÄÎ ç íå-
ãëàäêèìè ñèìâîëàìè ìîæóòü òðàêòóâàòèñÿ
ÿê ãiïåðñèíãóëÿðíi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè
(ÃÑIÎ). Öå äàëî ìîæëèâiñòü ïðè äîñëi-
äæåííi çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü
âèêîðèñòàòè äîáðå ðîçâèíåíó òåîðiþ ÃÑIÎ
[13]. Íà öüîìó øëÿõó À.Í.Êî÷óáåþ âäàëîñÿ
ïîáóäóâàòè i âèâ÷èòè ÔÐ çàäà÷i Êîøi, äî-
âåñòè òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi
â êëàñàõ ôóíêöié ç äåÿêèì ñòåïåíåâèì çðî-
ñòàííÿì ïðè |x| → ∞, âêàçàòè íà çâ'ÿçêè
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ç òåîði¹þ âèïàäêî-
âèõ ïðîöåñiâ. Ó òîé æå ÷àñ ñëiä çàçíà÷èòè,
ùî òåîðiÿ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ iç íåãëàäêèìè ñèìâîëàìè ìàéæå íå
ðîçâèíåíà. Ó öüîìó íàïðÿìêó âiäçíà÷èìî
ïðàöþ [14], â ÿêié çíàéäåíî ôîðìóëó òà
îöiíêè ÿäðà Ïóàññîíà îäíi¹¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
â ïiâïðîñòîði ïî çìiííèì x1, . . . , xn, â ðiâíÿ-
ííÿ i êðàéîâó óìîâó ÿêî¨ âõîäÿòü îïåðàòîð
äèôåðåíöiþâàííÿ ïî íîðìàëüíié çìiííié xn

òà ÏÄÎ ïî äîòè÷íèõ çìiííèõ x1, . . . , xn−1. Ó
äàíié ðîáîòi äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Äiðiõëå
äëÿ ÏÄÐ ç ÏÄÎ, ïîáóäîâàíèì çà íåãëàä-
êèì îäíîðiäíèì ñèìâîëîì, íå çàëåæíèì âiä
ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, òà êðàéîâîþ óìîâîþ,
ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

1. Îçíà÷åííÿ i òîïîëîãi÷íà ñòðóêòó-
ðà ïðîñòîðó Φ

Íåõàé γ � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíîæèíè
(1, +∞) \ {2, 3, 4, . . . }, γ0 : n + [γ], M(x) =

1 + ‖x‖, x ∈ Rn,

Φ :=

{
ϕ ∈ C∞(Rn)

∣∣∣ ∀p ∈ Z+

sup
x∈Rn

{ p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xϕ(x)| < ∞

}}

(òóò α ∈ Zn
+ � ìóëüòèiíäåêñ). Ââåäåìî â Φ

çëi÷åííó ñèñòåìó íîðì çà ôîðìóëàìè

‖ϕ‖p := sup
x∈Rn





p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xϕ(x)|



 ,

ϕ ∈ Φ, p ∈ Z+.

Î÷åâèäíî, ùî

‖ϕ‖0 ≤ ‖ϕ‖1 ≤ ‖ϕ‖2 ≤ . . . , ϕ ∈ Φ, (1)

òîáòî öi íîðìè ¹ ïîïàðíî çðiâíÿíèìè.
Çáiæíiñòü â ïðîñòîði Φ âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φ çái-
ãà¹òüñÿ â Φ äî ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ ïðè ν → ∞,
ÿêùî

∀p ∈ Z+ : ‖ϕν − ϕ‖p → 0, ν →∞.

Çàçíà÷èìî, ùî D(Rn) ⊂ S(Rn) ⊂ Φ, ïðè-
÷îìó öi âêëàäåííÿ ¹ íåïåðåðâíèìè i ùiëü-
íèìè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φp ïîïîâíåííÿ Φ çà
p-îþ íîðìîþ. Φp � áàíàõiâ ïðîñòið, ïðè öüî-
ìó ïðàâèëüíèìè ¹ âêëàäåííÿ Φ0 ⊃ Φ1 ⊃
· · · ⊃ Φp ⊃ . . . . Êîæíå âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp,
p ∈ Z+, íåïåðåðâíå (âíàñëiäîê (1)) i ùiëüíå
(áî ùiëüíèì ¹ âêëàäåííÿ D(Rn) ó êîæíèé
ïðîñòið Φp, p ∈ Z+). Â [15] äîâåäåíî, ùî
Φ � ïîâíèé äîñêîíàëèé çëi÷åííî íîðìîâà-
íèé ïðîñòið, ïðè÷îìó âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp,
p ∈ Z+, ¹ êîìïàêòíèì.

Çàçíà÷èìî, ùî çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
{ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φ ó ïðîñòîði Φ äî ôóíêöi¨
ϕ ∈ Φ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ùå é òàê
[15] : {ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φ çáiãà¹òüñÿ çà òîïîëîãi-
¹þ ïðîñòîðó Φ äî ϕ ∈ Φ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíà:

1) îáìåæåíà â Φ, òîáòî

∀p ∈ Z+ ∃c = c(p) > 0 ∀ν ≥ 1 : ‖ϕν‖p ≤ c;
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2) ïðàâèëüíî çáiãà¹òüñÿ â Φ, à ñàìå, äëÿ
äîâiëüíîãî α ∈ Zn

+ ïîñëiäîâíiñòü {Dα
x (ϕν −

ϕ), ν ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî íà
êîæíîìó êîìïàêòi K ⊂ Rn.

Îòæå, òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà ïðîñòîðó
Φ òàêà: Φ � ïîâíèé äîñêîíàëèé çëi÷åííî
íîðìîâàíèé ïðîñòið ç òîïîëîãi¹þ ïðîåêòèâ-
íî¨ ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ Φp: Φ =
lim
p→∞

pr Φp, ïðè÷îìó âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp íå-
ïåðåðâíi, ùiëüíi i êîìïàêòíi. Ïîñëiäîâíiñòü
{ϕν , ν ≥ 1} ⊂ Φ çáiãà¹òüñÿ â Φ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1), 2).

Ïðîñòiøi îïåðàöi¨ ó ïðîñòîði Φ
à) Ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà

îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó
Tξ : ϕ(x) → ϕ(x + ξ), ϕ ∈ Φ, ξ ∈ Rn.

á) Ó ïðîñòîði Φ âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà
îïåðàöiÿ äèôåðåíöiþâàííÿ

Dβ
x : ϕ → Dβ

xϕ, ϕ ∈ Φ, β ∈ Zn
+.

Îñêiëüêè Φ � äîñêîíàëèé ïðîñòið, òî íà
ïiäñòàâi çàãàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ äîñêî-
íàëèõ ïðîñòîðiâ [16] ñòâåðäæó¹ìî, ùî îïå-
ðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó ó ïðîñòîði Φ íå ëè-
øå íåïåðåðâíà, àëå é íåñêií÷åííî äèôåðåí-
öiéîâíà, òîáòî ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ âè-
ãëÿäó
ϕ(x1, . . . , xj + ∆xj, . . . , xn)− ϕ(x1, . . . , xn)

∆xj

−→

−→ ∂ϕ

∂xj

, ∆xj → 0,

âèêîíóþòüñÿ ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi â ïðîñòî-
ði Φ.

â) Ñèìâîëîì E ≡ E(Rn) ïîçíà÷àòèìåìî
ïðîñòið C∞(Rn) ç òîïîëîãi¹þ, ÿêà âèçíà÷à¹-
òüñÿ ñiì'¹þ ïiâíîðì

pK,α(ϕ) = max
x∈K

|Dα
xϕ(x)|, ϕ ∈ C∞(Rn),

äå K � êîìïàêò â Rn, a α ∈ Zn
+ � äîâiëü-

íèé ìóëüòèiíäåêñ. Âiäîìî [17], ùî E � ïîâ-
íèé çëi÷åííî íîðìîâàíèé ïðîñòið; ïðè öüî-
ìó Φ ëåæèòü ùiëüíî â E , áî D ≡ D(Rn) ëå-
æèòü ùiëüíî â Φ òà E . Òàêèì ÷èíîì, ïðà-
âèëüíèìè ¹ íåïåðåðâíi i ùiëüíi âêëàäåííÿ:
D ⊂ S ⊂ Φ ⊂ E , S ≡ S(Rn).

Íåõàé ôóíêöiÿ ψ ∈ E çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∀α ∈ Zn
+ ∃c = c(α) > 0 :

sup
x∈Rn

{M(x)−|α| · |Dα
xψ(x)|} ≤ cα. (2)

Òîäi (äèâ. [15]) îïåðàöiÿ ϕ → ψϕ, ∀ϕ ∈ Φ,
âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â Φ. Çàçíà÷èìî òà-
êîæ, ùî êîæíà ôóíêöiÿ ψ ∈ Φ çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó (2).

2. Ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Φ′

Ñèìâîëîì Φ′ ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà Φ çi
ñëàáêîþ çáiæíiñòþ. Îñêiëüêè â îñíîâíîìó
ïðîñòîði Φ ââåäåíà òîïîëîãiÿ ïðîåêòèâíî¨
ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ Φp, ïðè÷îìó
âêëàäåííÿ Φp+1 ⊂ Φp, p ∈ Z+, íåïåðåðâíi,
ùiëüíi òà êîìïàêòíi, òî (äèâ. [18])

Φ′ = ( lim
p→∞

pr Φp)
′ = lim

p→∞
ind Φ′

p.

Îòæå, ÿêùî f ∈ Φ′, òî f ∈ Φ′
p ïðè äåÿêîìó

p ∈ Z+. Íàéìåíøå ç òàêèõ p íàçèâà¹òüñÿ ïî-
ðÿäêîì f , òîáòî êîæíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ
f ∈ Φ′ ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê. Iíøèìè ñëî-
âàìè, f äîïóñêà¹ ïðîäîâæåííÿ íà Φ ÿê ëiíié-
íèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë iç ñïðÿæåíîãî
ïðîñòîðó Φ′

p; ïðè öüîìó ïðàâèëüíîþ ¹ íåðiâ-
íiñòü

| < f, ϕ > | ≤ c‖ϕ‖p, ϕ ∈ Φ,

äå c = ‖f‖p � íîðìà ôóíêöiîíàëó f ó ïðî-
ñòîði Φ′

p. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî Φ′
0 ⊂ Φ′

1 ⊂
· · · ⊂ Φ′

p ⊂ . . . , ïðè÷îìó êîæíå âêëàäåííÿ
Φ′

p ⊂ Φ′
p+1, p ∈ Z+, ¹ íåïåðåðâíèì i êîìïà-

êòíèì. Çâiäñè òà çi ñëàáêî¨ ïîâíîòè ïðîñòî-
ðiâ Φ′

p, p ∈ Z+, äiñòà¹ìî, ùî ïðîñòið Φ′ �
ïîâíèé.

Ïðèêëàäè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç
ïðîñòîðó Φ′

1. ßêùî ϕ: Rn → C � ëîêàëüíî iíòåãðîâíà
ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

∃c > 0 ∃s ∈ (0, γ) ∀x ∈ Rn :

|f(x)| ≤ c(1 + ‖x‖)s, (3)
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òî âîíà âèçíà÷à¹ ðåãóëÿðíèé ôóíêöiîíàë
Ff ∈ Φ′ çà ôîðìóëîþ

< Ff , ψ >=

∫

Rn

f(x)ψ(x)dx, ψ ∈ Φ,

òîáòî ïðîñòið Φ íåïåðåðâíî âêëàäà¹òüñÿ â
Φ′. Ç ëåìè äþ Áóà Ðàéìîíà âèïëèâà¹, ùî
êîæíà ðåãóëÿðíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ç Φ′

âèçíà÷à¹òüñÿ îäíi¹þ (ç òî÷íiñòþ äî çíà÷åíü
íà ìíîæèíi ìiðè íóëü) ëîêàëüíî iíòåãðîâ-
íîþ â Rn ôóíêöi¹þ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
(3). Îòæå, ìiæ ëîêàëüíî iíòåãðîâíèìè íà Rn

ôóíêöiÿìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (3), òà
ðåãóëÿðíèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ç Φ′

iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü.
2. ßêùî f � ôiíiòíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ

ç D′, òî âîíà ¹äèíèì ñïîñîáîì ïðîäîâæó¹-
òüñÿ íà Φ ÿê åëåìåíò Φ′ çà ôîðìóëîþ

< f, ϕ >=< f, ηϕ >, ϕ ∈ Φ,

äå η ∈ D, η = 1 â îêîëi íîñiÿ f ; ïðè öüîìó
âêàçàíå ïðîäîâæåííÿ íå çàëåæèòü âiä ôóí-
êöi¨ η.

3. ßêùî f ∈ Φ′, òî i êîæíà ïîõiäíà Dα
xf ∈

Φ′; ïðè öüîìó îïåðàöiÿ f → Dα
xf ëiíiéíà i

íåïåðåðâíà ç Φ′ ó Φ′.
4. ßêùî f ∈ Φ′, ξ ∈ Rn, òî f(x + ξ) ∈ Φ′,

ïðè÷îìó îïåðàöiÿ f(x) → f(x + ξ) ëiíiéíà i
íåïåðåðâíà ç Φ′ ó Φ′.

5. ßêùî f ∈ Φ′, à ôóíêöiÿ a ∈ E çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó (2), òî af ∈ Φ′, à îïåðàöiÿ
f → af ¹ ëiíiéíîþ i íåïåðåðâíîþ ç Φ′ ó Φ′.

Â [15] íàâåäåíî òðè äîñòàòíi îçíàêè iñíó-
âàííÿ çãîðòêè â Φ′. Íàâåäåìî îäíó ç íèõ:
ÿêùî f ∈ Φ′, ϕ ∈ Φ, òî çãîðòêà f ∗ ϕ iñíó¹ i
âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

f ∗ ϕ =< f, T−xϕ̆(·) >, ϕ̆(ξ) = ϕ(−ξ), ϕ ∈ Φ.

Çàçíà÷èìî, ùî f ∗ ϕ ¹ çâè÷àéíîþ íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà âî-
ëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

à) ∀β ∈ Zn
+ Dβ

x(f ∗ ϕ) = f ∗Dβ
xϕ;

á) ∃m ∈ Zn
+: |Dβ

x(f ∗ ϕ)| ≤ c(1 +

‖x‖)γ0+m+|β|‖ϕ‖m+|β|.
Íåõàé f ∈ Φ′. ßêùî f ∗ ϕ ∈ Φ′ äëÿ äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ i iç ñïiââiäíîøåííÿ

ϕν → 0, ν → ∞, ó ïðîñòîði Φ âèïëèâà¹, ùî
f ∗ ϕν → 0 ïðè ν → ∞ ó ïðîñòîði Φ, òî
ôóíêöiîíàë f íàçèâà¹òüñÿ çãîðòóâà÷åì ó
ïðîñòîði Φ.

Ó ï. 1 áóëî âiäçíà÷åíî, ùî Φ � äîñêîíàëèé
ïðîñòið ç äèôåðåíöiéîâíîþ îïåðàöi¹þ çñó-
âó àðãóìåíòó. Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ iç çàãàëü-
íî¨ òåîði¨ ïðîñòîðiâ, òîïîëîãi÷íî ñïðÿæåíèõ
äî äîñêîíàëèõ (äèâ. [16]), êîæíèé ôiíiòíèé
ôóíêöiîíàë (òîáòî ôóíêöiîíàë, íîñié ÿêîãî
� îáìåæåíà ìíîæèíà) ¹ çãîðòóâà÷åì ó ïðî-
ñòîði Φ. Âiäçíà÷èìî, ùî ôiíiòíi óçàãàëüíåíi
ôóíêöi¨ óòâîðþþòü øèðîêèé êëàñ; çîêðåìà,
êîæíà îáìåæåíà çàìêíåíà ìíîæèíà â Rn ¹
íîñi¹ì óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç Φ′ [15]. ßêùî
f ∈ Φ′ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî ôóí-
êöiîíàë Dαf � òàêîæ çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði
Φ.

3. Àáñòðàêòíi ôóíêöi¨. Íåõàé X � ëi-
íiéíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið àáî îá'¹äíàííÿ
òàêèõ ïðîñòîðiâ, Ω � äåÿêà ìíîæèíà ÷èñåë.
Ôóíêöiþ Ω 3 ν → ϕν ∈ X íàçèâàþòü àá-
ñòðàêòíîþ ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà ν ó ïðîñòî-
ði X (äèâ. [16]).

Ãðàíèöåþ àáñòðàêòíî¨ ôóíêöi¨ ïðè ν →
ν0 íàçèâà¹òüñÿ òàêèé åëåìåíò ϕ0 ∈ X, ùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {νn, n ≥ 1},
νn → ν0, n →∞, âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ ϕνn → ϕν0 , n → ∞, ó ðîçóìiííi
çáiæíîñòi â ïðîñòîði X.

Àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ äèôå-
ðåíöiéîâíîþ ó òî÷öi ν0 ∈ Ω, ÿêùî â ïðîñòîði
X iñíó¹ ãðàíèöÿ

dϕν

dν

∣∣∣∣
ν=ν0

= lim
h→0

ϕν0+h − ϕν0

h
.

Âiäçíà÷èìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ÷èñëîâèõ
ôóíêöié âèãëÿäó < fν , ϕν >, äå ϕν ∈ X,
fν ∈ X ′. Çà X ìîæíà, çîêðåìà, âçÿòè ïðî-
ñòið Φ. Ïðàâèëüíèìè ¹ íàñòóïíi òâåðäæåííÿ
[16]:

1) ÿêùî ϕν −→ ϕν0 ïðè ν → ν0 ó ïðîñòî-
ði X, fν −→ f0 ïðè ν → ∞ ó ïðîñòîði X ′

(òîáòî ñëàáêî), òî < fν , ϕν >−→< f0, ϕ0 >
ïðè ν → ν0; 2) ÿêùî àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ϕν

äèôåðåíöiéîâíà â òî÷öi ν ∈ Ω, ôóíêöiîíàë
fν ∈ X ′ � ñëàáêî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ
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ïàðàìåòðà ν, òî < fν , ϕν > � äèôåðåíöiéîâ-
íà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó

d

dν
< fν , ϕν >=

〈
dfν

dν
, ϕν

〉
+

〈
fν ,

dϕν

dν

〉
.

4. Çàäà÷à Äiðiõëå. Íåõàé ôóíêöiÿ-
ñèìâîë A: Rn → [0,∞) � îäíîðiäíà ïî-
ðÿäêó γ ôóíêöiÿ (òîáòî A(λσ) = λγA(σ),
λ > 0, γ � ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ìíîæèíè
(1, +∞) \ {2, 3, 4, . . . }), ÿêà íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíà íà Rn \{0} i çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó:

∀α ∈ Zn
+ ∃cα > 0 : |Dα

σA(σ)| ≤ cα‖σ‖γ−|α|,

σ 6= 0.

Iç ðåçóëüòàòiâ, íàâåäåíèõ â [19] âèïëèâà¹,
ùî ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Aγ =
F−1[A(σ)F ] âèçíà÷åíèé i ¹ íåïåðåðâíèì ó
ïðîñòîði Φ.

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ ç îïåðà-
òîðîì Aγ âèãëÿäó

∂u

∂t
+ Aγu = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Rn ≡ Π. (4)

Ñèìâîëîì G(t, T, x, µ) ïîçíà÷èìî ôóí-
äàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå
(ÔÐÇÄ) äëÿ ðiâíÿííÿ (4).

Ó ïðàöi [20] âñòàíîâëåíî, ùî G ìà¹ âè-
ãëÿä:

G(t, T, x, µ) = (2π)−n

∫

Rn

ei(x,σ)−A(σ)t×

×(µ− e−A(σ)T )−1dσ =
∞∑

k=0

µ−k−1G0(t + kT, x),

µ > 1, (t, x) ∈ Π,

äå

G0(t + kT, x) = (2π)−n

∫

Rn

ei(x,σ)−A(σ)(t+kT )dσ,

(t, x) ∈ Π,

G0(t, x) � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ (4). Äîñëiäèìî äåÿêi âëà-
ñòèâîñòi ôóíêöi¨ G òà çãîðòîê âèãëÿäó f ∗G,

äå f ∈ Φ′. Ïåðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî ç ðå-
çóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ â [20] ùîäî îöiíîê ïî-
õiäíèõ ôóíêöi¨ G âèïëèâà¹, ùî ïðè êîæíîìó
t ∈ (0, T ) ôóíêöiÿ G, ÿê ôóíêöiÿ àðãóìåíòà
x, ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó Φ.

Ëåìà 1. Ôóíêöiÿ G(t, T, ·, µ), t ∈ (0, T ),
ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t iç çíà-
÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî
t.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíî äîâåñòè, ùî ãðà-
íè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ∆t(x) :=
G(t + ∆t, T, x, µ)−G(t, T, x, µ)

∆x

−→
∆t→0

∂

∂t
G(t, T, x, µ)

âèêîíó¹òüñÿ ó ðîçóìiííi çáiæíîñòi ó ïðîñòî-
ði Φ, òîáòî:

1) ∀α ∈ Zn
+ Dα

xΦ∆t ⇒

Dα
x

(
∂

∂t
G(t, T, ·, µ)

)
, ∆t → 0, ó êîæíié

êóëi K(0, R);
2) ∀p ∈ Z+ ∃cp > 0: ‖Φ∆t‖p ≤ cp, äå ñòàëà

cp íå çàëåæèòü âiä ∆t.
Ôóíêöiÿ G(t, T, x, µ) äèôåðåíöiéîâíà ïî t

ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, òîìó

Φ∆t(x) =
∂

∂t
G(t + θ∆t, T, x, µ), 0 < θ < 1.

Îòæå,

Dα
xΦ∆t(x) = −(2π)−n

∫

Rn

(iσ)α×

×A(σ)ei(x,σ)−A(σ)(t+θ∆t)(µ− e−A(σ)T )−1dσ.

Êðiì òîãî,

Dα
x

(
∂

∂t
G(t, T, x, µ)

)
= (−2π)−n

∫

Rn

(iσ)α×

×A(σ)ei(x,σ)−A(σ)t(µ− e−A(σ)T )−2dσ.

Òîäi

|Dα
x (Φ∆t(x)− ∂

∂t
G(t, T, x, µ))| ≤

≤ (2π)−n(µ− 1)−1

∫

Rn

‖σ‖|α|A(σ)e−tA(σ)×
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×|e−θ∆tA(σ) − 1|dσ ≤ c|∆t|
∫

Rn

‖σ‖|α|×

×A(σ)e−tA(σ)dσ ≤ c1 · |∆t|, α ∈ Zn
+,

ñòàëi c, c1 íå çàëåæàòü âiä ∆t (òóò ìè ñêî-
ðèñòàëèñü òèì, ùî (µ − exp{−A(σ)T})−1 ≤
(µ− 1)−1, µ > 1). Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî

Dα
xΦ∆t(x) → Dα

x

(
∂

∂t
G(t, T, x, µ)

)
, ∆t → 0,

ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ K(0, R), ùî é ïî-
òðiáíî áóëî äîâåñòè.

Äîâåäåìî òåïåð, ùî óìîâà 2) òàêîæ âè-
êîíó¹òüñÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨
G ïî ÷àñîâîìó ïàðàìåòðó t òà ïî çìiííié x
(äèâ. [20]) çíàéäåìî, ùî äëÿ äîñèòü ìàëèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòðà ∆t òàêèõ, ùî t + θ∆t ≥
t/2 ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|Dα
xΦ∆t(x)| ≤

≤ c

∞∑

k=0

µ−k−1

((t + θ∆t + kT )1/γ + ‖x‖)n+γ+|α| ≤

≤ c

∞∑

k=0

µ−k−1

((t/2)1/γ + ‖x‖)n+γ+|α| ≤

≤
{

c1‖x‖−(n+γ+|α|), ‖x‖ ≥ 1,
c2, ‖x‖ < 1,

äå ñòàëi c1, c2 çàëåæàòü âiä µ, t, T i íå çàëå-
æàòü âiä ∆t. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíî-
ãî p ∈ Z+ ìà¹ìî, ùî

sup
x∈Rn

{
p∑

k=0

M(x)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
xΦ∆t(x)|

}
≤ cp,

äå cp = c(p, T, γ, µ). Îòæå,

∀p ∈ Z+ : ∃cp > 0 : ‖Φ∆t‖p ≤ cp,

ïðè÷îìó cp íå çàëåæèòü âiä ∆t. Ëåìà äîâå-
äåíà.

Íàñëiäîê 1. Ôóíêöiÿ G(t, T, ·, µ), t ∈
(0, T ), ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t
iç çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, íåïåðåðâíà ïî
t.

Íàñëiäîê 2. Ïðàâèëüíîþ ¹ ôîðìóëà

∂

∂t
(f ∗G) =

(
f ∗ ∂

∂t
G

)
, ∀f ∈ Φ′.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì çãîð-
òêè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç îñíîâíîþ ìà¹ìî,
ùî

(f ∗G)(t, x) =< fξ, T−xĞ(t, T, ξ, µ) >,

Ğ(t, T, ξ, µ) = G(t, T,−ξ, µ).

Òîäi
∂

∂t
(f ∗G)(t, ·) = lim

∆t→0

1

∆t
[(f ∗G)(t + ∆t, ·)−

−(f∗G)(t, ·)] = lim
∆t→0

〈
fξ,

1

∆t
[T−xĞ(t+∆t, T, ·, µ)−

−T−xĞ(t, T, ·, µ)]

〉
.

Âíàñëiäîê ëåìè 1 ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ
1

∆t
[T−xĞ(t+∆t, T, ·, µ)−T−xĞ(t, T, ·, µ)]−→

∆t→0

−→
∆t→0

∂

∂t
T−xĞ(t, T, ·, µ)

âèêîíó¹òüñÿ â ñåíñi çáiæíîñòi çà òîïîëîãi¹þ
ïðîñòîðó Φ. Îòæå, âðàõóâàâøè âëàñòèâiñòü
íåïåðåðâíîñòi ôóíêöiîíàëó f çíàõîäèìî, ùî

∂

∂t
(f ∗G)(t, ·) =

〈
fξ, lim

∆t→0
×

× 1

∆t
[T−xĞ(t+∆t, T, ·, µ)−T−xĞ(t, T, ·, µ)]

〉
=

=

〈
fξ,

∂

∂t
T−xĞ(t, T, ·, µ)

〉
=

=

〈
fξ, T−x

∂

∂t
Ğ(t, T, ·, µ)

〉
=

(
f ∗ ∂

∂t
G

)
(t, ·).

Ëåìà äîâåäåíà.
Ñèìâîëîì Φ′

∗ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ç ïðîñòîðó Φ′, ÿêi ¹
çãîðòóâà÷àìè ó ïðîñòîði Φ.
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Íàñëiäîê 3. Íåõàé f ∈ Φ′
∗, ω(t, x) = (f ∗

G)(t, x), (t, x) ∈ Π. Òîäi ω(t, ·) � ñëàáêî äè-
ôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t ∈ (0, T )
íàä ïðîñòîðîì Φ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f � çãîðòóâà÷ ó
ïðîñòîði Φ, òî ω(t, ·) ∈ Φ ⊂ Φ′ ïðè êîæíîìó
t ∈ (0, T ). Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ äî-
ñèòü ïîêàçàòè, ùî
〈

ω(t + ∆t, ·)− ω(t, ·)
∆t

, g

〉
−→

〈
∂ω

∂t
, g

〉
(5)

ïðè ∆t → 0 (u(t, ·) ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T )
ðîçóìi¹ìî ÿê ðåãóëÿðíó óçàãàëüíåíó ôóí-
êöiþ). Îòæå,

∣∣∣∣
〈

ω(t + ∆t, ·)− ω(t, ·)
∆t

, g

〉
−

〈
∂ω

∂t
, g

〉∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
∫

Rn

[
f ∗

(
G(t + ∆t, T, x, µ)−G(t, T, x, µ)

∆t
−

−∂G(t, T, x, µ)

∂t

)]
g(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Rn

∣∣∣∣∣

[
f ∗

(
∆G(t, T, x, µ)

∆t
−

−∂G(t, T, x, µ)

∂t

)]∣∣∣∣∣ · |g(x)|dx ≤

≤ c sup
x∈Rn

{M(x)γ0|Ψ∆(t, x)|},

äå c =

∫

Rn

|g(x)|dx,

Ψ∆t(t, x) = f ∗
(

∆G(t, T, x, µ)

∆t
−

−∂G(t, T, x, µ)

∂t

)
.

Iç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî
∆G(t, T, ·, µ)

∆t
−→ ∂G(t, T, ·, µ)

∂t

ïðè ∆t → 0 çà òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó Φ.
Îñêiëüêè f � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî

Ψ∆t(t, ·) → 0, ∆t → 0, ó ïðîñòîði Φ, òîá-
òî ‖Ψ∆t(t, ·)‖p → 0, ∆t → 0, äëÿ êî-
æíîãî p ∈ Z+. Çîêðåìà, iç ñïiââiäíîøåííÿ
‖Ψ∆t(t, ·)‖0 → 0, ∆t → 0, äiñòà¹ìî, ùî

sup
x∈Rn

{Ψ∆t(t, x)} → 0, ∆t → 0.

Öèì äîâåäåíî, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (5) ìà¹
ìiñöå.

Ëåìà 2. G(t, T, ·, µ) → δ

µ− 1
ïðè t → +0

ó ïðîñòîði Φ′ (∆ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà).
Äîâåäåííÿ. Óðàõóâàâøè ñïiââiäíîøåí-

íÿ [20]
∫

Rn

G(t, T, x, µ)dx =
1

µ− 1
, (t, x) ∈ Π,

äëÿ äîâiëüíî¨ îñíîâíî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ ìà¹ìî:
∣∣∣∣< G(t, T, ·, µ), ϕ > − 1

µ− 1
< δ, ϕ >

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

G(t, T, x, µ)ϕ(x)dx− ϕ(0)

µ− 1

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣
∫

Rn

G(t, T, x, µ)ϕ(x)dx−

−
∫

Rn

G(t, T, x, µ)ϕ(0)dx

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Rn

|G(t, T, x, µ)|·|ϕ(x)−ϕ(0)|dx = J(t, T, µ).

Îñêiëüêè ϕ ∈ Φ, òî çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó
ïðî ñêií÷åííi ïðèðîñòè çíàéäåìî, ùî |ϕ(x)−
ϕ(0)| ≤ M · ‖x‖, äå M =

n∑
i=1

max
Rn

∣∣∣∣
∂ϕ

∂xi

∣∣∣∣.
Âiçüìåìî òåïåð ε ç ïðîìiæêó (0, T ) i ïî-

êëàäåìî t0 = ε, δ = t
{γ}/(2γ[γ])
0 . Òîäi |ϕ(x) −

ϕ(0)| < M · ε{γ}/(2γ[γ]), ÿêùî òiëüêè ‖x‖ <

t
{γ}/(2γ[γ])
0 . Îòæå,

J(t, T, µ) < M ·ε{γ}/(2γ[γ])·
∫

‖x‖<tα0

|G(t, T, x, µ)|dx+
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+

∫

‖x‖≥tα0

|G(t, T, x, µ)| · |ϕ(x)− ϕ(0)|dx ≡

≡ Mε{γ}/(2γ[γ])J1(t, T, µ) + J2(t, T, µ),

α := {γ}/(2γ[γ]).
Îöiíèìî J1(t, T, µ). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

J1(t, T, µ) ≤
∫

Rn

|G(t, T, x, µ)|dx.

Óðàõóâàâøè çîáðàæåííÿ ôóíêöi¨
G(t, T, x, µ) çíàéäåìî, ùî

∫

Rn

|G(t, T, x, µ)|dx =

=

∫

Rn

∣∣∣
∞∑

k=0

µ−k−1G0(t + kT, x)
∣∣∣dx ≤

≤
∞∑

k=0

µ−k−1

∫

Rn

|G0(t + kT, x)|dx, (6′)

äå

G0(t + kT, x) = (2π)−n

∫

Rn

ei(x,σ)−A(σ)(t+kT )dσ,

(t, x) ∈ Π.

Çäiéñíèâøè â (6′) çàìiíó çìiííî¨ xi = (t+
kT )1/γyi, i ∈ {1, . . . , n}, çíàéäåìî, ùî

∫

R0

|G0(t + kT, x)|dx = (t + kT )n/γ×

×
∫

Rn

|G0(t + kT, (t + kT )1/γy)|dy.

Âíàñëiäîê îäíîðiäíîñòi ôóíêöi¨ G ìà¹ìî,
ùî

G0(t + kT, (t + kT )1/γy) = (2π)−n×

×
∫

Rn

e−(t+kT )A(σ)+i((t+kT )1/γy,σ)dσ =

(t+kT )1/γσ=z
= (2π)−n(t + kT )−n/γ×

×
∫

Rn

e−A(z)+i(y,z)dz = (t + kT )−n/γG0(y),

äå

G0(y) = F−1[e−A(z)](y), G0 ∈ Φ.

Îòæå,

J1(t, T, µ) ≤
∞∑

k=0

µ−k−1

∫

Rn

|G0(y)|dy = b = const,

∀t ∈ (0, T ).

Äëÿ òîãî, ùîá çäiéñíèòè îöiíêó J2 çíîâó
âðàõó¹ìî âëàñòèâiñòü îäíîðiäíîñòi ôóíêöi¨
A(ξ). Çäiéñíèâøè çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâà-
ííÿ ξ = t1/γη, ïîäàìî G(t, T, x, µ) ó âèãëÿäi

G(t, T, x, µ) = (2π)−ntn/γ

∫

Rn

e−A(η)t2+i(x,t1/γη)×

×(µ− e−A(η)t·T )−1dη.

Ñêîðèñòàâøèñü ìåòîäèêîþ ïðîâåäåííÿ îöi-
íîê ôóíêöi¨ G [20] çíàéäåìî, ùî äëÿ âñiõ
‖x‖ ≥ a > 0 ïðàâèëüíèìè ¹ íåðiâíîñòi:

|G(t, T, x, µ)| ≤ c0t
n/γ×

× t2 + ktT

((t2 + ktT )1/γ + (t1/γ‖x‖))n+[γ]
≤

≤ c · tn/γ · t
‖x‖n+[γ]t(n+[γ])/γ

=
c · t{γ}/γ

‖x‖n+[γ]
,

γ 6= 2m, γ 6= 2m− 1,m ∈ N (6)

(ñòàëà c çàëåæèòü âiä µ, T i íå çàëåæèòü âiä
t). Äàëi, âðàõóâàâøè îáìåæåíiñòü ôóíêöi¨ ϕ,
à òàêîæ îöiíêó (6), äiñòàíåìî, ùî

J2(t, T, µ) ≤ c1t
{γ}/γ

∫

‖x‖≥tα0

‖x‖−(n+[γ])dx =

c2t
{γ}/γ

+∞∫

tα0

ρ−(1+[γ])dρ = c2t
{γ}/γt

−{γ}/(2γ)
0 <

< c2t
{γ}/(2γ) = c2ε

{γ}/(2γ),∀t < t0.

Îòæå,

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε > 0 ∀t : 0 < t < t0 ⇒
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⇒ J(t, T, µ) < bMε{γ}/(2γ[γ]) + c2ε
{γ}/(2γ). (7)

Àíàëîãi÷íà îöiíêà âñòàíîâëþ¹òüñÿ äëÿ äî-
âiëüíîãî ε ≥ T . Öå i îçíà÷à¹, ùî

< G(t, T, ·, µ), ϕ >−→ ϕ(0)

µ− 1
=

=
1

µ− 1
< δ, ϕ >, t → +0, ϕ ∈ Φ,

òîáòî G(t, T, ·, µ) −→ δ

µ− 1
ïðè t → +0 ó

ïðîñòîði Φ′.
Ëåìà äîâåäåíà.
Ëåìà 3. G(t, T, ·, µ) −→ δ

µ− 1
ïðè t →

T−0 ó ïðîñòîði Φ′.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåí-

íÿ çäiéñíþ¹òüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ ëåìè
2. ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ïîçíà÷åííÿìè, ââå-
äåííèìè ïðè äîâåäåííi ëåìè 2, òî äîñèòü ïî-
êàçàòè, ùî

∀ε > 0 ∃t0 = t0(ε) > 0 ∀t : T − t0 < t < T ⇒
⇒ J(t, T, µ) < ε.

ßêùî ε ∈ (0, T ), òî ïîêëàäåìî t0 = ε i
ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ |ϕ(x)−ϕ(0)| < M ·
εα, α = {γ}/(2γ[γ]), ÿêà ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ x:
‖x‖ < tα0 . Äàëi âñòàíîâëþ¹ìî îöiíêó äëÿ J1

(äèâ. ëåìó 2)): J1(t, T, µ) ≤ b = const, ÿêà
ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ), çîêðåìà i
äëÿ t ∈ (T − t0, T ).

Äëÿ òîãî, ùîá îöiíèòè J2, ââåäåìî ïî-
çíà÷åííÿ: t − (T − t0) := t̃ (î÷åâèäíî, ùî
0 < t̃ < t0 ⇔ T − t0 < t < T ) i çäiéñíèìî çà-
ìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ ξ = t̃1/γη. ßê i ïðè
äîâåäåííi ëåìè 2 äëÿ ôóíêöi¨ G îòðèìà¹ìî
íàñòóïíå çîáðàæåííÿ:

G(t, T, x, µ) = (2π)−n t̃n/γ

∫

Rn

e−A(η)t·t̃+i(x,t̃1/γη)×

×(µ− e−A(η)t̃·T )−1dη.

Çâiäñè âæå äiñòà¹ìî îöiíêè äëÿ ôóíêöi¨ G:

|G(t, T, x, µ)| ≤ c0t̃
n/γ

∞∑

k=0

µ−k−1×

× t · t̃ + kt̃ · T
((t · t̃ + kt̃ · T )1/γ + (t̃1/γ‖x‖))n+[γ]

≤

≤ ct̃n/γ · t̃
‖x‖n+[γ] · t̃(n+[γ])/γ

=
c · t̃{γ}/γ

‖x‖n+[γ]
,

∀x : ‖x‖ ≥ a > 0.

Òîäi

J2(t, T, µ) ≤ ct̃{γ}/γ

∫

‖x‖≥tα0

‖x‖−(n+[γ])dx =

= ct̃{γ}/γ

+∞∫

tα0

ρ−(1+[γ])dρ = c1t̃
{γ}/γt

−{γ}/(2γ)
0 <

< c1t
{γ}/(2γ)
0 = c1ε

{γ}/(2γ), ∀t̃ ∈ (0, t0),

òîáòî äëÿ âñiõ t ∈ (T − t0, T ). Îòæå,

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε > 0 ∀t : T − t0 < t < T

äëÿ J(t, T, µ) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà âèãëÿäó
(7). ßêùî ε ≥ T , òî çà t0 = t0(ε) ìîæíà
âçÿòè äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó
(0, T ). Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé

ω(t, x) = (f ∗G)(t, x), f ∈ Φ′, (t, x) ∈ Π.

Òîäi ãðàíè÷íi ñïiââiäíîøåííÿ

ω(t, ·) −→ f

µ− 1
, t → +0;

ω(t, ·) −→ f

µ− 1
, t → T − 0,

âèêîíóþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′.
Äîâåäåííÿ. Öi âëàñòèâîñòi ¹ íàñëiäêàìè

âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ G (äèâ. ëåìè 2, 3) òà
âëàñòèâîñòi íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ çãîðòêè
ó ïðîñòîði Φ′ (ðîëü îäèíèöi òóò âèêîíó¹ δ-
ôóíêöiÿ Äiðàêà). Íàïðèêëàä,

ω(t, ·) = (f ∗G)(t, ·)−→
t→+0

(
f ∗ δ

µ− 1

)
(t, ·) =

=
f

µ− 1

ó ïðîñòîði Φ′.
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Ïðî îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî ïñåâ-
äîäèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà Aγ. Ïå-
ðåäóñiì çàçíà÷èìî, ùî

∀ψ ∈ Φ ∃cϕ > 0 ∀x ∈ Rn : |(Aγψ)(x)| ≤ cψ,
(8)

äå cψ íå çàëåæèòü âiä x (öÿ âëàñòèâiñòü âè-
ïëèâà¹ ç òîãî, ùî Aγψ ∈ Φ). Iç ëiíiéíîñòi i
íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà Aγ âèïëèâà¹ ëiíié-
íiñòü i íåïåðåðâíiñòü ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà
A∗

γ, ÿêèé äi¹ â ïðîñòîði Φ′ çà ôîðìóëîþ

< A∗
γg, ψ >=< g, Aγψ >, g ∈ Φ′, ψ ∈ Φ. (9)

Ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé âèãëÿä ìà¹ çâóæåííÿ îïå-
ðàòîðà A∗

γ íà ïðîñòið Ψ ⊂ Φ′, òîáòî â
(9) ââàæà¹ìî, ùî {g, ψ} ⊂ Φ. Íà ïiäñòà-
âi íåðiâíîñòi (8) ñòâåðäæó¹ìî, ùî iíòåãðàë∫

Rn

g(x)(Aγψ)(x)dx ¹ àáñîëþòíî çáiæíèì äëÿ

äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ Φ. Òîìó, âíàñëiäîê òå-
îðåìè Ôóáiíi, ïðàâèëüíèìè ¹ ïåðåòâîðåííÿ:

< g, Aγψ >=

∫

Rn

g(x)(Aγψ)(x)dx =

= (2π)−n

∫

Rn

g(x)

(∫

Rn

A(ξ)F [ψ](ξ)ei(x,ξ)dξ

)
dx =

= (2π)−n

∫

Rn

∫

Rn

A(ξ)g(x)ei(x,ξ)F [ψ](ξ)dxdξ =

=

∫

Rn

A(ξ)F−1[g](ξ)F [ψ](ξ)dξ =

=

∫

Rn

A(ξ)F−1[g](ξ)

(∫

Rn

ψ(x)e−i(x,ξ)dx

)
dξ =

=

∫

Rn

ψ(x)

∫

Rn

A(ξ)F−1[g](ξ)e−i(x,ξ)dξdx =

=

∫

Rn

F [A(ξ)F−1[g]](x)ψ(x)dx =

=

∫

Rn

(A∗
γg)(x)ψ(x)dx =< A∗

γg, ψ >, {g, ψ} ⊂ Φ.

Îòæå,

∀g ∈ Φ : A∗
γg = F [A(ξ)F−1[g]].

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êðàéîâó çàäà÷ó
∂u

∂t
+ Aγu = 0, (t, x) ∈ Π, γ > 1, γ � íåöiëå,

(10)
µu(t, ·)|t=0 − u(t, ·)|t=T = ϕ, µ > 1, ϕ ∈ Φ′

∗.
(11)

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (10), (11) ðîçóìiòè-
ìåìî ôóíêöiþ u: (0, T ) → u(t, ·) ∈ Φ, äèôå-
ðåíöiéîâíó ïî t, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
(10) i êðàéîâó óìîâó (11) ó òîìó ñåíñi, ùî

µ lim
t→+0

u(t, ·)− lim
t→T−0

u(t, ·) = ϕ

(ãðàíèöi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ïðîñòîði Φ′). Ìà¹
ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à (10), (11) êîðåêòíî
ðîçâ'ÿçíà â êëàñi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Φ′

∗.
Ðîçâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi çãîðòêè:

u(t, x) = (ϕ ∗G)(t, x), ϕ ∈ Φ′
∗, (t, x) ∈ Π,

äå G � ÔÐÇÄ äëÿ ðiâíÿííÿ (10).
Äîâåäåííÿ. Ïåðåäóñiì ïåðåêîíà¹ìîñÿ â

òîìó, ùî ôóíêöiÿ u(t, x) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-
ííÿ (10). Ñïðàâäi (äèâ. íàñëiäîê 1),

∂u(t, x)

∂t
=

∂

∂t
(ϕ∗G)(t, x) =

(
ϕ ∗ ∂

∂t
G

)
(t, x),

Aγu(t, x) = F−1[A(ξ)F [(ϕ ∗G)(t, x)](ξ)](x).

Îñêiëüêè ϕ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòîði Φ, òî

F [(ϕ ∗G)(t, x)](ξ) = F [ϕ](ξ) · F [G](ξ) =

= F [ϕ](ξ) ·Q(t, ξ),

äå

Q(t, ξ) = exp{−tA(ξ)}(µ− exp{−A(ξ)T})−1.

Îòæå,

Aγu(t, x) = F−1[A(ξ)Q(t, ξ)F [ϕ](ξ)](x) =

= F−1
[ ∂

∂t
Q(t, ξ)F [ϕ](ξ)

]
(x) =

= −F−1
[
F

[ ∂

∂t
G

]]
(ξ) · F [ϕ](ξ) =
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= −F−1
[
F

[(
ϕ ∗ ∂

∂t
G

)
(t, x)

]
(ξ)

]
(x) =

= −
(

ϕ ∗ ∂

∂t
G

)
(t, x).

Çâiäñè äiñòà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u(t, x), (t, x) ∈
Π, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (10). Ç íàñëiäêó 3
âèïëèâà¹, ùî u çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó
ó âêàçàíîìó ñåíñi:

µ lim
t→+

u(t, ·)− lim
t→T−0

u(t, ·) = µ lim
t→+0

(f∗G)(t, ·)−

− lim
t→T−0

(f ∗G)(t, ·) =
µ

µ− 1
ϕ− ϕ

µ− 1
= ϕ.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî u íåïåðåðâíî çàëå-
æèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ Φ′

∗, îñêiëü-
êè îïåðàöiÿ çãîðòêè âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ íå-
ïåðåðâíîñòi.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî çà-
äà÷à (10), (11) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

∂v

∂t
− A∗

γv = 0, (t, x) ∈ [0, t0)× Rn ≡ Π′,

0 ≤ t < t0 ≤ T, (12)

v(t, ·)|t=0 = ψ, ψ ∈ Φ′
∗, (13)

äå A∗
γ � çâóæåííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà äî

îïåðàòîðà Aγ íà ïðîñòið Φ ⊂ Φ′. Óìîâà
(13) ðîçóìi¹òüñÿ â ñëàáêîìó ñåíñi. Ðîçãëÿ-
íåìî ôóíêöiþ

G∗(t− t0, x) = F [e(t−t0)A(ξ)](x).

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî â [15]
ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi äëÿ åâîëþöiéíîãî
ðiâíÿííÿ ç ÏÄÎ Aγ äîâîäèìî, ùî G∗, ÿê
àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t iç çíà÷å-
ííÿìè â ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà ïî t;
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12), (13) äà¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ

v(t, x) = (ψ ∗G)(t− t0, x), (t, x) ∈ Π′,

ïðè öüîìó v(t, ·) ∈ Φ ïðè êîæíîìó t ∈ [0, t0),
v(t, ·) ÿê àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t iç
çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà
ïî t.

Íåõàé Qt
t0
: Φ′

∗ → Φ � îïåðàòîð, ÿêèé
çiñòàâëÿ¹ ôóíêöiîíàëó ψ ∈ Φ′

∗ ðîçâ'ÿçîê
v(t, ·) ∈ Φ çàäà÷i (12), (13):

∀ψ ∈ Φ′
∗ : Qt

t0
ψ = (ψ ∗G∗)(t− t0, x) ≡ v(t, x),

(t, x) ∈ Π′.

Îïåðàòîð Qt
t0

¹ ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì,
îñêiëüêè òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäi¹ îïå-
ðàöiÿ çãîðòêè. Âií âèçíà÷åíèé äëÿ äîâiëü-
íèõ t i t0 òàêèõ, ùî 0 ≤ t < t0 ≤ T i âîëîäi¹
âëàñòèâîñòÿìè:

∀ψ ∈ Φ′
∗ :

dQt
t0
ψ

dt
− A∗

γQ
t
t0
ψ = 0,

lim
t→t0

Qt
t0
ψ = ψ

(ãðàíèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó ïðîñòîði Φ′).
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ðîçâ'ÿçîê u(t, x),

(t, x) ∈ Π, çàäà÷i (10), (11), ÿêèé òðà-
êòóâàòèìåìî ÿê ôóíêöiîíàë ç ïðîñòîðó
Φ′ ⊃ Φ. Äîâåäåìî, ùî çàäà÷à (10), (11) ìî-
æå ìàòè ëèøå ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó ïðîñòîði
Φ′. Äëÿ öüîãî äîñèòü äîâåñòè, ùî ¹äèíèì
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (10) ïðè íóëüîâié êðà-
éîâié óìîâi ìîæå áóòè ëèøå ôóíêöiîíàë
u(t, x) ≡ 0. Çàñòîñó¹ìî ôóíêöiîíàë u(t, x)
äî ôóíêöi¨ Qt

t0
ψ ∈ Φ ⊂ Φ′

∗, äå ψ � äîâiëüíèé
åëåìåíò ç ïðîñòîðó Φ. Äèôåðåíöiþþ÷è
ïî t, âðàõóâàâøè ïðè öüîìó, ùî u(t, ·) �
ñëàáêî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà
t ∈ (0, T ) íàä ïðîñòîðîì Φ (äèâ. íàñëiäîê
3), Qt

t0
ψ ≡ v(t, ·) � äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ

ïàðàìåòðà t ∈ (0, t0), t0 ≤ T , ÿê àáñòðàêòíà
ôóíêöiÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (10),
(12), çíàõîäèìî, ùî

∂

∂t
< u(t, ·), Qt

t0
ψ >=

〈
∂u

∂t
,Qt

t0
ψ

〉
+

+

〈
u,

∂Qt
t0
ψ

∂t

〉
= − < Aγu,Qt

t0
ψ > +

+ < u, A∗
γQ

t
t0
ψ >= − < Aγu,Qt

t0
ψ > +

+ < Aγu, Qt
t0
ψ >= 0, ∀ψ ∈ Φ, 0 < t < t0 ≤ T.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ g(t): <
u(t, ·), Qt

t0
ψ >, 0 < t < t0 ≤ T , ¹ ñòàëîþ

(g(t) = c ≡ const). Ôóíêöiÿ G∗(t − t0, ·), ÿê
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àáñòðàêòíà ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà t ∈ [0, t0] iç
çíà÷åííÿìè ó ïðîñòîði Φ, äèôåðåíöiéîâíà
ïî t, òîìó âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ àáñòðàêòíîþ
ôóíêöi¹þ ïàðàìåòðà t, òîáòî G∗(t− t0, ·) →
G∗(−t0, ·) ïðè t → +0 çà òîïîëîãi¹þ ïðî-
ñòîðó Φ. Îñêiëüêè ψ � çãîðòóâà÷ ó ïðîñòî-
ði Φ (Φ óòâîðþ¹ òîïîëîãi÷íó àëãåáðó âiä-
íîñíî çãîðòêè), òî çâiäñè âæå äiñòà¹ìî, ùî
ψ ∗G∗(t− t0, ·) → ψ ∗G∗(−t0, ·) ïðè t → +0 ó
ïðîñòîði Φ. Îòæå, Qt

t0
ψ = ψ ∗G∗(t− t0, ·) →

Q0
t0
ψ ïðè t → +0 ó ïðîñòîði Φ. Êðiì òîãî,

çà äîâåäåíèì ðàíiøå (äèâ. ëåìó 2), çà óìîâè
ϕ = 0 ìà¹ìî, ùî u(t, ·) → 0 ïðè t → +0 ó
ïðîñòîði Φ′. Òîäi iç âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ
ïðî àáñòðàêòíi ôóíêöi¨ âèïëèâà¹, ùî

c =< u(t, ·), Qt
t0
ψ > −→

t→+0
< 0, Q0

t0
ψ >= 0.

Îòæå, c = 0, òîáòî

< u(t, ·), Qt
t0
ψ >= 0, 0 < t < t0 ≤ T.

Îñêiëüêè u(t, ·), Qt
t0
ψ ìîæíà ðîçóìiòè ÿê ðå-

ãóëÿðíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó Φ′,
òî ïðàâèëüíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

< u(t, ·), Qt
t0
ψ >=

∫

Rn

u(t, x)Qt
t0
ψ(x)dx =

=< Qt
t0
ψ, u(t, ·) > . (14)

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî Qt
t0
ψ → ψ ïðè

t → t0 ó ïðîñòîði Φ′, u(t, ·) → u(t0, ·) ïðè
t → t0 ó ïðîñòîði Φ, ÿêùî t0 6= 0, t0 6= T .
Ïåðåéøîâøè â (14) äî ãðàíèöi ïðè t → t0,
âíàñëiäîê âiäïîâiäíî¨ ëåìè ïðî àáñòðàêòíi
ôóíêöi¨ çíàéäåìî, ùî

lim
t→t0

< u(t, ·), Qt0
t ψ >= lim

t→t0
< Qt

t0
ψ, u(t, ·) >=

=< Qt0
t0ψ, u(t0, ·) >=< ψ, u(t0, ·) >=

=< u(t0, ·), ψ >= 0.

Îñêiëüêè t0 âèáðàíå äîâiëüíèì ÷èíîì ìiæ 0
i T , òî u(t, x) ≡ 0 äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ). Òåîðåìà
äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕ ∈ Φ′,

ω(t, x) =< ϕ, T−xĞ(t, T, ·, µ) >,

Ğ(t, T, ξ, µ) = G(t, T,−ξ, µ), (t, x) ∈ Π.

ßêùî ϕ = 0 â îáëàñòi Q ⊂ Rn, òî ω(t, x) →
0 ïðè t → +0 i ω(t, x) → 0 ïðè t → T − 0
ðiâíîìiðíî íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K ⊂ K1 ⊂ Q, äå K1 �
äåÿêà êîìïàêòíà ìíîæèíà â Rn. Ïîáóäó¹ìî
ôóíêöiþ ν ∈ Φ ç íîñi¹ì â Q òàê, ùî ν = 1
íà K1, suppν ⊂ Q (òàêà ôóíêöiÿ iñíó¹, áî
D ⊂ Φ). Îñêiëüêè

{ν(·)T−xĞ(t, T, ·, µ),

(1− ν(·))T−xĞ(t, T, ·, µ)} ⊂ Φ

ïðè êîæíîìó t ∈ (0, T ) i x ∈ Rn, òî

ω(t, x) =< ϕ, ν(·)T−xĞ(t, T, ·, µ) > +

+ < ϕ, η(·)T−xĞ(t, T, ·, µ) >,

äå η = 1 − ν. Óðàõóâàâøè, ùî óçàãàëüíå-
íà ôóíêöiÿ ϕ äîðiâíþ¹ íóëþ â îáëàñòi Q,
à supp(ν(·)T−xĞ(t, T, ·, µ)) ⊂ Q, ç îñòàííüîãî
ñïiââiäíîøåííÿ äiñòà¹ìî, ùî

ω(t, x) = tα < ϕ, t−αη(·)T−xĞ(t, T, ·, µ) >,

äå α > 0 � äåÿêèé ïàðàìåòð, êîíêðåòíå çíà-
÷åííÿ ÿêîãî ìè âêàæåìî ïiçíiøå. Îñêiëüêè
êîæíà óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ϕ ∈ Φ′ ìà¹ ñêií-
÷åííèé ïîðÿäîê, òîáòî ϕ ∈ Φ′

p ïðè äåÿêîìó
p ∈ Z+, òî

|ω(t, x)| ≤ tα‖ϕ‖p · ‖Ψt,x‖p,

äå

Ψt,x(ξ) = t−αη(ξ)T−xĞ(t, T, ξ, µ) ≡

≡ t−αη(ξ)G(t, T, x− ξ, µ),

‖ϕ‖p � íîðìà ôóíêöiîíàëó ϕ. Îòæå, äëÿ äî-
âåäåííÿ òîãî, ùî ω(t, x) → 0 ïðè t → +0 ðiâ-
íîìiðíî íà êîìïàêòi K ⊂ Q, äîñèòü âñòàíî-
âèòè, ùî ñóêóïíiñòü ôóíêöié Ψt,x îáìåæåíà
çà íîðìîþ ïðîñòîðó Φp, òîáòî ‖Ψt,x‖p ≤ cp,
ïðè÷îìó ñòàëà cp íå çàëåæèòü âiä ïàðàìå-
òðiâ t i x, ÿêi çìiíþþòüñÿ âêàçàíèì ñïîñî-
áîì (t ∈ (0, T ), x ∈ K). Îñêiëüêè Ψt,x(ξ) = 0
äëÿ ξ ∈ K1, òî îöiíêó ‖Ψt,x‖p ≤ cp äîñèòü
äîâåñòè äëÿ ξ ∈ Rn \K1.
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Ôóíêöiÿ ν ∈ Φ =
∞⋂

j=0

Φj, òîáòî ν ∈ Φp,
òîìó

‖ν‖p = sup
ξ∈Rn

{
p∑

k=0

M(ξ)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
ξ ν(ξ)|

}
≤

≤ c0, c0 = c0(p) > 0.

Òîäi

∆(ξ) :=

p∑

k=0

M(ξ)γ0+k×

×
∑

|α|=k

|Dα
ξ (η(ξ)G(t, T, x− ξ, µ))| =

= M(ξ)γ0|(1− ν(ξ))G(t, T, x− ξ, µ)|+

+

p∑

k=1

M(ξ)γ0+k
∑

|α|=k

|Dα
ξ ((1− ν(ξ))×

×G(t, T, x−ξ, µ))| ≤ M(ξ)γ0|G(t, T, x−ξ, µ)|+
+M(ξ)γ0|ν(ξ)| · |G(t, T, x− ξ, µ)|+

+

p∑

k=1

M(ξ)γ0+k
∑

|α|=k

|α|∑

|l|=0

C l
α|Dl

ξ(1− ν(ξ))|×

×|Dα−l
ξ G(t, T, x− ξ, µ)| ≤ M(ξ)γ0×

×|G(t, T, x− ξ, µ)|+ M(ξ)γ0|ν(ξ)|×

×|G(t, T, x− ξ, µ)|+
p∑

k=1

M(ξ)γ0+k×

×
∑

|α|=k

[|Dα
ξ G(t, T, x− ξ, µ)|+ |ν(ξ)|×

×|Dα
ξ G(t, T, x− ξ, µ)|+

|α|∑

|l|=1

C l
α|Dl

ξν(ξ)|×

×|Dα−l
ξ G(t, T, x− ξ, µ)|].

Îñêiëüêè ‖x−ξ‖ ≥ a0 > 0, äå a0 � âiääàëü
ìiæ ìåæàìè êîìïàêòiâ K i K1, òî ñêîðèñòà-
¹ìîñÿ îöiíêàìè ôóíêöi¨ G, ÿêi îòðèìàíi ïðè
äîâåäåííi ëåìè 2:

|G(t, T, x− ξ, µ)| ≤ ct{γ}/γ

‖x− ξ‖n+[γ]

(γ > 1, γ 6= 2m, γ 6= 2m + 1,m ∈ N),

ñòàëà c çàëåæèòü âiä µ, T i íå çàëåæèòü âiä
t. Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî

|Dα
ξ G(t, T, x− ξ, µ)| ≤ ct{γ}/γ

‖x− ξ‖n+[γ]+|α| ,

α ∈ Zn
+. (15)

Òîäi

∆(ξ) ≤ ct{γ}/γM(ξ)γ0

‖x− ξ‖n+[γ]
+

cc0t
{γ}/γ

‖x− ξ‖n+[γ]
+

+

p∑

k=1

M(ξ)γ0+k
∑

|α|=k

[
ct{γ}/γ

‖x− ξ‖n+[γ]+|α|+

+
c0ct

{γ}/γ

‖x− ξ‖n+[γ]+|α|+
|α|∑

|l|=1

clc0cC
l
αt{γ}/γM(ξ)−|l|

‖x− ξ‖n+[γ]+|α−l|

]
,

γ0 = n + [γ].

Çàçíà÷èìî, ùî

∃L > 0 ∀x ∈ K ∀ξ ∈ Rn \K1 :

M(ξ)/‖x− ξ‖ ≤ L.

Îòæå, âðàõóâàâøè îöiíêè (15), çíàõîäè-
ìî, ùî

∆(ξ) ≤ cLγ0t{γ}/γ + cc0a
−(n+[γ])
0 t{γ}/γ+

+

p∑

k=1

∑

|α|=k

[ca
{γ}
0 Lγ0+kt{γ}/γ + c0cL

γ0+kt{γ}/γ+

+

|α|∑

|l|=1

clcc0cC
l
αLγ0+kt{γ}/γ] = c1 · t{γ}/γ,

äå ñòàëà c1 íå çàëåæèòü âiä t i x. Ïîêëàäåìî
òåïåð α = {γ}/γ. Çâiäñè âæå âèïëèâà¹, ùî
‖Ψt,x‖p ≤ c1. Òîäi

|ω(t, x)| ≤ c1‖ϕ‖p · t{γ}/γ ≡ c2 · t{γ}/γ,

äå ñòàëà c2 íå çàëåæèòü âiä t i x. Öèì äîâå-
äåíî, ùî ω(t, x) → 0 ïðè t → +0 ðiâíîìiðíî
ïî x ∈ K.

Âëàñòèâiñòü ω(t, x) → 0 ïðè t → T − 0
ðiâíîìiðíî ïî x ∈ K äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî;
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ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóþòüñÿ îöiíêè ôóí-
êöi¨ G òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïîäiáíi äî òèõ, ÿêi âñòà-
íîâëåíi ïðè äîâåäåííi ëåìè 3:

|Dα
ξ G(t, T, x− ξ, µ)| ≤ c

t̃{γ}/γ

‖x− ξ‖n+[γ]+|α| ,

‖x− ξ‖ ≥ a0 > 0, α ∈ Zn
+,

äå t̃ = T − t (ÿêùî t → T − 0, òî t̃ → +0).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 3(âëàñòèâiñòü ëîêàëiçàöi¨).
Íåõàé ϕ ∈ Φ′

∗, u(t, x) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
(10), (11). ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ ϕ çái-
ãà¹òüñÿ â äåÿêié îáëàñòi Q ⊂ Rn ç íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ g, òî
µ lim

t→+0
u(t, x)− lim

t→T−0
u(t, x) = g(x) ðiâíîìiðíî

âiäíîñíî x íà äîâiëüíîìó êîìïàêòi K ⊂ Q.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé K ⊂ K1 ⊂ Q, äå K1 �

äåÿêà êîìïàêòíà ìíîæèíà â Rn, ν � îñíîâíà
ôóíêöiÿ, ïîáóäîâàíà ïðè äîâåäåííi òåîðåìè
2. Îñêiëüêè ν(ϕ−g) = 0 â Q, òî ν(ϕ−g) = 0
íà K1, (1 − ν)ϕ = 0 íà K1 i çà äîâåäåíèì ó
òåîðåìi 2

< ν(ϕ− g), T−xĞ(t, T, ·, µ) >→ 0, t → +0,

< (1− ν)ϕ, T−xĞ(t, T, ·, µ) >→ 0, t → +0,

< ν(ϕ− g), T−xĞ(t, T, ·, µ) >→ 0, t → T − 0,

< (1− ν)ϕ, T−xĞ(t, T, ·, µ) >→ 0, t → T − 0,

ðiâíîìiðíî ïî x ∈ K. Êðiì òîãî,

u(t, x) = (ϕ∗G)(t, x) =< ϕ, T−xĞ(t, T, ·, µ) >=

=< ν(ϕ− g), T−xĞ(t, T, ·, µ) > +

+ < (1− ν)ϕ, T−xĞ(t, T, ·, µ) > +

+ < νg, T−xĞ(t, T, ·, µ) >,

ïðè÷îìó

< νg, T−xĞ(t, T, ·, µ) >=

=

∫

Rn

G(t, T, x− ξ, µ)ν(ξ)g(ξ)dξ ≡ J(t, x).

Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîñèòü
âñòàíîâèòè, ùî J(t, x) → 1

µ− 1
(νg)(x) ïðè

t → +0 ðiâíîìiðíî ïî x ∈ K ⊂ Q, J(t, x) →

1

µ− 1
(νg)(x) ïðè t → T − 0 ðiâíîìiðíî ïî

x ∈ K ⊂ Q.
Îñêiëüêè

∫

Rn

G(t, T, x− ξ, µ)dξ =
1

µ− 1
,

òî

|J(t, x)− 1

µ− 1
(νg)(x)| =

∣∣∣∣∣
∫

Rn

G(t, T, ξ, µ)×

×[(νg)(x− ξ)− (νg)(x)]dξ

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∫

Rn

|G(t, T, ξ, µ)| · |(νg)(x− ξ)− (νg)(x)|dξ ≡

≡ ∆(t, x).

Îñêiëüêè νg � íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ, òî iç ôîðìóëè ïðî ñêií÷åííi ïðè-
ðîñòè âèïëèâà¹, ùî

|(νg)(x−ξ)−(νg)(x)| ≤ M‖x−ξ−x‖ = M‖ξ‖,

äå M =
n∑

i=1

max
Rn

∣∣∣∂(νg)

∂ xii

∣∣∣. Âiçüìåìî ε ç ïðî-

ìiæêó (0, T ) i ïîêëàäåìî t0 = ε, δ =

t
{γ}/(2γ[γ])
0 . Òîäi

|(νg)(x− ξ)− (νg)(x)| < Mε{γ}/(2γ[γ]),

ÿêùî òiëüêè ‖ξ‖ < t
{γ}/(2γ[γ])
0 . Îòæå,

∆(t, x) < Mε{γ}/(2γ[γ])

∫

‖ξ‖<tα0

|G(t, T, ξ, µ)|dξ+

+

∫

‖ξ‖≥tα0

|G(t, T, ξ, µ)|·|(νg)(x−ξ)−(νg)(x)|dξ,

α = {γ}/(2γ[γ]).

Äàëi, ÿê i ïðè äîâåäåííi ëåìè 2 âñòàíîâëþ-
¹ìî, ùî
∫

‖ξ‖<tα0

|G(t, T, ξ, µ)|dξ ≤ b0 = const, ∀t ∈ (0, T ),
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∫

‖ξ‖≥tα0

|G(t, T, ξ, µ)|dξ ≤ cε{γ}/(2γ),∀t ∈ (0, t0);

ïðè öüîìó âðàõîâó¹ìî òîé ôàêò, ùî νg � íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà ôiíiòíà â Rn ôóí-
êöiÿ, òîáòî

∃M1 > 0 : sup
ξ∈Rn,x∈K

|(νg)(x−ξ)−(νg)(x)| ≤ M1.

Îòæå,

∀ε ∈ (0, T ) ∃t0 = ε ∀t : 0 < t < t0 ∀x ∈ K :

∆(t, x) = |J(t, x)− 1

µ− 1
(νg)(x)| <

< b0Mε{γ}/(2γ[γ]) + cM1ε
{γ}/(2γ).

ßêùî ε ≥ T , òî çà t0 = t0(ε) ìîæíà âçÿòè
äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî ç ïðîìiæêó (0, T ).
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

J(t, x)
x∈K
⇒

t→+0

1

µ− 1
(νg)(x).

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 3 òà ìið-
êóâàííÿ àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âñòàíîâ-
ëþ¹ìî òàêîæ, ùî

J(t, x)
x∈K
⇒

t→T−0

1

µ− 1
(νg)(x).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

ϕ(x) =

{
1/‖x‖n+γ, x ∈ K(0, 1) \ {0},
0, x ∈ Rn \K(0, 1).

Âiäîìî [15], ùî ϕ äîïóñêà¹ ðåãóëÿðèçàöiþ
ó ïðîñòîði Φ′

∗ ⊂ Φ′, ïðè öüîìó âiäïîâiäíèé
ôóíêöiîíàë Fϕ âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

< Fϕ, ψ >=

∫

Rn

(ψ(x)−
∑

|j|≤[γ]

(Dj
xψ)(0)

xj

j!
)×

×‖x‖−(n+γ)dx, ψ ∈ Φ.

Îòæå, ÿê óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ, ϕ çáiãà¹òüñÿ
ç ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ g(x) = ‖x‖−(n+γ) ó êî-
æíié îáëàñòi Q ⊂ K(0, 1), ÿêà íå ìiñòèòü

òî÷êó 0. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3, ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (10), (11) ç êðàéîâîþ óìîâîþ ϕ
âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè:

u(t, x)
K
⇒

t→+0
(µ− 1)−1‖x‖n+γ,

u(t, x)
K
⇒

t→T−0
(µ− 1)−1‖x‖n+γ,

äå K � äîâiëüíèé êîìïàêò, ùî ìiñòèòüñÿ â
îáëàñòi Q.
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