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IНТЕГРАЛЬНI МНОГОВИДИ ТА РОЗЩЕПЛЕННЯ ЛIНIЙНИХ
IМПУЛЬСНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

Розглядається система лiнiйних iмпульсних сингулярно збурених диференцiально-
функцiональних рiвнянь. Доведено iснування iнтегральних многовидiв. Показано, що вихiдну
систему за допомогою лiнiйної замiни можна розщепити на двi незалежнi пiдсистеми.

We consider a system of linear impulsive singularly perturbed functional differential equations.
We prove the existence of integral manifolds. It is shown that the initial system can be decomposed
into two independent systems by linear substitution.

Для диференцiальних рiвнянь з iмпуль-
сною дiєю питання iснування i стiйкостi iн-
тегральних множин у критичному випадку
розглядалися в працях [1, 2], а для iмпуль-
сних диференцiально-функцiональних рiв-
нянь – в [3]. У цiй статтi результати, одер-
жанi в [4, 5], узагальнюються на випадок
лiнiйних iмпульсних сингулярно збурених
диференцiально-функцiональних рiвнянь.

Розглянемо систему

dx

dt
= A(t)x(t) + F (t, yt),

ε
dy

dt
= D(t)x(t) + G(t, yt), t 6= ti,

∆x|t=ti = Bix + εHi(yti), (1)

∆y|t=ti = Cix + Ni(yti),

де ε – малий додатний параметр; x – m-
вимiрний вектор, y – p-вимiрний вектор, yt

– елемент простору PC = PC[−ετ, 0], зада-
ний функцiєю yt(θ) = y(t + θ), −ετ ≤ θ ≤ 0 ;
PC[−ετ, 0] – простiр функцiй ϕ(t), неперерв-
них на вiдрiзку [−ετ, 0] за винятком скiнчен-
ного числа точок розриву першого роду, в
яких ϕ(t) неперервна злiва; F (t, ϕ), G(t, ϕ),
Hi(ϕ), Ni(ϕ) – лiнiйнi вiдносно ϕ операто-
ри; матрицi A(t), D(t) i оператори F (t, ϕ),
G(t, ϕ) неперервнi вiдносно t; матрицi E+Bi

невиродженi; через ti , i ∈ Z, позначено мо-
менти iмпульсної дiї.

Припустимо, що виконуються умови:
1) iснує додатне число δ, при якому 0 <

δ < ti+1 − ti, i ∈ Z;

2) норми матриць A(t), D(t), Ci, (E +
Bi)

−1 та операторiв F (t, ϕ), G(t, ϕ), Hi(ϕ),
Ni(ϕ) рiвномiрно обмеженi при t ∈ R, i ∈ Z
деякою додатною сталою M > 1;

3) для оператора T (t, s) зсуву за розв’яз-
ками системи

ε
dy

dt
= G(t, yt), t 6= ti, ∆y|t=ti = Ni(yti)

виконуються нерiвностi

|T (t, s)ϕ| ≤ K|ϕ| exp
[
− α

ε
(t− s)

]
,

|T (t, s)X0| ≤ K exp
[
− α

ε
(t− s)

]
,

де K > 0, t ≥ s, α > 0, ϕ ∈ PC.
Система (1) еквiвалентна системi

dx

dt
= A(t)x(t) + F (t, yt), t 6= ti, ∆x|t=ti =

= Bix + εHi(yti), yt = T (t, σ)yσ+

+
1

ε

t∫

σ

T (t, s)X0D(s)x(s)dx+ (2)

+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0Cix(ti),

де X0(θ) = 0, −ετ ≤ θ < 0, X0(0) = E.
Теорема 1. Нехай вiдносно системи (1)

виконуються умови 1 – 3. Тодi можна вка-
зати таке ε0 > 0, що при 0 < ε < ε0 iснує
iнтегральний многовид системи (2), який
можна зобразити у виглядi yt = P (t, ε)x, де
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P (t, ε): Rm → PC – рiвномiрно обмежений
при t ∈ R оператор.

Доведення.
Розглянемо систему рiвнянь

x(t) = L(t, σ)−
σ∫

t

L(t, s)F (s, ys)ds−

−ε
∑

t<ti<σ

L(t, ti)Hi(yti),

yt =
1

ε

t∫

−∞

T (t, s)X0D(s)x(s)ds+ (3)

+
∑

−∞<ti<t

T (t, ti)X0Cix(ti),

де L(t, s) – фундаментальна матриця систе-

ми
dx

dt
= A(t)x, t 6= ti, ∆x|t=ti = Bix.

Iснування розв’язку системи (3) доведе-
мо за допомогою методу послiдовних набли-
жень

y
(0)
t = 0, xn(t) = L(t, σ)−

σ∫

t

L(t, s)×

×F (s, y(n)
s )ds− ε

∑
t<ti<σ

L(t, ti)Hi(y
(n)
ti ),

y
(n+1)
t =

1

ε

t∫

−∞

T (t, s)X0D(s)xn(s)ds+

+
∑

−∞<ti<t

T (t, ti)X0Cixn(ti), n = 0, 1, . . . .

Справджується нерiвнiсть

|L(t, s)| ≤ exp[γ(s− t)], γ = M +
ln M

δ
, t ≤ s.

Доведемо, що правильна оцiнка

|y(q)
t − y

(q−1)
t | ≤ K1

2q
exp

[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
, (4)

де

q = 1, 2, . . . , K1 =
4KM

α
+

2KM

1− exp(−γδ)
,

ε < min
( α

2γ
,

1

2KM2
(

4
α

+ 1
1−exp(−γδ/2)

)
)
.

При q = 1 нерiвнiсть (4) правильна.
Нехай нерiвнiсть (4) правильна при q =

n. Тодi одержимо

|xn(t)− xn−1(t)| ≤
(4εMK1

α2n
+

+
εMK1

2n(1− exp(−γδ/2))

)
exp

[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Звiдси знаходимо

|y(n+1)
t − y

(n)
t | ≤ 1

ε

t∫

−∞

K exp
[α

ε
(s− t)

]
M×

×|xn(s)− xn−1(s)|ds +
∑

−∞<ti<t

K exp
[α

ε
(ti−

−t)
]
M |xn(ti)− xn−1(ti)| ≤ εKK1M

2

2n

( 4

α
+

+
1

1− exp(−γδ/2)

)2

exp
[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
≤

≤ K1

2n+1
exp

[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Iз правильностi нерiвностi (4) при q = n
випливає її виконання при q = n + 1. От-
же, нерiвнiсть справджується при всiх на-
туральних q. Iз (4) випливає, що послiдов-
нiсть (xn(t), y

(n)
t ) збiгається до деякої фун-

кцiї (x(t), yt), яка є розв’язком системи (3).
Вважаючи в (3) t = σ, одержуємо зобра-

ження iнтегрального многовиду

P (σ, ε) = yσ =
1

ε

σ∫

−∞

T (σ, s)X0D(s)x(s)ds+

+
∑

−∞<ti<σ

T (σ, ti)X0Cix(ti).

Якщо просумувати нерiвностi (4) по всiх q
i вважати t = σ, то одержимо рiвномiрну
оцiнку |P (σ, ε)| ≤ K1. Теорему 1 доведено.

Теорема 2. Нехай вiдносно системи (1)
виконуються умови 1 – 3. Тодi можна вка-
зати таке ε1 > 0, що при 0 < ε < ε1 iснує
iнтегральний многовид системи (2), який
можна зобразити у виглядi x = Q(t, yt, ε),
де Q(t, ϕ, ε) – лiнiйний вiдносно ϕ оператор.
Справджується оцiнка |Q(t, ϕ, ε)| ≤ εK1|ϕ|,
K1 > 0.
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Доведення. Розглянемо систему рiв-
нянь

x(t) = −
∞∫

t

L(t, s)F (s, ys)ds−ε
∑

t<ti<∞
L(t, ti)×

×Hi(yti), yt = T (t, σ)ϕ+
1

ε

t∫

σ

T (t, s)X0× (5)

×D(s)x(s)ds +
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0Cix(ti).

Iснування розв’язку системи (5) доведе-
мо за допомогою методу послiдовних набли-
жень

x0(t) = 0, xn+1(t) = −
∞∫

t

L(t, s)F (s, y(n)
s )ds−

−ε
∑

t<ti<∞
L(t, ti)Hi(y

(n)
ti ), y

(n)
t =

= T (t, σ)ϕ +
1

ε

t∫

σ

T (t, s)X0D(s)xn(s)ds+

+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0Cixn(ti).

Доведемо, що справджується оцiнка

|xq(t)−xq−1(t)| ≤ εK1|ϕ|
2q

exp
[α + εγ

2ε
(σ−t)

]
,

(6)
де

q = 1, 2, . . . , K1 =
4KM

α
+

2KM

1− exp(−γδ)
,

ε < min
( α

2γ
,

1

2KM2
(

4
α

+ 1
1−exp(−γδ/2)

)
)
.

При q = 1 нерiвнiсть (6) правильна.
Нехай нерiвнiсть (6) правильна при q =

n. Тодi одержимо

|y(n)
t − y

(n−1)
t | ≤

(4εKMK1|ϕ|
α2n

+

+
εKMK1|ϕ|

2n(1− exp(−γδ/2))

)
exp

[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Звiдси знаходимо

|xn+1(t)− xn(t)| ≤
∞∫

t

exp[γ(s− t)]M |y(n)
s −

−y(n−1)
s |ds + ε

∑
t<ti<∞

exp[γ(ti − t)]M |y(n)
ti −

−y
(n−1)
ti | ≤ ε2KM2K1|ϕ|

2n

(4

ε
+

+
1

1− exp(−γδ/2)

)2

exp
[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
≤

≤ εK1|ϕ|
2n+1

exp
[α + εγ

2ε
(σ − t)

]
.

Нерiвнiсть (6) правильна при q = n + 1,
отже, вона правильна при всiх натураль-
них q. Iз (6) випливає, що послiдовнiсть
(xn(t), y

(n)
t ) рiвномiрно збiгається до функцiї

(x(t), yt), яка є розв’язком системи (5).
Вважаючи в (5) t = σ, одержуємо зобра-

ження iнтегрального многовиду

Q(σ, ϕ, ε) = x(σ) = −
∞∫

σ

L(σ, s)F (s, ys)ds−

−ε
∑

σ<ti<∞
L(σ, ti)Hi(yti).

Додаючи нерiвностi (6) i вважаючи t = σ,
знаходимо |Q(σ, ϕ, ε)| ≤ εK1|ϕ|. Теорему 2
доведено.

Розглянемо систему

dv

dt
= A(t)v + F (t, P (t, ε)v), t 6= ti,

∆v|t=ti = Biv + εHi(P (ti, ε)v),

wi = T (t, σ)wσ +
1

ε

t∫

σ

T (t, s)X0D(s)× (7)

×Q(s, ws, ε)ds+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0CiQ(ti, wti , ε).

Функцiї Q(t, wt, ε), P (t, ε)v задовольня-
ють рiвняння

dQ(t, wt, ε)v

dt
= A(t)Q(t, wt, ε)v + F (t, wt),

t 6= ti, ∆Q(t, wt, ε)|t=ti = BiQ(ti, wti , ε)+
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+εHi(wti), P (t, ε)v(t) = T (t, σ)P (σ, ε)v(σ)+

+
1

ε

t∫

σ

T (t, s)X0D(s)v(s)ds+ (8)

+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0Civ(ti).

В результатi замiни

x = v + Q(t, wt, ε), yt = wt + P (t, ε)v (9)

i додавання рiвностей (7), (8) одержимо си-
стему (2).

Отже, правильне таке твердження.
Теорема 3. За допомогою замiни (9) си-

стема (7) зводиться до вигляду (2).
При досить малому ε систему (9) можна

розв’язати вiдносно v та wt i визначити за-
мiну, яка розщеплює систему (2) на двi не-
залежнi пiдсистеми (7).

Оцiнимо розв’язок останнього рiвняння
системи (7), використовуючи метод послi-
довних наближень

w
(0)
t = 0, w

(n+1)
t = T (t, σ)ϕ+

+
1

ε

t∫

σ

T (t, s)X0D(s)Q(s, w(n)
s , ε)ds+

+
∑

σ<ti<t

T (t, ti)X0CiQ(ti, w
(n)
ti , ε),

де ϕ = wσ, n = 0, 1, 2, . . . . Iндукцiєю можна
довести, що правильна нерiвнiсть

|w(n+1)
t − w

(n)
t | ≤ K|ϕ|

2n
exp

[(α

ε
− χ

)
(σ − t)

]
,

(10)
де

t ≥ σ, χ = 2MKK1,

ε < min
(
ε0, ε1,

1− exp(−χδ)

4MKK1

)
.

Якщо просумувати нерiвностi (10) за n,
то одержимо оцiнку

|w(t)| ≤ 2K|ϕ| exp
[(α

ε
− χ

)
(σ − t)

]
.

Тому стiйкiсть нульового розв’язку систе-
ми (1) при ε < α/χ рiвносильна стiйкостi

нульового розв’язку iмпульсної системи зви-
чайних диференцiальних рiвнянь

dv

dt
= A(t)v + F (t, P (t, ε)v), t 6= ti,

∆v|t=ti = Biv + εHi(P (ti, ε)v).

Зауваження. Умова 3 накладає обмеже-
ння на коренi характеристичного рiвняння,

що вiдповiдає системi ε
dy

dt
= G(t, yt).
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