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Äîñëiäæåíi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîíÿòòÿìè âèìiðíîñòi i s-âèìiðíîñòi âiäîáðàæåíü i âñòà-

íîâëåíi óìîâè ¨õ ðiâíîñèëüíîñòi.

The relations between the notions of measurability and s-measurability of mappings are
investigated. The conditions of their equivalency are established.

Ïðè âèâ÷åííi óçàãàëüíåíü âëàñòèâîñòi
Ñêîðöà-Äðàãîíi (äèâ.[1] i âêàçàíó òàì ëiòå-
ðàòóðó) çóñòði÷àþòüñÿ ðiçíi òèïè âèìiðíî-
ñòi âiäîáðàæåíü. Íåõàé (T,A) � âèìiðíèé
ïðîñòið i Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Âiäîá-
ðàæåííÿ f : T → Y íàçèâà¹òüñÿ âèìið-
íèì , ÿêùî f−1(B)∈A äëÿ êîæíî¨ áîðåëiâ-
ñüêî¨ ïiäìíîæèíè B ïðîñòîðó Y . Âiäîáðà-
æåííÿ F íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî iñíó¹
ñêií÷åííà êiëüêiñòü âèìiðíèõ íåïåðåòèííèõ
ìíîæèí Mk, k = 1, ..., n, òàêà, ùî T =

n⊔
k=1

Mk

i f |Mk
= const äëÿ êîæíîãî k . Ó âèïàäêó,

êîëè íà σ-àëãåáði A çàäàíî ìiðó µ, âiäîá-
ðàæåííÿ f : T → Y áóäåìî íàçèâàòè s-
âèìiðíèì, ÿêùî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ
âiäîáðàæåíü fn : T → Y , ÿêà ìàéæå ñêðiçü
íà T çáiãà¹òüñÿ äî f . Ó âèïàäêó, êîëè Y �
áàíàõîâèé ïðîñòið, âiäîáðàæåííÿ f : T → Y
íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî s-âèìiðíèì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî y∗ ∈ Y ∗ âiäîáðàæåííÿ y∗◦f ¹ s-
âèìiðíèì. Ó òåîðåìi Ïåòòiñà [2, c.42] âñòà-
íîâëþþòüñÿ óìîâè ðiâíîñèëüíîñòi ïîíÿòü s-
âèìiðíîñòi i ñëàáêî¨ s-âèìiðíîñòi âiäîáðà-
æåíü. Â äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ çâ'ÿçêè
ìiæ s-âèìiðíiñòþ i âèìiðíiñòþ âiäîáðàæåíü.

Êàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f : T → Y
ìà¹ ìàéæå ñåïàðàáåëüíèé îáðàç, ÿêùî iñíó¹
ìíîæèíà L íóëüîâî¨ ìiðè â ïðîñòîði T òàêà,
ùî îáðàç f(T \ L) ¹ ñåïàðàáåëüíîþ ìíîæè-
íîþ â ïðîñòîði Y .

Ìîäèôiêóþ÷è ìiðêóâàííÿ Ë.Øâàðöà [3,
c.514], âñòàíîâèìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé (T,A, µ) � ïðîñòið ç
σ-ñêií÷åííîþ ïîâíîþ ìiðîþ, Y � ìåòðèçîâ-

íèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f : T → Y �
âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ ç ìàéæå ñåïàðàáåëü-
íèì îáðàçîì. Òîäi f ¹ s-âèìiðíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ïiäìíîæèíà
ìiðè íóëü ïðîñòîðó T , òàêà, ùî îáðàç
Y0 = f(T \ L) ñåïàðàáåëüíèé â Y i d � ìå-
òðèêà, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ ïðîñòîðó
Y . Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 i y0 ∈ Y ïî-
çíà÷èìî V (y0, ε) = {y ∈ Y : d(y, y0) < ε}.
Âiçüìåìî äåÿêó ùiëüíó â Y0 íå áiëüø
íiæ çëi÷åííó ìíîæèíó {yk : k ∈ N}.
Ïîêëàäåìî Ck,ε = V (yk, ε) \

⋃
i<k

V (yi, ε) i

Dk,ε = f−1(Ck,ε) äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà
k. Äëÿ ôiêñîâàíîãî ε > 0 ìíîæèíè Dk,ε

ïîïàðíî íåïåðåòèííi, ÿê ïðîîáðàçè òà-
êèõ ìíîæèí. Îñêiëüêè {yk : k ∈ N} ⊇ Y0,
òî Y0 ⊆

∞⋃
k=1

V (yk, ε) =
∞⊔

k=1

Ck,ε. Òîìó

T \ L ⊆ f−1(Y0) = f−1(
∞⊔

k=1

Ck,ε) =
∞⊔

k=1

Dk,ε.

Íåõàé A � ìíîæèíà ñêií÷åííî¨ ìiðè â T .
Îñêiëüêè

A = (
∞⊔

k=1

(A ∩Dk,ε)) ∪ (A ∩ L) i µ(A ∩ L) = 0,

òî
∞∑

k=1

µ(A ∩Dk,ε) = µ(
∞⊔

k=1

A∩Dk,ε)+µ(A∩L) =

= µ(A) < +∞.

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî δ > 0
iñíó¹ íîìåð N = N(ε, A, δ), òà-
êèé, ùî

∑
k>N

µ(A ∩Dk,ε) ≤ δ. Ïî-
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êëàäåìî E(ε, A, δ) =
⊔

k>N

Dk,ε. Òîäi

µ(A ∩ E(ε, A, δ)) =
∑

k>N

µ(A ∩Dk,ε) ≤ δ.
Îñêiëüêè ìiðà µ ¹ σ-ñêií÷åííîþ, òî

iñíó¹ çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí An

ñêií÷åííî¨ ìiðè, òàêà, ùî T =
∞⋃

n=1

An.

Ðîçãëÿíåìî íîìåðè pn = N( 1
n
, An,

1
2n+1 )

ïðè n = 1, 2, .... Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé åëå-
ìåíò y0 ∈ Y . Ïîáóäó¹ìî ïðîñòi âiäîáðàæåí-
íÿ fn : T →Y íàñòóïíèì ÷èíîì:

fn(t) =

{
yk, ÿêùî t ∈ Dk, 1

n
, äå k ≤ pn,

y0, â iíøîìó âèïàäêó.

Ïîêëàäåìî

En = E(
1

n
,An,

1

2n+1
), E = (

∞⋂
m=1

∞⋃
n=m

En) ∪ L

i F = {t ∈ T : fn(t) 6→ f(t)}. Âiçüìåìî äî-
âiëüíå t ∈ T \ E. Ïîêàæåìî, ùî òîäi
fn(t) → f(t). Îñêiëüêè T =

∞⋃
n=1

An, òî iñíó¹
íîìåð m1, òàêèé, ùî t ∈ Am1 . Ç òîãî ùî
t 6∈ E îòðèìó¹ìî, ùî iñíó¹ íîìåð m2, òà-
êèé, ùî t 6∈ ⋃

n≥m2

En, à çíà÷èòü, t 6∈ En äëÿ

âñiõ n ≥ m2. Ïîêëàäåìî m = max{m1,m2}.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ìà¹ìî:

An = (An ∩
∞⊔

k=1

Dk, 1
n
) ∪ (An ∩ L) =

= (An∩
⊔

k≤pn

Dk, 1
n
)t(An∩

⊔

k>pn

Dk, 1
n
)∪(An∩L) =

=
⊔

k≤pn

(An ∩Dk, 1
n
) t (An ∩ En) ∪ (An ∩ L).

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî t 6∈ L i t 6∈ En

ïðè n ≥ m, äëÿ òàêèõ n îòðèìó¹ìî, ùî
t ∈ ⊔

k≤pn

(An ∩Dk, 1
n
). Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äî-

âiëüíîãî n ≥ m iñíó¹ kn ≤ pn, òàêå,
ùî t ∈ Dkn, 1

n
à, îòæå, fn(t) = ykn . Ç òîãî,

ùî f(t) ∈ Ckn, 1
n
⊆ V (ykn , 1

n
), âèïëèâà¹, ùî

d(fn(t), f(t)) < 1
n

, çâiäêè fn(t) → f(t) ïðè
n → ∞, òîáòî, t ∈ T \ F . Òàêèì ÷èíîì,

F ⊆ E . Ïîêàæåìî, ùî µ(E) = 0. Âiçüìå-
ìî äîâiëüíå n0 ∈ N. Äëÿ áóäü ÿêîãî m ≥ n0

ìà¹ìî, ùî

E ∩ An0 ⊆ ((
⋃

n≥m

En) ∩ An0) ∪ (L ∩ An0) =

= (
⋃

n≥m

(En∩An0))∪(L∩An0) ⊆
⋃

n≥m

(En∩An)∪L.

Òîìó

µ(En ∩ An0) ≤
∑
n≥m

(En ∩ An) + µ(L) ≤

≤
∑
n≥m

1

2n+1
=

1

2m

äëÿ äîâiëüíîãî m ≥ n0. Ñïðÿìîâóþ÷è m äî
áåçìåæíîñòi îòðèìó¹ìî, ùî µ(E ∩ An0) = 0.
Òàêèì ÷èíîì, µ(E) ≤

∞∑
n=1

µ(E ∩ An) = 0.
Îñêiëüêè ìiðà µ ïîâíà i F ⊆ E, òî µ(F ) = 0,
ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ðîçâèâàþ÷è ïîáóäîâè ç êíèãè Ê. Êóðà-
òîâñüêîãî [4, ñ.204] îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæå-
ííÿ:

Òåîðåìà 2. Íåõàé (T,A, µ)� ïðîñòið ç
ïîâíîþ ìiðîþ, Y � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé
ïðîñòið i (fn)∞n=1� ïîñëiäîâíiñòü âèìiðíèõ
âiäîáðàæåíü fn : T → Y , ùî ìàéæå ñêðiçü
íà T çáiãà¹òüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ f : T → Y .
Òîäi âiäîáðàæåííÿ f ¹ âèìiðíèì.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî
lim

n→∞
fn(t) = f(t) äëÿ âñiõ t ∈ T .

Îñêiëüêè ïðîñòið Y äîñêîíàëî íîðìàëü-
íèé, òî äîâiëüíó çàìêíåíó â Y ìíîæè-
íó B ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ïåðåòè-
íó ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ ìíîæèí
Bm, òàêî¨, ùî Bm+1 ⊆ Bm äëÿ âñiõ m. Íå-
õàé Am,n = f−1

n (Bm) , Am =
∞⋂

k=1

∞⋃
n=k+1

Am,n i

A =
∞⋂

m=1

Am. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà A ¹ âè-
ìiðíîþ. Ïîêàæåìî, ùî f−1(B) = A. Íåõàé
t ∈ f−1(B). Òîäi f(t) ∈ Bm äëÿ êîæíîãî íî-
ìåðà m. Îñêiëüêè fn(t) → f(t) ïðè n → ∞
i ìíîæèíè Bm âiäêðèòi, òî äëÿ äîâiëüíîãî
m ∈ N iñíó¹ òàêèé íîìåð nm, ùî fn(t) ∈ Bm

ïðè n ≥ nm, òîáòî, äëÿ n ≥ nm ìà¹ìî, ùî

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2007. Âèïóñê 336 � 337. Ìàòåìàòèêà. 61



t ∈ Am,n. Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî k ∈ N åëåìåíò t ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi∞⋃
n>k

Am,n . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî íîìå-
ðà m ìà¹ìî, ùî t ∈ Am, à, îòæå, t ∈ A.
Íàâïàêè, íåõàé t ∈ A. Òîäi äëÿ êîæíîãî
m ∈ N ìà¹ìî, ùî t ∈ Am. Âiçüìåìî äîâiëüíå
m ∈ N. Äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíó¹ òàêèé íî-
ìåð nk > k, ùî t ∈ Am,nk

, òîáòî, fnk
(t) ∈ Bm.

Ñïðÿìîâóþ÷è k äî áåçìåæíîñòi, îòðèìà¹ìî,
ùî f(t) ∈ Bm. Îñêiëüêè íîìåð m äîâiëüíèé,
i B =

∞⋂
m=1

Bm, òî f(t) ∈ B, îòæå, t ∈ f−1(B).
Íåõàé òåïåð lim

n→∞
fn(t) = f(t) äëÿ âñiõ

t ∈ T \ L, äå L � äåÿêà ïiäìíîæèíà ìiðè
íóëü ïðîñòîðó T , i y0 � äåÿêèé ôiêñîâàíèé
åëåìåíò ïðîñòîðó Y . Äëÿ êîæíîãî n ∈ N
ïîêëàäåìî

gn(t) =

{
fn(t), ÿêùî t ∈ T \ L,
y0, ÿêùî t ∈ L.

Îòðèìàíi âiäîáðàæåííÿ gn ¹ âèìiðíèìè,
ÿê ðiâíi ìàéæå ñêðiçü âiäïîâiäíèì âèìiðíèì
âiäîáðàæåííÿì fn. Êðiì òîãî, âiäîáðàæåííÿ

g(t) = lim
n→∞

gn(t) =

{
f(t), ÿêùî t ∈ T \ L,
y0, ÿêùî t ∈ L

¹ âèìiðíèì, ÿê ïîòî÷êîâà ãðàíèöÿ âèìiðíèõ
âiäîáðàæåíü. Îòæå, âèìiðíèì ¹ i ðiâíå éîìó
ìàéæå ñêðiçü âiäîáðàæåííÿ f .

Ç òåîðåì 1 i 2 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëü-
òàò.

Òåîðåìà 3. Íåõàé (T,A, µ) � ïðîñòið ç
σ-ñêií÷åííîþ ïîâíîþ ìiðîþ i Y � ìåòðè-
çîâíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi âiäîáðà-
æåííÿ f : T → Y ¹ s-âèìiðíèì â òîìó i
òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè âîíî ¹ âèìið-
íèì âiäîáðàæåííÿì ç ìàéæå ñåïàðàáåëü-
íèì îáðàçîì.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé L � äå-
ÿêà ïiäìíîæèíà ìiðè íóëü ïðîñòîðó T i
(fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ âiäîáðàæåíü
fn : T → Y , òàêèõ, ùî lim

n→∞
fn(t) = f(t)

äëÿ âñiõ t ∈ T \ L. Òîäi çà òåîðåìîþ 2 âiä-
îáðàæåííÿ f ¹ âèìiðíèì. Íåõàé äëÿ êîæíî-
ãî íîìåðà n ìíîæèíîþ çíà÷åíü âiäîáðàæåí-
íÿ fn ¹ ìíîæèíà Cn = {yn

1 , ..., yn
kn
}. Ïîêëàäå-

ìî C =
∞⋃

n=1

Cn. Ìíîæèíà C ¹ íå áiëüø íiæ
çëi÷åííîþ, à ¨¨ çàìèêàííÿ Y0 â ïðîñòîði Y
¹ ñåïàðàáåëüíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó Y .
Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî t ∈ T \ L iñíó¹ ïî-
ñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè C, ùî çáiãà-
¹òüñÿ äî f(t). Òàêèì ÷èíîì, f(t) ∈ C = Y0,
îòæå, f(T \ L) ⊆ Y0. Îñêiëüêè ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið ¹ ñïàäêîâî ñåïàðàáåëüíèì, òî i ìíî-
æèíà f(T \ L) ñåïàðàáåëüíà, òîáòî f , ìà¹
ìàéæå ñåïàðàáåëüíèé îáðàç.
Äîñòàòíiñòü âñòàíîâëåíà â òåîðåìi 1.

Çàóâàæåííÿ 1. Ó âèïàäêó, êîëè Y
� ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, âè-
ìiðíiñòü âiäîáðàæåííÿ f ðiâíîñèëüíà éîãî
s-âèìiðíîñòi.

Çàóâàæåííÿ 2. Ó âèïàäêó, êîëè µ � ìi-
ðà Ðàäîíà, çàäàíà íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîìó
çëi÷åííîìó â íåñêií÷åííîñòi ïðîñòîði T i Y �
ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, åêâiâà-
ëåíòíiñòü âèìiðíîñòi i s-âèìiðíîñòi âiäîáðà-
æåííÿ f : T → Y áóëà âñòàíîâëåíà â [3.
c.514].
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